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Illustration: Julia Nurit Schénnagel

1 Spiel der Truhen

Autoren: Fabien Nieflen und Silas Rathke (FU Berlin)

Aufgabe

Jedes Jahr zahlt die Eisige Bank von Borrealis der ehrwiirdigen Finanzhauptstadt des Nord-
pols, den Elfen ihr Gehalt aus. Doch der Weihnachtsmann hat in diesem Winter eine neue
Verordnung erlassen: Niemand darf den Lohn einfach erhalten - jeder Elf und jede Elfe muss
ihn sich in einem Spiel verdienen. Fiir die junge Werkstattelfe Johanna Schnee hat sich die
Bank eine besonders raffinierte Herausforderung ausgedacht. Zu Beginn stehen drei Truhen
vor ihr, noch vollkommen leer. Auf dem Tisch daneben liegen 2025 Miinzen mit ganzzahligen
Werten von 1 bis 2025, wobei jeder Wert genau einmal vorkommt. Der Ablauf des Spiels ist
streng geregelt:

e In jedem Zug wahlt die Bank eine der drei Truhen aus.

e Danach muss Johanna eine der auf dem Tisch verbliebenen Miinzen nehmen und in
genau diese Truhe legen.

e Das wiederholt sich so lange, bis alle Miinzen auf die Truhen verteilt sind.

Erst dann, ganz am Ende, darf Johanna eine der drei Truhen auswéahlen und erhélt deren
Inhalt als Gehalt.

Da der Versuch, mittels KI auf selbstfahrende Schlitten umzustellen, krachend gescheitert ist
und ein groéferes Loch in die Kassen des Nordpols gerissen hat, wird die Bank versuchen,
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Johannas Auszahlung moglichst gering zu halten. Was ist der hochste Betrag, den Johanna
sich dennoch garantiert sichern kann, vorausgesetzt, dass sie mit einer optimalen Strategie
spielt? Auf welche beiden Ziffern endet dieser Betrag?

Hinweis: Eine Strategie heiflt optimal, wenn es keine andere Strategie gibt, die einen hcheren
Mindestbetrag fiir Johanna garantiert.

Antwortmoglichkeiten:

1. 00
2. 12
3. 25
4. 38
5. 47
6. 50
7. 63
8. 75
9. 86

10. 99
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 3.

Der exakte Betrag, den Johanna sich garantiert sichern kann, lautet 685 125. Daher endet der
Betrag auf die Ziffern 25.

Um dies zu beweisen, zeigen wir, auf welche Art und Weise die Bank verhindern kann, dass
Johannas Lohn den Betrag 685125 {ibersteigt und geben danach Johannas Strategie an, mit
der sie diesen Betrag garantiert erhélt.

Die Strategie der Bank ist folgende: sie wihlt in jedem Zug stets eine Truhe mit dem aktuell
geringsten Gesamtwert. Unsere Behauptung: Dadurch stellt sie sicher, dass wahrend des ge-
samten Spiels die Differenz zwischen der wertvollsten und der wertdirmsten Truhe nie griffer
wird als 2025. Zu Beginn des Spiels ist diese Aussage zunéchst offensichtlich korrekt. Nun
nehmen wir an, dass sie vor einem beliebigen Zug gilt. Warum diese Annahme berechtigt ist,
erldutern wir weiter unten.

Sind die jeweiligen Gesamtsummen der drei Truhen vor dem Zug mit A < B < C bezeichnet,
sei nun also C'— A < 2025 (Differenz zwischen der wertvollsten und der wertédrmsten Truhe ist
hochstens 2025). Die Bank wihlt nun ihrer Strategie folgend die wertdrmste Truhe mit Wert
A. Johanna legt dort eine Miinze mit Wert 2 hinein, wobei = eine ganze Zahl mit 1 < z < 2025
ist.

Wir betrachten die méglichen Fille fiir die neue Differenz zwischen der wertvollsten und der
wertdrmsten Truhe nach diesem Zug:

e Fall1: A+x2<B

Dann ist A + x der Wert der wertdrmsten Truhe und die neue Differenz betréigt

C—(A+z)=(C—A) —x <2025.

e Fall2: B<A+4+z<C

Hier ist B der Wert der wertdrmsten Truhe und die neue Differenz betrégt

C—-B<C—-A<2025.

e Fall3: A+x>C
In diesem Fall wird A + z zum Wert der wertvollsten Truhe und B zum Wert der
wertdrmsten. Demnach betrégt die neue Differenz
(A+x)—B=(A—-B)+x <2025,
da A— B <0und z < 2025.

In allen Fillen bleibt die Differenz héchstens 2025.

Dieses Argument kénnen wir nun nutzen, um die Behauptung zu zeigen. Wir wissen bereits,
dass die Behauptung zu Beginn des Spiels gilt. Das Argument erlaubt nun die Schlussfolge-
rung, dass auch nach dem ersten Zug die Behauptung gilt. Da die Behauptung fiir Zug 1
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stimmt, ldsst sich nun erneut das Argument anwenden, sodass die Behauptung auch fiir Zug 2
gilt. Dieser Prozess ldsst sich nun sukzessive fortfithren, bis zum letzten Zug des Spiels, womit
die Behauptung bewiesen ist. Diese Art des Beweises wird formal als vollstindige Induktion
bezeichnet.

Am Ende kann die wertvollste Truhe damit maximal den Wert

14+2+4---+2024
3

+ 2025 = 685125

enthalten.

Johannas Strategie, um diesen Betrag auch wirklich zu erhalten, ist folgende: sie teilt zu
Beginn gedanklich die Miinzen mit den Werten 1 bis 2024 in drei Gruppen mit dem gleichen
Gesamtwert auf und ordnet jeder Gruppe eine der drei Truhen zu. Die Aufteilung kénnte
z.B. erfolgen, indem Johanna zunéichst die Miinzen mit Wert 8 und 4 einer Gruppe, die
Miinzen mit 2,3 und 7 einer anderen Gruppe und die Miinzen 1,5 und 6 der verbleibenden
Gruppe zuordnet und anschlieflend immer die 9 néichstgréBeren Miinzen my, mo, ..., mg (Wert
aufsteigend) nach folgendem Schema verteilt: mq, ms und mg in eine Gruppe, mo, mg und my
in eine andere Gruppe und mg, m4 und mg in die verbleibende Gruppe.

Immer wenn die Bank eine Truhe auswéhlt, legt Johanna eine Miinze aus der entsprechenden
Gruppe in diese Truhe.

Sobald die Bank erstmals eine Truhe auswéhlt, die ihren vorgesehenen Drittelanteil erreicht
hat, bzw. fiir die die zugehorige Gruppe von Miinzen aufgebraucht ist, legt Johanna die Miinze
mit Wert 2025 in diese Truhe. Ab diesem Zeitpunkt ist ihr Ziel erreicht: Diese Truhe enthilt
mindestens ein Drittel der Summe der Zahlen von 1 bis 2024 plus 2025. Was danach geschieht,
ist irrelevant, da Johanna am Ende diese Truhe wéhlen kann und somit mindestens den Betrag
685 125 erhilt.
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Tlustration: Friederike Hofmann

2 Ready, SET, Bake!

Autor: Lukas Protz
Projekt: MATH+

Aufgabe

Annika ist eine fleiffige Elfe, die es liebt, ihre Mitelfen gliicklich zu machen. In der Weih-
nachtszeit beschliefit sie daher, fiir all ihre Freunde einschliellich des Weihnachtsmanns eine
Vielzahl von Plédtzchen zu backen. Um eine groflie Bandbreite an Plitzchensorten kreieren zu
konnen, hat sie folgendes besorgt:

e 2 verschiedene Ausstecher: eine Weihnachtsmann- und eine Elfenform
e Zutaten fiir 2 Teigsorten: Vanille und Schokolade
e 3 Geschmacksrichtungen fiir die Glasur: Vanille, Schokolade und Limette

e 3 Arten von Streuseln: rote Herzen, silberne Perlen und gewthnliche Streusel

Mit diesen Optionen kann Annika genau 36 verschiedene Pliatzchensorten backen, wobei eine
Platzchensorte durch eine bestimmte Kombination von Ausstecher, Teig, Glasur und Streuseln
gegeben ist. Zwei Kekse sind also von der gleichen Sorte, wenn fiir sie der gleiche Ausstecher,
der gleiche Teig, die gleiche Glasur und die gleichen Streusel verwendet wurden.

Um sicherzustellen, dass jede Sorte gut schmeckt, backt Annika von jeder jeweils einen Keks.
Anschlielend legt sie alle so entstandenen 36 Kekse in eine Schiissel.
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Annika liebt das Spiel SET und wird durch die Plédtzchen an dieses erinnert. Daher iiberlegt
sie, wie viele Kekse sie aus der Schiissel nehmen miisste, damit die entnommenen Kekse
garantiert ein SET enthalten.

Ein SET von Keksen ist eine Menge aus drei Keksen, so dass in jeder Kategorie (Ausstecher,
Teig, ...) entweder alle Kekse die gleiche oder alle Kekse eine unterschiedliche FEigenschaft ha-
ben. Stellen wir jeden Keks anhand seiner Eigenschaften (Ausstecher, Teig, Glasur, Streusel)
dar, dann bilden beispielsweise die Kekse

(Weihnachtsmann, Vanille, Vanille, Herzen),
(Weihnachtsmann, Vanille, Schokolade, Perlen),

(Weihnachtsmann, Vanille, Limette, gewthnlich)
ein SET. Die folgenden drei Kekse bilden dagegen kein SET:

(Elf, Vanille, Vanille, Herzen),
(Weihnachtsmann, Vanille, Schokolade, Perlen),

(Weihnachtsmann, Vanille, Limette, gewthnlich)

Dies ist der Fall, weil der erste und der zweite Keks eine unterschiedliche Eigenschaft in der
Kategorie ,Ausstecher® haben, wohingegen der zweite und der dritte Keks in dieser Kategorie
die gleiche Eigenschaft besitzen.

Natiirlich kénnte Annika gezielt drei Kekse aus der Schiissel entnehmen, die ein SET bilden.
Um es spannender zu machen, wéhlt sie die Kekse allerdings zufillig und ohne hinzusehen.
Wie viele Kekse muss Annika mindestens aus der Schiissel nehmen, damit die entnommenen
Kekse garantiert mindestens ein SET enthalten?

Antwortmoglichkeiten:

1. 14 oder mehr
2. 13
3. 12
4. 11

5. 10

9.6

10. 5 oder weniger.
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 1.

Wir zeigen, dass Annika mindestens 17 Kekse entnehmen muss, um sicherzustellen, dass sich
unter diesen ein SET befindet.

Dazu betrachten wir zunichst den einfacheren Fall, dass es nur eine Ausstechform und eine
Teigsorte, jedoch weiterhin 3 Geschmacksrichtungen fiir die Glasur und 3 Arten von Streuseln
gibt. Mit anderen Worten suchen wir nun ein SET in den Kategorien Glasur und Streusel.
Unter dieser Einschrinkung gibt es 9 verschiedene Platzchensorten, die Annika backen konnte.
Um den Auswahlprozess zu veranschaulichen, kann man eine Tabelle verwenden, wie sie in
Abbildung 1 dargestellt ist.

Herzen Perlen gewohnlich

Vanille

Schokolade

Limette

Abbildung 1: Jedes Feld der Tabelle reprasentiert eine Pliatzchensorte.

Wahlt Annika einen Keks aus, so markieren wir das entsprechende Feld in der Tabelle mit
einem Kreuz. Ein SET in der Tabelle wird dann dargestellt durch

e eine vollstindige Zeile oder Spalte von Kreuzen,
e eine vollstdndige Diagonale von Kreuzen oder

e ein Kreuz in der linken oberen Ecke, ein Kreuz in der letzten Zeile und mittleren Spalte
sowie ein Kreuz in der mittleren Zeile und letzten Spalte sowie die durch Rotation der
Tabelle entstehenden Konfigurationen (siehe Abbildung 2). Eine solche Konfiguration
wird als Quasidiagonale bezeichnet.
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Herzen Perlen gewohnlich Herzen Perlen gewohnlich

Vanille >< Vanille ><
Schokolade X Schokolade X

Limette Limette

Herzen Perlen gewohnlich Herzen Perlen gewohnlich
© S

Vanille X Vanille

Schokolade X Schokolade X
Limette X Limette X

Abbildung 2: Die Quasidiagonalen.

Zunéchst ldasst sich leicht erkennen, dass Annika vier Kekse auswéhlen kann, ohne ein SET
zu bilden, wie in Abbildung 3 dargestellt ist:

Herzen Perlen gewohnlich

Vanille >< ><

Schokolade

Limette >< ><

Abbildung 3: Vier Kekse, die kein SET enthalten.

Es ist jedoch nicht mdglich, fiinf Kekse auszuwéhlen, ohne dabei ein SET zu erhalten. Wir
zeigen dies direkt, indem wir versuchen, fiinf Kreuze in der Tabelle zu platzieren, ohne ein SET
zu erzeugen. Nehmen wir dazu an, dass Annika zunéichst den Keks auswéhlt, der dem mittleren
Feld der Tabelle entspricht. (Dies kann durch eine geeignete Neuzuordnung der Eigenschaften
zu den Spalten bzw. Zeilen erreicht werden.) Kénnen wir dann vier weitere Kreuze platzieren,
ohne ein SET zu erzeugen? In den Ecken kénnen sich hochstens zwei Kreuze befinden, da
andernfalls eine vollstdndige Diagonale in der Tabelle entsteht. Somit liegen mindestens zwei
Kreuze entweder in der mittleren Zeile oder in der mittleren Spalte. Diese kénnen jedoch
nicht beide in der mittleren Zeile oder beide in der mittleren Spalte liegen. Daher kénnen

10
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wir (erneut durch eine geeignete Neuzuordnung der Eigenschaften) annehmen, dass sich ein
Kreuz in der oberen Zeile und mittleren Spalte sowie ein weiteres Kreuz in der mittleren Zeile
und linken Spalte befindet (siehe Abbildung 4):

X
X | X

Abbildung 4: Die drei Kreuze in der mittleren Zeile und Spalte.

Um kein SET zu erzeugen, miissen die beiden anderen Kreuze in den Ecken platziert werden.
Keines von ihnen kann in die linke obere Fcke gesetzt werden, da das andere sonst zwangsléufig
eine vollstindige Reihe, Spalte oder Diagonale erzeugen wiirde (siehe Abbildung 5(i)). Ebenso
ist es nicht moglich, ein Kreuz in die rechte untere Ecke zu setzen, da dadurch eine Quasidia-
gonale entstehen wiirde (siehe Abbildung 5(ii)). Schlieflich ist es nicht mdoglich, die Kreuze
in die beiden verbleibenden Felder zu setzen, da dies wiederum eine Diagonale erzeugt (siehe
Abbildung 5(iii)).

XX

XX X X
X X
(i) (i) (i)

Abbildung 5: Diese drei Beispiele zeigen, dass es nicht moglich ist, zwei weitere Kreuze zu
platzieren ohne ein SET zu erzeugen.

X

X
X

Um nun die urspriingliche Frage zu beantworten, miissen wir die Kategorien Ausstecher und
Teig wieder einfiithren. Da jede dieser Kategorien nur zwei mogliche Eigenschaften hat, kann
ein SET nur dann entstehen, wenn alle ausgewéhlten Kekse in jeder dieser zwei Kategorien
die gleiche Eigenschaft besitzen.

Insgesamt gibt es vier unterschiedliche Kombinationen von Ausstecher und Teig. Wenn An-
nika also mindestens 17 Kekse entnimmt, muss es nach dem Schubfachprinzip mindestens
5 Keksen geben, die aus demselben Teig und mit derselben Ausstechform gefertigt wurden.
Von diesen fiinf Keksen miissen dann aber drei ein SET bilden, da wir soeben gezeigt haben,
dass beziiglich der anderen beiden Kategorien (Glasur und Streusel) bei 5 Keksen ein SET

11
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auftreten muss.

Weniger als 17 Kekse zu entnehmen reicht hingegen nicht aus, um garantiert ein SET zu er-
halten, da es in diesem Fall moglich ist, dass es keine fiinf mit demselben Teig und derselben
Ausstechform gefertigte Kekse gibt. Und fiir vier oder weniger mit demselben Teig und der-
selben Ausstechform gefertigte Kekse lésst sich eine Kombination aus Glasuren und Streuseln
finden, wie in Abbildung 3, sodass diese Kekse kein SET enthalten.

Daher lautet die Antwort auf die Aufgabe: 17.

12
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Ilustration: Ivana Martié¢

3 Farbenfrohe Weihnachten
Autor: Hajo Broersma

Projekt: 4TU.AMI

Aufgabe

Der Maler-EIf Mondrian hat eine rechteckige Weihnachtskarte entworfen, wie in Abbildung 6
dargestellt wird. Die Fliche der Grofle 8 x 12 ist in folgende Bereiche unterteilt: 72 Einheits-
quadrate (1 x 1), drei 2 x 2 Quadrate und sechs 1 x 2 Rechtecke.

Abbildung 6: Die unbemalte Weihnachtskarte.

Mondrian bittet drei Feen, die verschiedenen Bereiche der Karte mit Rot, Gelb und Blau zu
bemalen. Jeder Bereich - egal ob (1 x 1) Einheitsquadrat, 2 x 2 Quadrat oder 1 x 2 Rechteck

13
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- soll mit genau einer der drei Farben eingefirbt werden.
Die fertige Farbung ist nur dann zuldssig, wenn an keiner Stelle zwei Felder der gleichen
Farbe eine gemeinsame Kante besitzen, wihrend sie sich aber an einer Ecke beriihren diirfen.
Abbildung 7 verdeutlicht diese Regel an zwei Beispielen.

Abbildung 7: Die (ausschnittsweise) Farbung auf der linken Seite ist nicht zuldssig, die auf
der rechten Seite ist zulédssig.

Es sind viele unterschiedliche zuléssige Farbungen moglich. Mondrian hat eine besondere
Vorliebe fiir die Farbe Rot, da sie ihn an den Anzug des Weihnachtsmanns erinnert. Daher
mochte er zunéchst wissen, ob eine zuldssige Farbung existiert, bei der genau die Hélfte der
72 Einheitsquadrate rot bemalt wird.

AuBlerdem interessiert ihn, was die grofitmogliche Fliche ist, die man bei einer zuldssigen
Férbung rot bemalen kann. Dabei hat jedes Einheitsquadrat die Fléiche 1, jedes 2 x 2 Quadrat
die Flache 4 und jedes 1 x 2 Rechteck die Flache 2.

Die Feen miissen nun also die folgenden beiden Fragen beantworten:

e Frage 1: Gibt es eine zulissige Farbung, bei der genau 36 Einheitsquadrate rot bemalt
werden?

o Frage 2: Was ist die groBtmogliche Fliche, die bei einer zuldssigen Farbung rot bemalt
werden kann?

(Anwortmaoglichkeiten auf ndchster Seite.)

14
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Aufgabe 3

Antwortmoglichkeiten:

1.

10.

Die korrekte Antwort auf Frage 1 ist
zuléssigen Farbung ist 39.

. Die korrekte Antwort auf Frage 1 ist

zuléssigen Farbung ist 40.

. Die korrekte Antwort auf Frage 1 ist

zuldssigen Farbung ist 41.

. Die korrekte Antwort auf Frage 1 ist

zuldssigen Farbung ist 42.

. Die korrekte Antwort auf Frage 1 ist

zuléssigen Farbung ist 43.

Farbung ist 39.

NEIN; die

NEIN; die

NEIN; die

NEIN; die

NEIN; die

groBtmogliche

groBtmogliche

grofftmogliche

groBtmogliche

groBtmogliche

rote

rote

rote

rote

rote

Flache i

Flache

Flache

Flache

Flache

m

in

n

n

n

einer

einer

einer

einer

einer

. Die korrekte Antwort auf Frage 1 ist JA; die grofitmogliche rote Fliache in einer zuléssigen

Die korrekte Antwort auf Frage 1 ist JA; die grofitmogliche rote Fliache in einer zuléssigen

Farbung ist 40.

Farbung ist 41.

Farbung ist 42.

. Die korrekte Antwort auf Frage 1 ist JA; die grofitmogliche rote Fliache in einer zuldssigen

. Die korrekte Antwort auf Frage 1 ist JA; die grofitmogliche rote Fliache in einer zuldssigen

Die korrekte Antwort auf Frage 1 ist JA; die grofitmogliche rote Fliache in einer zuléssigen

Farbung ist 43.

15
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 8.

Der einfachere Teil der Aufgabe ist es, Frage 1 zu beantworten. Es ist moglich, eine zuldssige
Férbung zu finden, in der 36 Einheitsquadrate rot eingefiarbt sind.

Dafiir starten wir in der linken oberen Ecke und fiarben das dortige Einheitsquadrat rot. Nun
nehmen wir zunéchst die Hilfsfarbe schwarz und farben jedes Einheitsquadrat, das eine Seite
mit dem gefirbten Quadrat teilt. Danach firben wir wieder jedes Einheitsquadrat, das eine
Seite mit den schwarz gefiarbten Einheitsquadraten teilt, rot ein. Diese Vorgehensweise wird
iterativ auf die gesamte Karte angewendet, sodass am Ende eine Hilfte der Einheitsquadrate
rot und die andere schwarz eingefirbt ist. Nun farben wir alle 2 x 2 Quadrate gelb und in
allen Paaren von 1 x 2 Rechtecken ein Rechteck gelb und das andere blau.

Nun koénnen wir diese Farbung zuléssig vervollstdndigen, indem wir die schwarz gefarbten
Einheitsquadrate nach und nach gelb beziehungsweise blau farben. Dabei firben wir schwarze
Quadrate, die eine Kante mit einem blauen und roten Bereich (egal ob 1 x 1, 1 x 2 oder 2 x 2)
teilen, gelb und analog Quadrate, die eine Seite mit einem gelben und roten Bereich teilen,
blau.

Schlussendlich kénnen wir die verbliebenen schwarzen Einheitsquadrate blau farben. Abbil-
dung 8 zeigt ein Beispiel fiir eine zulissige Féarbung mit 36 roten Einheitsquadraten.

Abbildung 8: Ein Beispiel fiir eine zulissige Férbung mit 36 roten Einheitsquadraten.

Nun bleibt zu zeigen, dass die grofite mogliche rote Fliche in einer zuldssigen Farbung 41 ist.

Dafiir teilen wir die Karte in sechs quadratische Gebiete der Gréfle 4 x 4 ein. Wir betrachten
zuerst ein Gebiet mit einem 2 x 2 Quadrat und den 12 benachbarten Einheitsquadraten wie
oben in Abbildung 7 dargestellt.

Angenommen, wir farben das 2 x 2 Quadrat nicht rot, dann kénnen wir maximal 6 der
umliegenden 12 Einheitsquadrate rot firben und erhalten eine Flédche von 6. Wenn wir aber
das 2 x 2 Quadrat rot farben, ist es moglich, die vier Einheitsquadrate an den Ecken rot zu
farben, wodurch sich eine maximale Flidche von 8 ergibt.

Weiterhin betrachten wir ein Gebiet, das ein Paar von 1 x 2 Rechtecken samt den umliegenden
12 Einheitsquadraten enthélt. Wenn wir keins der 1 x 2 Rechtecke rot farben, kénnen wir eine
maximale Fldche von 6 erhalten, wenn wir die benachbarten Einheitsquadrate zuléssig rot
farben. In dem Fall, dass eines der 1 x 2 Rechtecke rot gefirbt wird, ist eine rote Fliche von 7
moglich, indem wir alle benachbarten Einheitsquadrate, die keine Seite mit dem rot gefiarbten

16
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Rechteck teilen, auch rot firben.

Mit dieser Analyse erhalten wir die obere Schranke 15 fiir die maximale rote Fliche, die von
der linken 8 x 4 Fliche (den beiden oben betrachteten Gebieten) beigesteuert wird. Ange-
nommen, die beiden Gebiete haben tatséchlich eine rote Flidche von 8 beziehungsweise 7, wie
oben geschildert. Wir kénnen leicht feststellen, dass es nicht moglich ist, die beiden oben be-
nannten Muster zu einer zulédssigen Farbung zu kombinieren, da wir stets benachbarte rote
Einheitsquadrate erhalten. Es folgt also, dass die maximale rote Fliche, die von der linken
8 x 4 Fliche beigesteuert werden kann, 14 ist. Ein Beispiel dafiir findet sich in Abbildung 9.

Abbildung 9: Zwei Beispiele fiir eine Teilfirbung der linken 8 x 4 Fliche, in der die rote Fliache
genau 14 ausmacht (im linken Beispiel tragen die obere und die untere Hélfte 8 bzw. 6 bei,
im linken Beispiel 7 bzw. 7).

Dementsprechend kann die rote Fléche, die von der mittleren und auch von der rechten 8 x 4
Fldche beigetragen wird, auch jeweils maximal 14 sein. Die grofitmogliche rote Fliche in einer
zulédssigen Féarbung wére demnach 3 - 14 = 42. Der letzte Schritt ist zu zeigen, dass eine rote
Fléche von 42 in einer zuléssigen Farbung nicht moglich ist - lediglich eine rote Fléiche von
41.

Angenommen, wir haben eine zulédssige Farbung mit einer roten Gesamtfliche von 42. Es
muss nach obiger Analyse jede 8 x 4 Flidche (links, mittig, rechts) eine rote Flidche von 14
beitragen, die sich aus 7+ 7 oder 8 + 6 von dem oberen und unteren Gebiet zusammensetzt.
Ein geeigneter Weg, einen Widerspruch zu erzielen, ist zunéchst anzunehmen, dass die mittlere
8 x 4 Flédche einen roten Beitrag von 7 + 7 leistet. Dann kann man mit der Symmetrie und
der erzwungenen Farbung des mittleren oberen Gebiets folgern, dass entweder das linke obere
oder das rechte obere Gebiet maximal eine rote Fliache von 6 beisteuern kann. Allerdings wiire
fiir eine rote Gesamtfliche von 42 notig, dass beide Gebiete mindestens eine rote Flidche von
7 beisteuern.

Es folgt also, dass die mittlere 8 x 4 Fliache notwendigerweise 6 4+ 8 an roter Flidche beisteuern
muss. Wieder gilt nach Symmetrie und Betrachten aller moglichen Farbungen des oberen
mittleren Gebietes, dass entweder das obere linke oder das obere rechte Gebiet hichstens eine
rote Flache von 7 haben kénnen.

Angenommen es ist in diesem Fall das rechte obere Gebiet, welches eine rote Fldche von
genau 7 beitragt, da mindestens eine Flidche von 7 nétig ist, um die rote Gesamtfliche von 42
zu erreichen. Nun miissen die Einheitsquadrate in den beiden unteren Ecken rot sein, da die
Farbung des mittleren oberen Gebiets das erzwingt. Dasselbe gilt fiir die beiden rechten Ecken
des unteren mittleren Gebiets, da dieses nach Annahme eine rote Fliche von 8 beisteuert. Es
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folgt nun, dass das untere rechte Gebiet hochstens eine rote Fliche von 6 beisteuern kann,
was im Widerspruch dazu steht, dass dieses Gebiet eine Flidche von 7 beitragen miisste, um
42 als Gesamtflache zu erreichen.

Folglich gilt, dass eine rote Gesamtfliche von 42 nicht moglich ist.

Allerdings lasst sich mit der obigen Argumentation leicht zeigen, dass eine rote Fliche von 41
moglich ist. Beginne dafiir mit 6 4 8 fiir die mittlere 8 x 4 Flache, auflerdem 8 + 6 fiir die linke
und 7 + 6 fiir die rechte 8 x 4 Fliche, so erhélt man die Farbung aus Abbildung 10, die sich
einfach zu einer zulissigen Farbung, siehe Abbildung 11, vervollstdndigen lisst, indem man
blau und gelb fiir die bisher nicht gefirbten Fldchen verwendet.

Abbildung 10: Eine unvollstéindige zuldssige Farbung mit einer roten Gesamtfliche von 41.

Abbildung 11: Ein Beispiel fiir eine zuldssige Farbung mit der maximalen roten Gesamtfliche
von 41.
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Ilustration: Ivana Martié¢

4 Weihnachtsplatzchen ausstechen - alle Jahre wieder

Autor:  Pim van 't Hof (Universitit Twente)
Projekt: 4TU.AMI

Aufgabe

Die Elfen Pi und Pie sind wieder am Werk: Genau wie letztes Jahr backen sie perfekt runde
Weihnachtsplatzchen. Zu diesem Zweck haben sie gestern ein grofies, kreisrundes Stiick Teig
vorbereitet und dieses {iber Nacht zum Ruhen in den Kiihlschrank gelegt. Als sie heute Morgen
den Kiihlschrank offneten, stellten sie jedoch erschrocken fest, dass ein grofles, kreisrundes
Stiick herausgeschnitten wurde. (Sie vermuten, dass die Elfe Pastry das Stiick entwendet hat,
um es als Boden fiir ihren alljihrlichen Weihnachtskuchen zu verwenden.)

B

A

Abbildung 12: Das Stiick Teig, das Pi und Pie heute Morgen im Kiihlschrank vorfanden.
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Abbildung 12 zeigt den Teig, so wie er heute Morgen von Pi und Pie im Kiihlschrank vorgefun-
den wurde. Die Begrenzungen des urspriinglichen Teig- stiicks und des groflen kreisférmigen
Lochs bilden konzentrische Kreise, d.h. sie haben einen gemeinsamen Mittelpunkt aber un-
terschiedliche Radien. Die Strecke AB ist eine Sehne des groflen Kreises, die tangential zur
Begrenzung des kreisférmigen Lochs verlduft. Die Lange von AB betriagt 36 cm.

Da die Elfen Pi und Pie an ihrem Ideal perfekt runder Platzchen festhalten wollen, aber nur
zwei relativ grofle kreisrunde Plétzchenausstecher zur Verfiigung haben, beschlieflen sie, den
vorgefundenen Teig zu einer Kugel zu kneten und ihn erneut kreisrund auszurollen. Hierbei soll
das neu ausgerollte Teigstiick den gleichen Flidcheninhalt besitzen wie das heute Morgen im
Kiihlschrank vorgefundene. Aus diesem kreisrunden Teigstiick stechen sie nun drei Plédtzchen
aus: ein grofles und zwei kleinere. Abbildung 13 zeigt den iibrig gebliebenen Teig, nachdem die
drei Plétzchen in den Ofen gelegt wurden. Die Begrenzung des groflen Lochs verlduft durch den
Mittelpunkt des kreisrunden Teigstiicks und beriithrt dessen Begrenzung. Die Begrenzungen
der zwei (kongruenten) kleineren Locher beriihren sich gegenseitig, die Begrenzung des groflen
Lochs und die Begrenzung des kreisrunden Teigstiicks.

Abbildung 13: Der iibrig gebliebene Teig ist in Gelb dargestellt. Die weilen Kreise re-
prasentieren die Locher.

Wie grof} ist die Fliche des iibrig gebliebenen Teigs, nachdem die drei perfekt runden Plétzchen
ausgestochen wurden?

(Antwortméglichkeiten auf ndchster Seite.)
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Antwortmoglichkeiten:

1. 1127 cm?
2. 1157 cm?
3. 1187 cm?
4. 1207 cm?
5. 1257 cm?
6. 1287 cm?
7. 1307 cm?
8. 1327 cm?
9. 136 cm?

10. Die in der Aufgabenstellung gegebenen Informationen sind nicht ausreichend, um die
Flache des iibrig gebliebenen Teigs berechnen zu kénnen.
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 2.

Zunichst bestimmen wir die Fliache des kreisférmigen Teigstiicks, aus dem die Elfen Pi und
Pie die drei Kekse ausstechen. Diese ist gleich der Flache des Teigstiicks, das sie heute Morgen
im Kiihlschrank gefunden haben (siche Abbildung 12). Seien r bzw. R die Radien des inneren
bzw. duleren Kreises in Abbildung 12. Dann ist die Flache X des Teigstiicks gegeben durch

X =7R* — 72, (1)

Sei nun O der Mittelpunkt der beiden konzentrischen Kreise und M der Punkt, an dem die
Sehne AB den inneren Kreis beriihrt, sieche Abbildung 14.

B

A

Abbildung 14: Der Flicheninhalt des gelben Teigstiicks betrigt 324w cm?.

Da die beiden Kreise konzentrisch sind und die Strecke AB Tangente des inneren Kreises ist,
gilt AM = BM = 18 und OM ist senkrecht zu AB. Mit dem Satz des Pythagoras erhalten
wir

R? = (0A)? = (OM)? + (AM)? = r* +18% = r* 4 324. (2)
Durch Kombination der Gleichungen (1) und (2) erhalten wir fiir die Flache X des Teigstiicks

X = 324r.

Nun bestimmen wir, wie viel von dieser Fliche nach dem Ausstechen der drei Kekse iibrig
bleibt. Ausgehend von der Fliche X konnen wir den Radius berechnen, den das kreisformige
Teigstiick, aus dem die Kekse ausgestochen werden, hat. Der Radius betrdgt 18. Da der Rand
der grofiten Ausstanzung durch den Mittelpunkt dieses Kreises verlduft und dessen Rand
beriihrt, hat das grofle Loch den Radius 9. Es bleibt zu zeigen, dass die beiden kleineren
Locher den Radius 8 besitzen, da sich daraus ergibt, dass die verbleibende Fléche

324w — 81m — 2 - 647 = 1157

betrégt.

Der Nachweis, dass die kleinen Locher den Radius 8 haben, kann auf verschiedene Weise
erfolgen. Wir geben einen Beweis an, der lediglich den Satz des Pythagoras sowie die Tatsa-
che verwendet, dass bei zwei sich beriihrenden Kreisen die Mittelpunkte der Kreise und der
Berithrpunkt auf einer Geraden liegen.
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Abbildung 15: Die rechte Hélfte des verbleibenden Teigstiicks.

Wir betrachten die rechte Hélfte des verbleibenden Teigstiicks; sieche Abbildung 15. Seien C|
D und E die Mittelpunkte des kreisférmigen Teigstiicks, des grolen Lochs bzw. des kleinen
Lochs unten rechts. Seien F' und G die Punkte, an denen der Rand des kleinen Lochs den Rand
des Teigstiicks bzw. den Durchmesser des Teigstiicks beriihrt. Schlieflich sei H der Punkt, an
dem C'FE den Rand des kleinen Lochs schneidet.

Da C und E die Mittelpunkte zweier Kreise sind, die sich im Punkt F' beriihren, liegen
die Punkte C'; F und F auf einer Geraden. Da C'F' ein Radius des dufleren Kreises ist, gilt
CF = 18. Da EF und EH Radien des kleinen Lochs sind, folgt CH = 18 — 2z, wobei x der
Radius des kleinen Lochs ist.

Betrachten wir nun das Dreieck CEG. Nach dem Satz des Pythagoras gilt

(CG)* = (CE)? - (EG)? = (18 — 2z) + )* — 2* = 324 — 36z, (3)
Wenden wir den Satz des Pythagoras auf das Dreieck DEG an, so erhalten wir
(DG)? = (DE)? — (BG)? = (9 + 2)? — 2 = 81 + 18z (4)

Durch Kombination der Gleichungen (3) und (4) sowie der Tatsache, dass DG = 9+ CG gilt,

erhalten wir
V81l + 18x =9 + /324 — 36x.

Losen wir diese Gleichung nach x auf, so erhalten wir z = 8. Damit ist der Beweis abgeschlos-
sen.
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Illustration: Julia Nurit Schénnagel

5 Sportliche Mittagspause

Autor: Thomas Nowotka (MATH+)

Aufgabe

Auch am Nordpol hat man mittlerweile erkannt, dass sportliche Aktivitit duflerst forderlich
fiir Wohlbefinden und Konzentration ist. Daher ist es verpflichtend fiir alle Mitarbeitenden
der Weihnachtsmannwerkstatt, in der Mittagspause an einem gemeinsamen Bewegungsspiel
teilzunehmen.

Heute ist Oberelf Alvie fiir die Organisation der Pause zusténdig. Er stellt sich mit allen
Elfen, die heute Schicht haben, in einem Kreis auf. Zu Beginn des Spiels hilt Alvie einen
magischen Ball aus Sternenstaub in der Hand. Dieser wird nun in mehreren Runden hin- und
hergeworfen, und zwar nach festen Regeln:

1. Die k-te Runde beginnt, indem Alvie den Ball dem k-ten Kollegen links von ihm zuspielt.

2. In der k-ten Runde wirft jeder Elf den Ball, nachdem er ihn bekommen hat, dem k-ten
Elfen links von ihm zu.

3. Eine Runde endet, sobald der Ball wieder zu Alvie zuriickgekehrt ist.

Abbildung 16 zeigt beispielhaft, wie die zweite und dritte Runde ablaufen, wenn 8 Elfen auf
Arbeit sind.

Alvie mochte jedem Elfen den Ball genau einmal zuspielen, d.h. es werden so viele Runden
gespielt, wie Elfen abziiglich Alvie anwesend sind. Da die Elfen einen starken Gerechtigkeits-
sinn haben, jubeln sie am Ende einer Runde, wenn in dieser jeder Elf den Ball werfen durfte.

24




MATH+ Adventskalender 2025 Aufgabe 5

Abbildung 16 zeigt beispielhaft, wie die dritte Runde ablduft, wenn 8 Elfen auf Arbeit sind.
Man sieht, dass jeder Elf den Ball einmal werfen darf, d.h. am Ende der Runde wird gejubelt.

Abbildung 16: Die dritte und die zweite Runde, wenn 8 Elfen (Kreise) auf Arbeit sind. Wiirfe
sind als Pfeile dargestellt. Alvie ist blau eingefarbt.

Als Alvie am Ende des Tages einen Bericht fiir den Weihnachtsmann schreiben muss, fallt
ihm auf, dass er nicht mehr genau weifl, wie viele Elfen inklusive ihm heute in der Werkstatt
gearbeitet haben.

Durch intensives Nachdenken kann er vieles ausschliefen und die Moglichkeiten auf zehn
Zahlen einschrinken (siehe Antwortmoglichkeiten). Aufierdem fillt ihm noch ein, dass in der
heutigen Mittagspause 80 mal gejubelt wurde.

Kannst du Alvie sagen, wie viele Elfen (inkl. ihm) heute auf der Arbeit gewesen sind?

Bemerkung: Man kann zeigen, dass der Ball in jeder Runde des Spiels nach endlich vielen
Wiirfen zu Alvie zuriickkehrt. Davon darf in dieser Aufgabe ausgegangen werden.

Hinweis: Jede positive ganze Zahl grofler als eins lésst sich eindeutig als Produkt aus Prim-
zahlen beschreiben (eindeutig bis auf die Reihenfolge der Faktoren in dem Produkt). Dieses
Produkt nennt man Primfaktorzerlegung und kann bei der Losung dieser Aufgabe hilfreich
sein.
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Aufgabe 5

Antwortmoglichkeiten:

1.
2.
3.

4.

10.

148
151
152

157

. 164

. 166

173

. 179

. 181

184
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 5.

Sei n die Anzahl der Elfen, die heute auf der Arbeit waren.
Dann wurden in der heutigen Mittagspause n — 1 Runden gespielt.

Wir iiberlegen uns nun, dass in der k-ten Runde genau dann gejubelt wird, wenn £ und n
teilerfremd sind.

Dazu nehmen wir zunédchst an, dass k und n nicht teilerfremd sind und zeigen, dass in diesem
Fall nach Runde k nicht gejubelt wird.

Nach der Definition von Teilerfremdheit gibt es einen gemeinsamen Teiler d > 1. Nun fiarben
wir bei Alvie beginnend im Uhrzeigersinn jeden d-ten Elfen rot ein, bis wir wieder bei Alvie
ankommen. Wegen d | n sind dann % Elfen rot.! Dies sind wegen d > 1 nicht alle, d.h. es gibt
Elfen, die nicht eingeféirbt wurden (sieche Abb. 17).

Wird von Alvie aus der Ball in Runde & entsprechend Regel 2 geworfen, landet er wegen d | k
stets nur bei rot eingefarbten Elfen. Dies bedeutet, dass in dieser Runde nicht jeder Elf den
Ball werfen darf und daher nicht gejubelt wird.

Abbildung 17: Runde k = 6, wenn n = 8 Elfen (Kreise) auf der Arbeit sind. Wiirfe sind
als Pfeile dargestellt. Von Alvie (blau) aus ist entgegen dem Uhrzeigersinn jeder 2-te Elf rot
eingeférbt.

Nun betrachten wir den Fall, dass & und n teilerfremd sind und zeigen, dass in diesem Fall
nach Runde k gejubelt wird. Dazu fithren wir folgende Bezeichnung ein: Fiir eine positive
ganze Zahl [ sagen wir, dass der Ball [ Elfen passiert hat, wenn ein Elf den Ball dem [-ten

Yd | n (,,d teilt n“) bedeutet, dass d ein Teiler von n ist.
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Elfen links von ihm zuspielt.

Fiir jede positive ganze Zahl m gilt: Der Ball ist in der k-ten Runde genau dann nach m
Wiirfen wieder bei Alvie, wenn er durch die m Wiirfe, Regel 2 befolgend, ein- oder mehrmals
den kompletten Kreis aus n Elfen passiert hat, d.h. wenn n | k- m gilt. Dies ist wegen der
Teilerfremdheit von n und k genau dann der Fall, wenn n | m gilt: Schreibt man némlich
kTm als Bruch, so lassen sich gemeinsame Faktoren von km und n kiirzen. Weil k£ und n aber
teilerfremd sind, ldsst sich nur zwischen m und n kiirzen. Die Aussage n | k - m bedeutet,
dass der Bruch so gekiirzt werden kann, dass im Nenner eine 1 steht. Da nur mit m gekiirzt
werden kann, folgt also, dass das genau dann moglich ist, wenn n | m gilt. Folglich ist der

Ball erstmals nach n Wiirfen wieder bei Alvie, d.h. die Runde umfasst genau n Wiirfe.

Jetzt zeigen wir per Widerspruch, dass keine zwei Wiirfe vom gleichen Elf geworfen werden
konnen. Wére das der Fall, gibe es eine Folge von Wiirfen, die von einem Elf wieder zu sich
selbst fiihrt, ohne dass Alvie den Ball erhilt. Wie wiirde das Spiel weitergehen? Die Situatio-
nen bei dem der Elf das erste und das zweite mal den Ball erhélt fithren zur exakt gleichen
Abfolge an darauffolgenden Wiirfen. Daher wiirde dieser Elf den Ball immer wieder zugespielt
bekommen und der Ball wiirde nie wieder bei Alvie landen, was ein Widerspruch zur Bemer-
kung in der Aufgabenstellung ist.

Da keine zwei der n Wiirfe vom gleichen Elfen durchgefiihrt werden und n Elfen mitspielen,
wirft also jeder Anwesende den Ball einmal und es wird am Ende der Runde gejubelt.

Es wurde heute also so oft gejubelt, wie es positive ganze Zahlen kleiner als n gibt, die teiler-
fremd zu n sind. Diese Anzahl sei mit ¢(n) bezeichnet.
Wir wollen somit die Zahl n aus den Antwortmoglichkeiten ermitteln, fiir die p(n) = 80 gilt.

Ist p eine Primzahl, so ist jede positive ganze Zahl kleiner als p zu p teilerfremd, d.h. wir
erhalten

©(151) = 150 # 80,
o(157) = 156 + 80,
©(173) = 172 +# 80,
©(179) = 178 # 80, und
©(181) = 180 # 80.

Es verbleiben also die Moglichkeiten 148 = 2237, 152 =23 .19, 164 = 2241, 166 = 2 - 83
und 184 = 23 . 23, deren Primfaktorzerlegungen alle von der Form 29 - p mit einer positiven
ganzen Zahl ¢ und einer Primzahl p # 2 sind.

Daher bestimmen wir nun ¢(29p): Eine positive ganze Zahl m kleiner als 29p ist genau dann
nicht teilerfremd zu 29p, wenn m und 29p einen gemeinsamen Teiler besitzen. Das ist genau
dann der Fall, wenn 2 | m oder p | m gilt. Die Begriindung dafiir ist &hnlich wie oben mit
dem Kiirzen von Briichen.

Es gibt 2(171’ —1 = 297 — 1 durch 2 teilbare positive ganze Zahlen kleiner als 29p und
2%p 1 =991 durch p teilbare positive ganze Zahlen kleiner als 29p. Es sind 22(1—” —1=20"11

P
positive ganze Zahlen kleiner als 29p sowohl durch p als auch durch 2 teilbar.

28



MATH+ Adventskalender 2025 Aufgabe 5

Addieren wir nun die ersten beiden Anzahlen und subtrahieren die dritte, um die Dop-
pelzidhlungen zu vermeiden, erhalten wir die Anzahl der positiven ganzen Zahlen kleiner als
29p, die durch 2 oder p teilbar, also nicht teilerfremd zu 29p sind. Diese betréigt

(21 lp 1)+ 29 -1)— (20— 1) =20 p —1 42071,

Ziehen wir diese Anzahl von der Anzahl der positiven ganzen Zahlen kleiner als 29p ab,
erhalten wir ¢(29p). Also ist

p(29p) = (27— 1) = (217 p—1-207) =207 p — 2771 =297 (p — 1),

Daraus folgt

©(148) = (2% -37) = 21 - 36 = 72 # 80,
©(152) = (23 -19) = 22 .18 = 72 # 80,
©(166) = (2! - 83) = 20 . 82 = 82 +# 80,
©(184) = (2% - 23) = 2% . 22 = 88 # 80, und
©(164) = (2% - 41) = 2! - 40 = 80.

Damit sind heute 164 Elfen auf Arbeit gewesen.
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Tlustration: Friederike Hofmann

6 Zufilliges Nikolaus-Haus-Bauen

Autor: Silas Rathke (FU Berlin)

Aufgabe

In der Bar ,,Zum Tropfenden Eiszapfen“ geht der Nikolaus seiner Lieblingsbeschéftigung nach:
Er redet unentwegt iiber sein Haus. Was fiir eine architektonische Meisterleistung es doch
seil In seiner Schlichtheit elegant verbinde es prigende Elemente der Neoromanik mit der
Scheldegotik! Und trotz dieser intellektuellen Glanzleistung weiff noch immer jedes Kind,
wie es aussieht! Voller Stolz prisentiert er schliellich seiner gelangweilten Zuhorerschaft eine
Zeichnung seines so verehrten Hauses (siehe Abb. 18).

Abbildung 18: Das Haus vom Nikolaus bestehend aus fiinf Kreisen und acht Verbindungslinien.

,Und das Beste kommt erst noch!“, lasst er sein unfreiwilliges Publikum wissen. ,, Wenn man
erst einmal die fiinf schwarzen Kreise gemalt hat, kann man alle acht Linien zwischen den
Kreisen zeichnen, ohne den Stift abzusetzen und ohne eine Linie doppelt zu malen!*
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Jetzt wird es dem anwesenden Mathematiker-ElIf Uhur zu bunt und er antwortet mit einem
seiner Lieblingsséitze: ,, Beweise es!“

Der Nikolaus erstarrt. Immerhin hat er in seinem Redeschwall den einen oder anderen Glithwein
getrunken und so féllt ihm nun beim besten Willen nicht mehr ein, wie man sein Haus mit
der oben genannten Regel zeichnen kann. Es bleibt ihm nichts anderes iibrig, als zufillig zu
zeichnen und das Beste zu hoffen.

Er holt einen dicken roten Filzstift aus seinem Sack und beschlieflt, die diinnen schwarzen
Linien in der Zeichnung des Hauses vom Nikolaus mit dem Filzstift nachzuzeichnen.

Dafiir wiihlt er uniform zufllig? einen der fiinf Kreise als Startpunkt und setzt dort seinen
Stift an. Von da an zeichnet er die néichste Linie immer auf die folgende Art: Er schaut sich
an, wo sein Stift gerade ist, schaut welche Linien bei der schwarzen Zeichnung diesen Kreis
als Endpunkt haben und noch nicht nachgezeichnet sind. Von diesen wahlt er uniform zufillig
und unabhéngig von seinen vorherigen Entscheidungen eine aus und zeichnet sie mit dem
Filzstift nach. Das macht er so lange, bis sein Stift einen Punkt erreicht, wo schon alle Linien
rot nachgezeichnet sind.

Es sei p die Wahrscheinlichkeit, dass er dann tatséchlich das vollstdndige Haus des Nikolaus
nachgezeichnet hat. Was ist die 100. Stelle nach dem Komma in der Dezimaldarstellung von

p?

Antwortmaoglichkeiten:

1.1

2. 2

10. 0

2uniform zufillig bedeutet in diesem Fall, dass alle Kreise mit der gleichen Wahrscheinlichkeit gewihlt
werden.
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 9.

A B

Abbildung 19: Das Haus vom Nikolaus mit Kreisen A bis E.

Wenn eine Linie einen Kreis als Endpunkt hat, sagen wir, dass die Linie inzident zu dem Kreis
ist. Der Grad eines Kreises ist die Anzahl seiner inzidenten Kanten. Beim Haus vom Nikolaus
hat der Kreis A zum Beispiel den Grad 3.

Um diese Aufgabe zu 16sen, kénnen wir den Mathematiker-Freund von Uhur zurate ziehen:
Euler. Nach seinem Satz kann man eine Figur wie das Haus vom Nikolaus genau dann zeichnen
ohne den Stift abzusetzen, wenn die Figur zusammenhéngend ist und hochstens zwei Kreise
einen ungeraden Grad haben. Wenn genau zwei Kreise ungeraden Grad haben, dann sind dies
genau die Kreise, wo der Stift anfangen und authéren muss.

Beim Haus vom Nikolaus haben genau A und B ungeraden Grad. Wenn er bei A anfiangt,
dann endet sein Stift nach dem Satz von Euler am Ende bei B. Warum ist das so? Er kann
nicht wieder bei A sein, da immer wenn der Stift bei A ist, eine gerade Anzahl an inzidenten
Linien bereits gezeichnet sind. Es gibt also immer noch mindestens eine Linie, iiber die der
Stift den Punkt A wieder verlassen kann. Immer wenn der Stift bei einem anderen Kreis als
A ist, nennen wir ihn K, hat er bereits eine ungerade Anzahl an zu K inzidenten Linien ge-
zeichnet. Das heifit, der Stift kann am Ende nur beim Kreis B sein, weil nur er eine ungerade
Anzahl an inzidenten Linien hat.

Wenn der Nikolaus am Anfang nicht A oder B auswihlt, dann wird er in keinem Fall das
vollsténdige Haus zeichnen kénnen. Dies passiert mit einer Wahrscheinlichkeit von %

Jetzt miissen wir noch ausrechnen, wie hoch die Wahrscheinlichkeit ist, dass er das vollstdndige
Haus zeichnet, wenn er bei A oder B anfingt. Da das Haus symmetrisch ist, reicht es, wenn
wir uns nur den Fall anschauen, wo er bei A anfingt.

Sei ps die Wahrscheinlichkeit, dass der Nikolaus das vollstdndige Haus zeichnet unter der
Voraussetzung, dass er bei A gestartet ist. Wir werden zunéchst die Gegenwahrscheinlichkeit
DA berechnen, also die Wahrscheinlichkeit, dass der Nikolaus nicht das vollstdndige Haus
zeichnet, obwohl er bei A angefangen hat. Wir wissen bereits, dass seine Zeichnung bei B
aufgehort haben muss. Das bedeutet, dass auch in seiner Zeichnung A und B ungeraden Grad
haben, wihrend C, D und F einen geraden Grad haben. Auflerdem muss B den Grad 3 haben,
da man sonst noch hétte weiterzeichnen kénnen. Schauen wir uns die Linien vom Haus vom
Nikolaus an, die nicht zu B inzident sind:

Um ein Beispiel zu konstruieren, bei dem nicht das ganze Haus gezeichnet wird, miissen wir
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A @B
Abbildung 20: Linien des Hauses vom Nikolaus, die nicht inzident zu B sind.
von diesen Linien welche auswéhlen, die wir in der Zeichnung des Hauses weglassen wollen.

Diese wihlen wir so, dass an jedem Kreis eine gerade Anzahl an inzidenten Linien ausgewihlt
wird. Man sieht schnell, dass dies auf genau drei Arten geht (siehe Abb. 21).

E E E
'y o °

A1®@ @B A@ @3 1@ @B
Abbildung 21: Geschickte Auswahl an Linien aus Abbildung 20.
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Die drei Fille iibersetzen sich zu drei Endzustinden, bei denen nicht das ganze Haus vom
Nikolaus eingezeichnet wird (siehe Abb. 22)

E

E E
® ®

A B A B AQ@—@B

Abbildung 22: Wenn der Nikolaus bei A anfingt, sind das die einzigen Endzustédnde, wo nicht
das ganze Haus gezeichnet wurde.

Jetzt miissen wir nur noch ausrechnen, mit welcher Wahrscheinlichkeit diese Figuren gezeich-
net werden, wenn man bei A anfingt. Das tun wir in der folgenden Tabelle:

‘ Kreis-Reihenfolge ‘ ‘Wahrscheinlichkeit ‘

A7B707A,D,B l%lll 5%4
A,B,D,A,C,B i%ili 5%1
A,C,B,A,D,B ISR IR i
A,C,B,D,A,B O OSSR i
A.D,B,A.C,B 33%1}% i
1 1

A,D,B,C A, B ERE BE T B .
A, B,C,D, B IO L
A.B.D.C.B P1id i
St 3°2°3°3 54

A, B,C,E,D,B %%%1% 1
1 1

A,B,D,E,C,B SO0 DU i

Somit kann man sehen, dass pa = 10 - 5%1 = 2% ist. Damit erhalten wir

2

pA = pA = o7
Die gleiche Erfolgswahrscheinlichkeit hat er, wenn er bei B startet. Da nur die Kreise A und B
von den insgesamt 5 Knoten iiberhaupt zu einem Erfolg des Nikolaus’ fiihren konnen, ergibt

sich die generelle Erfolgswahrscheinlichkeit

2 22_44_03@
5 27 135 ’

D
Die 100. Nachkommerstelle ist also eine 9.

Hoffentlich wird sich der Nikolaus nach dieser komplizierten Rechnerei beim néchsten Mal
zweimal iiberlegen, wen er mit seinem Geschwafel langweilt...
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Alternative Lésung:

In der obigen Losung haben wir bereits festgestellt, dass man das Haus vom Nikolaus nur
vollsténdig zeichnen kann ohne den Stift abzusetzen, wenn man bei A oder B in Abbildung
19 startet.

Es gibt 44 Moglichkeiten, das Haus vom Nikolaus zu zeichnen, wenn man bei A startet. Diese
sind in Abbildung 23 dargestellt.

Wir wollen zunéchst die Wahrscheinlichkeit fiir jede der 44 Moglichkeiten berechnen, das Haus
zu zeichnen, wenn wir bei A starten. Dazu betrachten wir fiir jeden Kreis die Linien, die wir
noch ausgehend davon zeichnen miissen:

e Wenn man bei A startet, wiahlt man eine der drei inzidenten Linien mit Wahrschein-
lichkeit % zum Nachzeichnen aus. Wenn man das Haus weiterzeichnet, ohne den Stift
abzusetzen, gelangt man iiber eine der verbleibenden zwei inzidenten Linien irgendwann
wieder bei A. Jetzt bleibt nur noch eine Linie, die man mit Wahrscheinlichkeit 1 wéhlt
um weiterzuzeichnen.

e Kreis B wird im Verlauf der Zeichnung zun#chst iiber eine inzidente Linie erreicht. Dann
wird mit Wahrscheinlichkeit % eine der beiden verbleibenden inzidenten Linien gewéhlt
um weiterzuzeichnen.

e Kreis C wird im Verlauf der Zeichnung zunéchst iiber eine inzidente Linie erreicht. Dann
wird mit Wahrscheinlichkeit % eine der drei verbleibenden inzidenten Linien gew#hlt.
Spéter wird C' nochmals iiber eine inzidente Linie erreicht und schlieflich wihlt man

mit Wahrscheinlichkeit 1 die letzte verbleibende inzidente Linie um C' zu verlassen.

e Bei Kreis D wird wie beim Fall fiir Kreis C eine Linie mit Wahrscheinlichkeit % gewahlt
und eine weitere mit Wahrscheinlichkeit 1, um die ausgehenden Linien von D zu zeich-
nen.

o Kreis F wird iiber eine inzidente Linie erreicht. Dann verbleibt nur noch eine weitere
inzidente Linie um FE zu verlassen, die mit Wahrscheinlichkeit 1 genommen wird.

Man erhilt jede der 44 Zeichnungen aus Abbildung 23 mit folgender Wahrscheinlichkeit:

1
1 12011 = —
3 54
~—~— ~— = = =

ausgehend von A, von B, von C, von D, von E

W
N | =
[GURIE

Da das Haus symmetrisch ist, gibt es auch 44 Moglichkeiten das Haus zu zeichnen, wenn wir
bei B starten.

Wir starten unsere Zeichnung mit einer Wahrscheinlichkeit von % bei A oder B. Somit ist die
gesuchte Wahrscheinlichkeit:

2 1 ]
—2.88. — =0,3%59.
P=3 54
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Abbildung 23: Die 44 Moglichkeiten, das Haus vom Nikolaus einzuzeichnen, wenn man unten

links anfangt zu zeichnen.
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Ilustration: Ivana Martié¢

7 Das Einpackraum-Ritsel

Autor: Nikola Sadovek

Aufgabe

Im Einpackraum des Weihnachtsmanns haben die Wichtel alle Hénde voll zu tun, um die letz-
ten Geschenke rechtzeitig vor dem Heiligabend fertig zu verpacken. Doch es gibt ein Problem
— die Geschenkpapiermaschine ist kaputt!

Anstatt alle moglichen Formen an Geschenkpapier zurechtzuschneiden, kann die Maschine das
Papier nur in fiinf besondere Formen schneiden (sieche Abbildung 24). Jede Form besteht
aus sogenannten identischen Einheits- Wichtelquadraten (alle kleinen Quadrate haben exakt
die gleiche GroBe), und die Maschine kann sie weder drehen noch spiegeln — jedes Stiick
muss genauso verwendet werden, wie es in der Abbildung 24 gezeigt ist.

HEEEN [ 1] L

Abbildung 24: Die fiinf besonderen Formen.
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Zum Gliick kann jedes dieser Stiicke noch zum Einpacken fiir einige Geschenke benutzt werden:

e Langer Streifen - wird zum Verpacken von Spielzeugziigen verwendet.

L-Form - passt um Schachteln mit Ecken.

Kleine Stufenform - bedeckt gestapelte Biicher.
Wasserpistole - fiir die Wasserpistolen in den Geschenkkartons.

Gerade Siule - fiir Zuckerstangen.

Die Wichtel miissen nun einige rechteckige Stiicke der Gréfle m x n mit der Maschine
zurechtschneiden, wobei m, n > 1. Dabei entspricht m der Anzahl der Zeilen und n der Anzahl
der Spalten des jeweiligen rechteckigen Stiicks.
Sie wollen herausfinden, fiir welches Paar (m,n), das in den Antwort- moglichkeiten auf-
gefiithrt ist, sie das gesamte Rechteck ausschlieflich mit diesen fiinf Formen auffiillen
konnen — ohne, dass ein Rest iibrig bleibt. Kannst du ihnen helfen und das passende
Paar bestimmen?

Antwortmoglichkeiten:

1

2.

3.

10.

. m = 2021, n = 2024.

. m = 2022, n = 2028.
. m = 2023, n = 2024.

. m = 2023, n = 2027.

. m = 2024, n = 2027.

. m = 2024, n = 2029.

m = 2021, n = 2029.

m = 2022, n = 2026.

m = 2024, n = 2026.

Keine der anderen Antworten ist richtig.
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 10.

Wir zeigen, dass die Losungen genau die Paare (m,n) sind, fiir die 5 das Produkt mn teilt.
Zunichst zeigen wir, dass wir, falls 5 | mn, das Rechteck der Dimension m x n ausschlielich
mit langen Streifen oder nur mit geraden Spalten fiillen kénnen.

Ist ndmlich 5 | mn, so muss 5 entweder m oder n teilen. Um dies zu sehen, betrachten wir die
folgenden zwei Fille:

1. 5| m: In diesem Fall ist die Aussage offensichtlich richtig.

2. 5 + m: In diesem Fall haben m und 5 keine gemeinsamen positiven Teiler aufer 1.
Dennoch kann der Bruch “¢* zu einer ganzen Zahl gekiirzt werden. Da m und 5 nicht
gekiirzt werden konnen, miissen n und 5 kiirzbar sein. Also gilt 5 | n, und die Aussage
ist bewiesen.

Ist Fall 1 erfiillt, kénnen wir jede Spalte mit m /5 geraden Spalten fiillen und damit das gesamte
Rechteck ausfiillen. Analog dazu kénnen wir im zweiten Fall jede Zeile mit n/5 langen Streifen
fiillen und so das gesamte Rechteck ausfiillen.

Nun zeigen wir, dass, wenn ein m X n-Rechteck ausschliellich mit den fiinf gegebenen Formen
ausgefiillt werden kann, dann 5 | mn gilt. Dazu zerlegen wir das Rechteck in mn gleich grofie
Quadrate. Anschlieflend weisen wir den Quadraten gemifl Abbildung 2 Werte zu. Dabei erhilt
das Quadrat unten links die Koordinaten (1, 1) und das Quadrat oben rechts die Koordinaten
(m,n). Der Wert eines Quadrats mit beliebigen Koordinaten (i, 7) ist gegeben durch

277 (mod 31).

Dabei bezeichnet die Operation ,mod 31“ den Rest der Division von 2*J durch 31.
Betrachten wir nun eine der vier Formen, die jeweils fiinf Quadrate {iberdecken. Sie {iberdecken
stets fiinf Quadrate mit unterschiedlichen Werten. Dies lisst sich leicht von Hand iiberpriifen,
da es aufgrund der Periodizitdt der Werte nur wenige Félle zu betrachten gibt. Somit ist die
Summe dieser Werte stets 31.

Fiir die Form, die acht Quadrate iiberdeckt, ist die Situation etwas anders. Auch hier ergibt
die Summe der Werte der iiberdeckten Quadrate stets ein Vielfaches von 31. Dies lésst sich
ebenfalls leicht durch Betrachtung aller méglichen Fille zeigen.

Damit ist gezeigt, dass die Summe der Werte der von jeder der gegebenen Formen iiberdeckten
Quadrate immer durch 31 teilbar ist. Folglich ist bei einer vollstédndigen Pflasterung eines
m X n-Rechtecks die Summe aller Werte durch 31 teilbar. Dies verwenden wir nun, um unsere
Behauptung zu beweisen.

Da die Summe der Zahlen 1, 2,4, 8,16 gleich 31 ist und somit durch 31 teilbar ist, konnen wir
folgern, dass die Summe der Werte von fiinf aufeinanderfolgenden Spalten durch 31 teilbar
ist, da die Zahlen 1, 2,4, 8,16 genau einmal in jeder Zeile auftreten.

Analog dazu ist auch die Summe der Werte von fiinf aufeinanderfolgenden Zeilen durch 31
teilbar.

Auf diese Weise konnen wir die Grofle des Rechtecks schrittweise reduzieren, indem wir
zunéchst jeweils fiinf aufeinanderfolgende Spalten entfernen und anschliefend jeweils fiinf
aufeinanderfolgende Zeilen entfernen, ohne dabei den Rest der Summe aller verbleibenden
Werte modulo 31 zu verédndern (sieche Abbildung 3).
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6124|8116 1] 2

Abbildung 25: Zuordnung von Werten zu den Quadraten des Rechtecks. Die Zahlen 1, 2,4, 8,16
wiederholen sich periodisch.

Das reduzierte Rechteck hat die Dimensionen k x [ mit k,[ < 5. Wenn wir zeigen kénnen, dass
entweder k = 0 oder | = 0 gilt, so folgt daraus — da wir ein Vielfaches von fiinf Zeilen und
ein Vielfaches von fiinf Spalten entfernt haben —, dass die urspriingliche Anzahl der Zeilen
oder Spalten durch 5 teilbar sein muss, womit die Behauptung bewiesen ist.

Uberpriifung der Fille:

1. k=1 oder [ = 1: Dieser Fall entspricht einem Rechteck mit genau einer Zeile oder einer
Spalte, die hochstens vier Quadrate enthélt. Die Werte in diesen Quadraten miissen alle
verschieden sein, und mindestens ein Wert fehlt. Daher ist die Summe dieser Werte
kleiner als 31. Die einzige Moglichkeit, dass das Rechteck eine durch 31 teilbare Summe
besitzt, ist, dass die Summe gleich 0 ist, also k = 0 oder [ = 0.

2. k =1 = 2: Nach der Konstruktion gibt es im Wesentlichen drei Moglichkeiten, von denen
keine zu einer durch 31 teilbaren Summe fiihrt. Somit kann dieser Fall ausgeschlossen
werden. Abbildung 4 illustriert dies.

3. k=2,1=3 (oder k = 3, = 2): Dieser Fall kann ausgeschlossen werden, indem man
das 2 x 3-Rechteck zu einem 2 x 5-Rechteck erweitert. Nach den vorherigen Argumenten
teilt 31 die Summe der Werte des 2 x 5-Rechtecks.

Ware die Summe der Werte des 2 x 3-Rechtecks durch 31 teilbar, so miisste auch die
Summe der Werte des verbleibenden 2 x 2-Rechtecks durch 31 teilbar sein, was im
Widerspruch zum vorherigen Fall steht. Daher kann auch dieser Fall ausgeschlossen
werden. (Analog kénnen wir den Fall £ = 3, [ = 2 ausschlieflen.)

4. Alle iibrigen Fille: Das obige Argument lésst sich allgemeiner anwenden: Indem man
ein k x [-Rechteck entweder zu einem (5 — k) X [- oder zu einem k x (5 —[)-Rechteck erweitert,
erhalten wir ein Rechteck, dessen Summe der Werte durch 31 teilbar ist. Somit ist auch die
Summe der Werte des k x [-Rechtecks durch 31 teilbar, genau dann, wenn die Summe der
Werte des (5 — k) x [-Rechtecks und die Summe der Werte des k x (5 — [)-Rechtecks durch 31
teilbar sind.

Auf diese Weise kénnen wir alle iibrigen Félle auf die zuvor betrachteten Fille zuriickfithren.
Durch die Uberpriifung aller Fille folgern wir, dass entweder k = 0 oder | = 0 gilt, womit der
Beweis abgeschlossen ist.
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Abbildung 26: Reduktion der Dimensionen des Rechtecks. Zunéchst werden alle Folgen von
fiinf aufeinanderfolgenden Spalten (blau) entfernt. Anschliefend werden alle Folgen von fiinf
aufeinanderfolgenden Zeilen (rot) entfernt.

20 | 4x 16 1 1 2

z 2z 8 16 16 1

Abbildung 27: Die Summe der Werte ist in jedem Fall nicht durch 31 teilbar. Insbesondere
ist im ersten Fall 92 nicht durch 31 teilbar, da x selbst nicht durch 31 teilbar ist.
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Illustration: Zyanya Santuario

8 Rettet die Geschenke!

Autor: Lukas Protz
Projekt: MATH+

Aufgabe

Als der Sicherheits-Elf bemerkte, was passiert war, war er entsetzt. Der Grinch hatte es ge-
schafft, sich in den Tresorraum zu schleichen, in dem alle Weihnachtsgeschenke aufbewahrt
werden. Nicht nur das - er hatte den Code zum Offnen des Tresors geknackt, ihn verdndert
und so umprogrammiert, dass alles im Inneren zerstért wird, falls zu oft ein falscher Code
eingegeben wird.

Der Sicherheits-Elf flehte den Grinch an, ihm den richtigen Code zu geben, doch der Grinch
antwortete, bosartig lachend: ,,Schnapp dir 100 Elfen und bring sie zum Tresor. Wir werden
ein kleines Spiel spielen und vielleicht kénnt ihr eure Geschenke noch retten.

Sofort folgte der Sicherheits-Elf den Anweisungen des Grinchs und kehrte mit 100 Elfen zum
Tresor zuriick.

»,Die Regeln sind folgende:“, sagt der Grinch. ,,Der Code fiir den Tresor besteht aus 100 ver-
schiedenen Zeichen, die sich nicht wiederholen. Insgesamt gibt es 199 Zeichen, aus denen ihr
auswahlen konnt.“ FEr zeigt auf ein Bedienfeld mit 199 Knoépfen, von denen jeder mit genau
einem Zeichen beschriftet ist. ,, Aulerdem gibt es einen Bildschirm, der den zuvor eingegebenen
Code anzeigt. Er markiert Zeichen, die an der richtigen Position stehen griin, und Zeichen,
die im Code vorkommen, aber an der falschen Stelle stehen blau.

Jeder von euch hat nur einen einzigen Versuch, den Tresor zu 6ffnen. Auflerdem diirft ihr
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wihrend des Spiels in keiner Weise miteinander kommunizieren. Um das Ganze noch etwas
schwieriger zu machen, werde ich dafiir sorgen, dass nur der Elf, der gerade an der Reihe ist,
den Bildschirm sehen kann. Wihrend seines Zuges zeigt der Bildschirm lediglich die eingege-
benen Zeichen an — ganz ohne Hinweise darauf, ob sie richtig oder falsch sind. Erst wenn alle
100 Zeichen eingegeben wurden und der Elf zuriicktritt, wertet der Tresor den Versuch aus
und der Bildschirm hebt die entsprechenden Zeichen hervor — sichtbar fiir den néchsten Elfen.
Sobald der richtige Code eingegeben wird, 6ffnet sich der Tresor.

Wenn keiner von euch den richtigen Code eingibt, werden alle Geschenke automatisch zerstort.
Ihr habt 10 Elfen-Minuten (die Standard-Zeiteinheit am Nordpol), um euch eine Strategie zu
iiberlegen.“

Nach einigen Minuten des angestrengten Nachdenkens kommt ein Elf auf eine Idee: , Lasst
uns eine Liste aller Zeichen machen. Der erste von uns probiert die ersten 100 Zeichen auf der
Liste aus und bei jedem weiteren Versuch machen wir Folgendes:

Wenn ein Zeichen griin markiert wird, bleibt es an derselben Position. Wenn ein Zeichen blau
markiert wird, wird es an die néchste freie Position rechts davon im Code gesetzt. Dabei ist
eine freie Position eine Position, an der bisher kein griin markiertes Zeichen steht.

Es kann passieren, dass ein blau markiertes Zeichen am Ende des Codes keine freie Position
rechts von sich hat. In diesem Fall wird das Zeichen an die erste freie Position im Code gesetzt,
von links beginnend.

Die iibrigen Positionen werden mit den nichsten unbenutzten Zeichen aus der Liste gefiillt.
Jedes dieser Zeichen kommt an die erste noch freie Position, wieder von links nach rechts.*
Da ihnen die Zeit davonlauft, einigen sich die Elfen auf diese Strategie und beginnen mit dem
Spiel.

Hoffentlich konnen die Elfen ihre Geschenke retten! Sei m die minimale Anzahl an Elfen, die
notig wiren, um sicherzustellen, dass die Elfen den Code mit ihrer Strategie knacken. Welche

Ziffer steht an der Einerstelle von m?

(Antwortmdglichkeiten auf nichster Seite.)
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Antwortmoglichkeiten:

1.
2.
3.

10.

1

2

3
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 10.

Wir beantworten die Frage allgemeiner: Sei n die Gesamtzahl der Zeichen und &k die Lénge
des Codes. Der Prozess des Findens des Codes bleibt derselbe. Aulerdem bezeichne m,, , die
minimale Anzahl an Versuchen, die erforderlich ist, um zu garantieren, dass sich der Tresor
Offnet. Wir werden zeigen, dass gilt

My >n—k+ 1.
Dies ist fiir unser Problem ausreichend, da n = 199 und k = 100 die Ungleichung
k=100>100=n—k+1

erfiillen. Tatséchlich gilt m199,100 = 100.

Bevor wir mit dem Beweis beginnen, fithren wir die folgende Notation ein: Mit einem Shift
meinen wir das Verschieben eines korrekt gewéhlten, aber falsch positionierten Zeichens auf
die Position direkt rechts davon oder, falls es eine solche Position nicht gibt, auf die erste
Position des Codes. Beachte, dass ein solcher Shift nach den Regeln nicht zwingend erlaubt
ist, diese Notation jedoch dennoch niitzlich sein wird.

Zunéchst halten wir einige einfache Beobachtungen fest:

Beobachtung 1: Nach hochstens n — k + 1 Versuchen sind alle korrekten Zeichen bestimmt.
Nach dem ersten Versuch wurden k Zeichen iiberpriift. In jedem weiteren Versuch wird min-
destens ein weiteres Zeichen tiberpriift, sofern noch nicht alle korrekten Zeichen bestimmt
wurden. Somit wurden nach n — k + 1 Versuchen mindestens

l-k+(n—k)-1=n
Zeichen tiiberpriift.

Beobachtung 2: Es gilt m, ; < n. Nach Beobachtung 1 sind nach héchstens n — k + 1
Versuchen alle Zeichen bestimmt. Danach ist nach spétestens k — 1 weiteren Versuchen jedes
Zeichen korrekt positioniert. Dies liegt daran, dass jedes korrekt platzierte Zeichen auf eine
neue Position verschoben wird, auf der es zuvor noch nicht platziert war. Da es nur k Po-
sitionen gibt, muss jedes Zeichen nach hochstens k — 1 Shifts an der richtigen Position sein.
Folglich gilt

Mpr <n—k+1+k—-1=n.

Beachte, dass diese obere Schranke in dieser Allgemeinheit nicht verbessert werden kann, da
My n = n gilt. Dies ldsst sich wie folgt erkennen: Nach dem ersten Versuch sind alle korrekten
Zeichen bestimmt. Es gibt ein Szenario, in dem alle Zeichen genau eine Position rechts von
ihrer korrekten Position liegen, mit Ausnahme des Zeichens an der ersten Position. Dessen
korrekte Position ist die letzte Position im Code. Dann sind n — 1 Shifts erforderlich, um alle
Zeichen korrekt zu platzieren.

Nun kénnen wir mit dem Beweis der Behauptung beginnen: Betrachten wir ein beliebiges Sze-
nario des Spiels. Es gibt nichtnegative ganze Zahlen a,l1,lo, ..., s, so dass im i-ten Versuch
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genau [; korrekte Zeichen gefunden werden und im Versuch a+ 1 alle verbleibenden korrekten
Zeichen bestimmt werden. Da wir annehmen, dass k > n—k+1 gilt, folgt aus Beobachtung 1,
dass nach k Versuchen alle korrekten Zeichen identifiziert worden sind. Auflerdem sind nach
k Versuchen zumindest die [y im ersten Versuch gefundenen Zeichen korrekt platziert. Die im
zweiten Versuch gefundenen Zeichen bendtigen hochstens einen weiteren Shift, die im dritten
Versuch gefundenen Zeichen hiéchstens zwei weitere Shifts, und allgemein bené6tigen die im
i-ten Versuch gefundenen Zeichen hochstens ¢ — 1 Shifts.

Die entscheidende Beobachtung ist nun, dass im n&chsten Versuch jedes falsch positionierte
Zeichen eine gewisse Anzahl von Shifts durchfithren muss, bis es eine Position erreicht, die
derzeit von einem anderen falsch positionierten Zeichen besetzt ist. Dieses Zeichen wiederum
wird auf die Position eines weiteren falsch positionierten Zeichens verschoben, und so weiter.
Setzt man diesen Prozess fort, so bilden die verbleibenden falsch platzierten Zeichen einen
Zyklus. Dies bedeutet, dass die Summe aller einzelnen Shifts gleich £ ist.

Wir werden zeigen, dass die Summe der einzelnen Shifts nach dem k-ten Versuch um jedes
falsch positionierte Zeichen richtig zu positionieren echt kleiner als k ist. Folglich schlieflen
wir, dass nach dem Versuch k alle Zeichen korrekt platziert sind.

Aufgrund der vorherigen Uberlegung ist die Gesamtzahl S der Shifts, die nach dem k-ten
Versuch noch benétigt werden, nach oben beschrankt durch

S<lL-0+4l-1+1l3-24--+lg-(a—1)+(k—lL1—la—--—1,) - a,

wobei der letzte Term den verbleibenden korrekten Zeichen entspricht, die noch gefunden
werden miissen, multipliziert mit der maximalen Anzahl an Shifts, die nach dem k-ten Versuch
noch erforderlich sind.

Nun wollen wir den allgemeinen Fall auf speziellere Félle zuriickfiihren. Seien a, (1, ...,l, wie
zuvor. Anstatt alle verbleibenden korrekten Zeichen im Versuch a+1 zu finden, betrachten wir
nun das Szenario, in dem wir alle verbleibenden korrekten Zeichen bis auf das letzte finden.
Das letzte Zeichen wird in einem spéteren Versuch, sagen wir im Versuch b, gefunden. Dies
beeinflusst lediglich den letzten Term der oberen Schranke fiir .S, der nun durch

(k—li—lp——lg—1)-a+1-(b—1)

ersetzt wird.
Dieser Term ist nun grofler als zuvor, da b — 1 grofer als a ist. Dies fiithrt zur Frage, wie grof3
b iiberhaupt werden kann:

Im ersten Versuch werden k Zeichen iiberpriift, im zweiten k — [. Setzt man dies fort, so sieht
man, dass im ¢-ten Versuch fiir ¢ < a genau

k=l —lp—- =11
Zeichen iiberpriift werden. Nach dem Versuch a + 1 wurden insgesamt
E+k—-0L)+k-bL-lL)+ 4+ k-UL-Ila——lg)=(@+Dk—a-l1 —--—1-1,

Zeichen iiberpriift. In jedem weiteren Versuch wird genau ein weiteres Zeichen iiberpriift,
bis das letzte korrekte Zeichen gefunden ist. Da es insgesamt n Zeichen gibt, benttigt man
hochstens

n—(a+Dk+a-li+---+1-1,
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weitere Versuche, um das letzte korrekte Zeichen zu bestimmen. Fasst man alles zusammen,
so folgt
b<a+l4+n—(a+Dk+a-li+---+1-1I,.

Schliefllich kénnen wir

S<li-0+lk-1+l3-24--+l-(a—1)+(k—-lL—-la—--—1l,—1)-a
+1-(a+l+n—(a+lk+a-li+-+1-1,—1)
=k-1)-a+a+1+n—(a+1k—-1

=n—k
berechnen, da sich die [;-Terme in der ersten Gleichung wegkiirzen. Dies bedeutet
S<n—-k<n—k+1<k,

oder kurz S < k. Damit ist der Beweis abgeschlossen.
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Illustration: Zyanya Santuario

9 Elfen im Aufzug

Autoren: Stella Kapodistria (TUe) und Marko Boon (TUe)
Projekt: 4TU.AMI

Aufgabe

Es ist Heiligabend am Nordpol und der Weihnachtsmann bereitet sich auf seine grofle Reise
vor. Sein Schlitten, bis zum Hochglanz poliert, wartet oben auf dem Turm der Weihnachts-
werkstatt, im 10. Stock. Unten im Erdgeschoss (im 0. Stock) steht der Weihnachtsmann vor
dem Aufzug und reibt sich die miiden Knie nach einer langen Nacht voller Spielzeuginspek-
tionen. Als sich die Tiiren des Aufzugs mit einem frohlichen Ding 6ffnen, macht er erleichtert
einen Schritt auf sie zu — endlich ein Aufzug, der ihn zu seinem Schlitten bringt, statt endloser
Treppen und enger Schornsteine!

Doch bevor er hineingehen kann, huscht eine kichernde Schar von acht schelmischen Elfen an
ihm vorbei. In einem Wirbel aus winzigen Héanden und klingelndem Geléchter haimmern sie auf
das Bedienfeld ein und lassen eine frohliche Kombination von Knopfen aufleuchten. Jeder Elf
driickt genau einen der Knopfe 1,2, ...,10 (zufillig mit gleicher Wahrscheinlichkeit fiir jeden
Knopf), mit einer unerschiitterlichen Weihnachtsfreude, die nur solche kleinen Unruhestifter
besitzen.

Der Weihnachtsmann stohnt, fasst sich an den Kopf und denkt: ,,Ich hétte die Treppe nehmen
sollen...“. Noch bevor er einen Blick auf das leuchtende Bedienfeld werfen kann, um zu sehen,
welche Knopfe die Elfen gedriickt haben, fragt er sich, umgeben von seiner fréhlichen Bande
gerne Knopfe driickender Schelme: ,, Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Aufzug auf
dem Weg zu meinem Schlitten im 10. Stock in genau fiinf anderen Stockwerken h&lt?«
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Bemerkung: Der Aufzug startet im 0. Stock und hélt — von unten nach oben — genau einmal in
jedem Stockwerk, dessen Knopf mindestens einmal gedriickt wurde. Sobald der Weihnachts-
mann einsteigt, driickt er den Knopf fiir den 10. Stock, wo sein Schlitten wartet.

Antwortmoglichkeiten:

1. 9967920 ~ 0.3617 ~ 36%.
2. 452307240 ~ 0.4212 ~ 42%.

3. 18120 ~ 0.4131 ~ 41%.

4. 40007520 ~ (.4001 ~ 40%.

5. 4020 ~ 0.4401 ~ 44%.

6. 22000520 ~ 0.5201 ~ 52%.

7. 52007520 ~ 0.2426 ~ 24%.

8. 02009520 ~ (0.2893 ~ 29%.

9. 4005520 ~ (0.2986 ~ 30%.

10. 80018040 ~ 0.3733 ~ 37%.
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 4

Wir leiten zunéchst eine Formel fiir einen allgemeineren Fall her: Es sei M + 1 das ober-
ste Stockwerk, m die Anzahl der Stopps und E die Anzahl der Elfen. Zur Lésung unseres
spezifischen Problems setzen wir anschliefend M =9, m =5 und F = 8 ein.

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist die Anzahl der Mdoglichkeiten, dass die Elfen genau m
der Stockwerke 1,2..., M und eventuell das oberste Stockwerk auswéhlen, geteilt durch die
Gesamtanzahl der Moglichkeiten, Stockwerke (beliebig) auszuwihlen.

Der Nenner (alle méglichen Varianten, Stockwerke auszuwiihlen) ist gleich (M +1)F, daes F
Elfen gibt, die alle einen von M + 1 Knopfen driicken.

Fiir den Zihler beachten wir, dass von den (M + 1) Moglichkeiten nur wenige die Bedingung
erfiillen, dass die FE Elfen die Knopfe von genau m der Stockwerke 1,2, ..., M sowie eventuell
den Knopf des obersten Stockwerks driicken.

Zunéchst wahlen wir aus den M moglichen Stockwerken m Stockwerke aus, an denen der
Aufzug halten wird. Dies kann auf (% ) = m,Mle), verschiedene Arten geschehen.

Nun ist zu ermitteln, auf wie viele Arten die Elfen aus den ausgewéhlten m Stockwerken plus
dem obersten Stockwerk wéhlen kénnen, wobei alle ausgew#hlten Stockwerke mindestens ein-

mal vorkommen miissen:

Dafiir berechnen wir zunéchst die Anzahl der Moglichkeiten, wie die Elfen aus den m Stock-
werken plus dem obersten Stockwerk auswithlen kénnen. Diese Anzahl betrigt (m +1)F. Da-
bei haben wir jedoch auch alle Félle mitgezdhlt, in denen mindestens eines der ausgewéhlten
Stockwerke nicht gedriickt wird. Daher miissen wir die Anzahl dieser Fille, die wir im Fol-
genden mit C' bezeichnen, wieder abziehen.

Wir berechnen C' mithilfe des sogenannten Inklusions- Exklusions-Prinzips: Fiir jedes Stock-
werk j der m ausgewéhlten Stockwerke zdhlen wir die Anzahl der Fille, in denen das Stock-
werk j nicht besucht wird und addieren diese. Wir erhalten (7')(m +1—1)%.

Nun wurden fiir jedes Paar von Stockwerken j, k aus den m gewéhlten alle Félle doppelt
gezdhlt, in denen sowohl k als auch j nicht besucht wurden. Daher zdhlen wir fiir jedes
mogliche Paar die Anzahl der Fille, in denen dies passiert, addieren diese Anzahlen, was
() (m+1—2)F ergibt, und subtrahieren diesen Wert vom vorherigen Ergebnis.

Als Néchstes betrachten wir alle Tripel von Stockwerken j, k.l aus den m gewahlten Stock-
werken. In dem Fall, dass keines der drei Stockwerke i, j, & besucht wurde, haben wir im ersten
Schritt drei hinzugefiigt und im zweiten Schritt drei subtrahiert. Daher miissen wir fiir jedes
Tripel die Anzahl dieser Félle zdhlen und die erhaltenen Anzahlen addieren, wodurch wir
(Tg) (m+1—3)¥ erhalten. Diesen Wert addieren wir wieder zum vorher berechneten Ergebnis.
Wenn wir dieses Verfahren nun fiir jede Menge von ¢ Stockwerken fiiri = 4, ..., m weiterfithren,

erhalten wir insgesamt
m

=3 (-1 ("Z) (m+1— 1)

=1

Damit ist die Anzahl der Moglichkeiten, wie die Elfen aus den ausgewéhlten m Stockwerken
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plus dem obersten Stockwerk wéhlen konnen, wobei jedes der m ausgewéhlten Stockwerke
mindestens einmal vorkommt, gleich

(m+1)E - C = i(—ni (T) (m+1—i)E.

Folglich ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit

M+1EZ < >m+1_z)

Wenn wir nun schlussendlich M = 9, m = 5 und F = 8 einsetzen, erhalten wir

9 5
5) s 40007520 250047
35) ~ 0.4000752 ~ 40%.
08 Z ( ) -0 = 108 625000 %

=

Alternativ kann man die Wahrscheinlichkeit auch mithilfe einer Rekursion be-
rechnen, indem man jeweils einen Elfen hinzufiigt:

Wir bezeichnen mit P(M, E,m) die gesuchte Wahrscheinlichkeit, dass der Aufzug genau an
m verschiedenen Stockwerken aus {1,..., M} hilt, bevor er das Stockwerk M + 1 erreicht.

Betrachte nun den F-ten Elfen, nachdem E — 1 Elfen bereits gedriickt haben. Es gibt genau
zwei verschiedene zu beachtende Fille:

Wenn die ersten F — 1 bereits m verschiedene Stopps aus den Stockwerken {1,..., M} ver-
ursacht haben, muss der neue Elf den Knopf eines der bereits gewahlten Stockwerkes oder
des obersten Stockwerkes driicken, damit die Gesamtzahl gleich m bleibt. Von den M + 1
gleichwahrscheinlichen Moglichkeiten sind also m + 1 Moglichkeiten giinstig. Daher betrigt
die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass der neue Elf die Zahl der Stopps bei den Stockwerken
1,...,m nicht erhoht, (m +1)/(M + 1).

In dem Fall, dass die ersten £ — 1 Elfen genau m — 1 Zwischenstopps verursacht haben, erhcht
der neue EIf diese Zahl auf m genau dann, wenn er eins der M — (m —1) = M —m + 1
bislang ungewihlten Stockwerke wihlt. Die Wahrscheinlichkeit fiir dieses Ereignis ist (M —
m+1)/(M+1).

Somit gilt fiir alle M, 1 <m < M und E > 1, dass

m+1 M—-—m-+1
ist. Da
P(M,E,0)=1/(M +1)¥
und

]P)(Ma 0, m) = 1{m:0}3

bekannt sind, kénnen wir P(M, E,m) fir alle M, E, m mit 0 < m < M berechnen, indem wir
die obige Rekursionsformel benutzen. Wir erhalten P(9,8,5) ~ 0.4.

31,m—0 ist eine Indikatorfunktion, die fiir m = 0 den Wert 1 und ansonsten den Wert 0 annimmt.
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Alternativ kann man die Wahrscheinlichkeit Stockwerk fiir Stockwerk berech-
nen:

Sei P(M, f, E, m) die Wahrscheinlichkeit, genau m Stopps aus den Stockwerken {f+1,..., M}
zu erzeugen, wenn man im Stockwerk f startet und noch E Elfen im Aufzug sind. Jeder EIf
wird den Aufzug mit Wahrscheinlichkeit 1/(M + 1 — f) im Stockwerk (f + 1) verlassen. Sei
nun ¢ die Anzahl der Elfen, die im Stockwerk (f + 1) aussteigen. Dann gilt fiir alle M, f, E,m
mit f < M:

P(M, f,E,m) = <1_W

E y i
+;<?> (1_ M+11—f)E (M+11_f) P(M,f+1,E—im-—1).

Da fiir alle M, F und m

) POL+1Em)

]P)(M7 Ma E7m) = l{m:()}

gilt, konnen wir P(M, f, E,m) fir alle M, f, E,m mit f < M direkt berechnen. Insbesondere
erhalten wir P(9,0,8,5) ~ 0.4.

Ein alternativer Ansatz beruht auf multinomialem Zihlen:
Wir kénnen eine m-elementige Teilmenge S von {1,2,..., M} wéhlen und die Elfen folgen-
dermaflen aufteilen:

mlv"'am’le? mm+120, m1+"'+mm+1:E;

wobei m; fiir ¢ = 1,...,m die Anzahl der Elfen, die fiir das i-te der m gewéhlten Stockwerke
gedriickt haben und m,;,+1 der Anzahl der Elfen, die fiir das oberste Stockwerk M +1 gedriickt
haben, bezeichnet.

Fiir jede konkrete Verteilung, reprisentiert als Tupel (myq, ..., my,+1), ist die Anzahl der Félle,
bei denen die Wahl der E (unterscheidbaren) Elfen zu genau diesen Anzahlen fiihrt

E!

mal- - mpaq!

Da es (]\W{ ) Moglichkeiten gibt, S zu wihlen, ist die von uns gesuchte Anzahl

M Z B!
m myl- - mpa!

m1+"'+m'm+1:E
mi,...,;Mm=>1, My 41 >0

Dieser multinomiale Ausdruck zéhlt genau die gleichen Fille wie der erste Ansatz mit der
Inklusions-Exklusions-Formel. Die Aquivalenz ergibt sich daraus, dass:

e unser erster Ansatz die Gesamtanzahl aller Falle zahlt und anschlieend die Falle ab-
zieht, in denen nicht in allen m ausgesuchten Stockwerken gehalten wird.

e der jetzige Ansatz direkt die Anzahl der Félle zdhlt, in denen in jedem der m aus-
gewdhlten Stockwerke gehalten wird.

Beide Methoden zéhlen also genau dieselbe Menge an Moglichkeiten, weshalb die Summen
identisch sind.
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Ilustration: Ivana Martié¢

10 Weihnachtliche Lichtershow

Autor: Lukas Protz
Projekt: MATH+

Aufgabe

Der eifrige Elf Eifi hat viele Drohnen gekauft, um bei der Arbeit am Nordpol zu helfen. Leider
sind die Elfen in der IT-Abteilung nicht so eifrig wie Eifi und sagen ihm, dass sie derzeit keine
Kapazitdten haben, um die Drohnen zu programmieren. Deshalb mochte Eifi die Drohnen
selbst programmieren. Aber nicht, um bei der tatséichlichen Arbeit zu helfen, nein, er méchte
mit den Drohnen eine Lichtershow veranstalten, um seine Mitelfen zu unterhalten und ihnen
helfen, sich zu entspannen und den Weihnachtsstress fiir eine Weile zu vergessen.

Eifi hat sich bereits einige Flugrouten fiir die Drohnen iiberlegt. Er fiihrt ein Koordinatensy-
stem ein, dessen Mittelpunkt sich genau am Nordpol befindet. Der Einfachheit halber nimmt
er an, dass die Flache um den Nordpol herum perfekt eben ist. Die Einheiten des Koordinaten-
systems sind Elfen-Meilen, die Standard-Entfernungseinheit am Nordpol. Die Flugrouten, die
Eifi im Sinn hat, hingen von zwei positiven ganzen Zahlen a, b ab und kénnen in Abhéingigkeit
von der Zeit wie folgt parametrisiert werden:

~(t) = (sin(at),sin(bt)), 0 <t < 2.

Anmerkung: Fir jeden Wert t gibt die Formel die beiden Koordinaten der Flugroute zum
Zeitpunkt t an. Selbstverstindlich wird die Zeit t in der Standard-Zeiteinheit am Nordpol
gemessen, der Elfen-Minute. Ferner ist sin(t) eine Funktion beziiglich des Bogen- und nicht
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beziiglich des Gradmajes, d.h. sin(mw) = 0, aber sin(180) ~ —0.8011 # 0.

Eifrig wie Eifi ist, probiert er einige Kombinationen von a,b aus und lédsst die Drohnen eine
nach der anderen fliegen, aber ... oh nein. Bei einer der Kombinationen beginnen die Drohnen
ab einem bestimmten Punkt der Route ihre Flugrichtung umzukehren und genau den Weg
zuriickzufliegen, den sie gekommen sind, wodurch sie mit anderen Drohnen zusammenstofen.
Eifi bricht das Experiment sofort ab. Er fragt sich: Fiir welche Kombinationen von a, b kann
das passieren? Kannst du Eifi dabei helfen, alle Paare von a, b zu finden, fiir die die Drohnen
ab einem bestimmten Punkt beginnen, den Weg zuriickzufliegen, den sie gekommen sind, da-
mit er seine Versuche, die schonste Flugroute zu finden, ohne weitere Unfille fortsetzen kann?

Bemerkung: Fiir jede reelle Zahl « ist sin(a) definiert als die vertikale Koordinate des Punktes
auf dem Einheitskreises, den man erhélt, wenn man ausgehend von dem Schnittpunkt des
Einheitskreis mit der rechten Seite der horizontalen Achse entgegen dem Uhrzeigersinn den
Winkel v im Bogenmaf} misst. Der Einheitskreis ist definiert als der Kreis mit Radius 1, dessen
Mittelpunkt der Koordinatenursprung ist. Abbildung 28 veranschaulicht diese Definition und
in Abbildung 29 ist der Graph der Sinus-Funktion fiir a zwischen —7 und 37 dargestellt.

-1

Abbildung 28: Veranschaulichung der Definition von sin(«).

Yy
1
/\ _ Sin(a)
9 3 5 @
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5 2 77T ™ 77r 3T
-1

Abbildung 29: Der Graph der Sinus-Funktion.
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Antwortmoglichkeiten:

1.

10.

. Dies passiert fiir alle Kombinationen von a und b, wenn beide Zahlen gofier als 202

Bei keiner Kombination von a und b passiert dies. Eifi hat die Drohnen einfach falsch
programmiert.

. Es gibt genau eine Kombination von a und b, bei der dies passiert. Eifi hatte einfach

das Pech, die Drohnen mit genau dieser Kombination getestet zu haben.

. Es gibt nur endlich viele Kombinationen von a und b, fiir welche dies passiert.
. Dies kann nur passieren, wenn a = b.

. Dies kann nur passieren, wenn a und b teilerfremd sind, d.h. keine gemeinsamen positiven

Teiler aufler der 1 haben.

. Dies kann nur passieren, wenn a und b nicht teilerfremd sind, d.h. einen gemeinsamen

Teiler grofler als 1 haben.

Dies passiert genau dann, wenn a und b beide Zweierpotenzen sind oder wenn a = b
gilt.

. Dies passiert genau dann, wenn die hoéchste Zweierpotenz die a teilt auch die hochste

Zweierpotenz ist, die b teilt.

52025

sind.

Keine der anderen Antworten ist richtig.
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 8.

Wir zeigen, dass die Drohnen genau dann ab einem bestimmten Punkt beginnen, den Weg
zuriickzufliegen, den sie gekommen sind, wenn die héchste Zweierpotenz, die a teilt, gleich der
hochsten Zweierpotenz ist, die b teilt, wenn also

a=2"c b=2"d,
gilt, wobei n eine nicht-negative ganze Zahl und ¢, d ungerade positive ganze Zahlen sind.

Damit die Drohnen den Weg zuriickfliegen, den sie gekommen sind, muss es einen Zeitpunkt
to € (0,27) geben, sodass

’y(to + t) = ’y(to — t) fiir alle ¢t mit tg +¢,tg — t € [0, 27T).
Dies impliziert das folgende Gleichungssystem:

I sin(a(to+t)) = sin(a(to —t))
IT  sin(b(to+t)) = sin(b(to —t)).

Wenn zwei Funktionswerte der Sinus-Funktion sin(z),sin(y) gleich sind, miissen ihre Argu-
mente x,y in folgender Weise zusammenhéngen:

r = Y+ 2km fiir eine ganze Zahl k, oder
= - y+ Qk+)rm fiir eine ganze Zahl k.

Diese Tatsachen folgen aus der 27-Periodizitdt der Sinus-Funktion, der Identitit sin(x) =

sin(m — x) sowie aus der Beobachtung, dass die Gleichung sin(xz) = v fiir ein gegebenes v

hochstens zwei Losungen fiir « € [0, 27) besitzt.

Wendet man die Beziehung zwischen den Argumenten auf die Gleichungen I und IT an, erhélt

man
a(to+t) = a(to —t) + 2kw  oder
I und
alto+t) = — alto—t)+ 2k+ )7
" b(to+t) = b(to —t) + 2lr  oder
b(to+t) = — blto—t)+ 20+ 17 '

Dabei ist zu beachten, dass [ hier auch eine ganze Zahl sein soll.
Wir kénnen die erste Gleichung in I ausschlieflen, da sie zu

k

t=—m

a
umgeformt werden kann. Somit gilt die Gleichung nur fiir diskrete Werte fiir ¢, was bedeutet,
dass die Dronen ihren zuriickgelegten Weg nur an diskreten Punkten kreuzen und damit nicht
den bereits geflogenen Weg zuriickfliegen. Auf die gleiche Art und Weise kénnen wir die erste
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Gleichung in IT ausschlieflen.

Formen wir stattdessen die zweite Gleichung in I und die zweite Gleichung in IT um, erhalten

i 2k+1 20+1
+ +
0 2% 0 2b

Setzt man die beiden Ausdriicke fiir ¢y gleich und formt die entstehende Gleichung um, so
erhilt man

.

a 2k+1

b 2041°
Wenn wir 22’%11 vollsténdig kiirzen, bleiben Z&hler und Nenner natiirlich ungerade und wir
erhalten 22’;,,_‘:11 mit ganzzahligem &', !’ und ggT(2k' + 1,20 + 1) = 1. Aus

a 2K +1

b 20 +1

folgt dann aber
a=X2k'+1) und b=\2I+1)

fiir eine ganze Zahl \.

Aufgrund der Tatsache, dass 2k’ +1 und 2l + 1 ungerade sind, muss die hichste Zweierpotenz,
die a teilt, auch A teilen und umgekehrt. Das gleiche gilt natiirlich auch fiir b und A, daher
ist die hochste Zweierpotenz, die a teilt, auch die hochste Zweierpotenz, die b teilt.

Nun bleibt zu zeigen, dass die Dronen ab einem bestimmten Zeitpunkt ¢y tatsédchlich den Weg
zuriickfliegen, den sie gekommen sind, wenn a = 2"¢ und b = 2"d gilt, wobei ¢, d positive
ungerade Zahlen sind. Um das zu beweisen, benotigen wir die Tatsache, dass sin (mg + :c) =
sin (mg — x) fiir jede ungerade ganze Zahl m gilt. Dies erkennt man leicht, wenn man beachtet,
dass sin (% + x) = sin (g — ac) und sin (—% + a:) = sin (—g — x) gilt und die 27-Periodizitét
der Sinus-Funktion verwendet.

Mit Blick auf die obigen Argumente liegt es nahe, {9 = 5757 zu wihlen. Tatséchlich erhélt
man dann

) s . m . U . T
sin (a (2n+1 —|—t>) = sin (05 —i—at) = sin <c§ —at) = sin (a <2n+1 —t)),

und analog

sin (b (;ﬁﬂ)) — sin (dg +bt) — sin (d% —bt) — sin (b (% —t)).

Damit ist der Beweis abgeschlossen.
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Illustration: Zyanya Santuario

11  Wunderschones Geschenkpapier mit einem Spirographen
gestalten

Autorin: Eva Deinum (Wageningen University & Research)
Projekt: 4TU.AMI

Aufgabe

Die Elfen benutzen einen Spirographen, um Geschenkpapier fiir Weihnachten zu verzieren.
Dieser Spirograph besteht aus einem beweglichen inneren Zahnrad mit n Zdhnen und einem
festen dufleren Ring mit N Zahnen, wobei N > n gilt. Das innere Zahnrad sowie der dufere
Ring sind kreisférmig. Die Zéhne des inneren Zahnrads und des dufleren Rings passen exakt
ineinander, sodass das innere Zahnrad nicht zwischen den Zahnen des dufleren Rings rutschen
kann, sondern sich nur entlang des Rings abrollen ldsst. Das innere Zahnrad besitzt ein vom
Mittelpunkt versetztes Loch fiir einen Stift. In Abbildung 30 ist links der Spirographaufbau
dargestellt; das Loch fiir den Stift ist durch einen blauen Punkt markiert.

Wenn das innere Zahnrad entlang des dufleren Rings abgerollt wird und der Stift durch das
Loch gleichzeitig auf das Papier gedriickt wird, lassen sich geschlossene Kurven wie die vio-
lette Kurve auf der linken Seite von Abbildung 30 zeichnen. Eine solche geschlossene Kurve
entsteht, wenn das innere Zahnrad so lange am dufleren Ring abgerollt wird, bis es wieder zu
seiner urspriinglichen Position zuriickkehrt (einschlieflich der Lage des Lochs fiir den Stift).
Die so erzeugten Kurven kénnen unterschiedliche Symmetrien besitzen und sich auch selbst
schneiden. So schneidet sich beispielsweise die violette Kurve in Abbildung 30 selbst und be-
sitzt eine 7-fache (Rotations-) Symmetrie. Eine n-fache Rotations-Symmetrie bedeutet dabet,
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dass eine Drehung um den Mittelpunkt des dufleren Rings um den Winkel @ die Kurve auf
sich selbst abbildet; nach n Anwendungen der zur Symmetrie gehérenden Rotation ergibt sich
dann eine vollstédndige 360°-Drehung.

Durch die Wahl unterschiedlicher Werte von n und N koénnen die Elfen viele verschiedene
Kurven erzeugen. Auf der rechten Seite von Abbildung 30 sind zwei weitere Beispiele darge-
stellt: Die obere Kurve besitzt 7-fache Symmetrie und schneidet sich selbst; die untere besitzt
8-fache Symmetrie und schneidet sich nicht selbst.

Abbildung 30: Spirographaufbau (links) mit der eingezeichneten violetten Kurve; Beispiele
fiir Kurven mit anderen Werten von n und N (rechts).

Heute ist ein junger Elf dafiir verantwortlich, das Geschenkpapier zu gestalten. Leider versteht
er den Spirographen noch nicht vollstdndig, und es ist niemand da, der ihm helfen kénnte. Er
mochte eine Kurve zeichnen, die die folgenden Eigenschaften besitzt:

1. Die Kurve hat 5-fache Symmetrie.
2. Die Kurve schneidet sich selbst.

Dem jungen Elf stehen drei d&uflere Ringe zur Verfiigung: N = 100, N = 115 und N = 144.
AuBlerdem gibt es sechs innere Zahnriader: n = 20,n = 23, n = 36,n = 40, n = 46 und n = 69.
Wie viele verschiedene Kombinationen aus d&uflerem Ring und innerem Zahnrad kann der EIf
wéahlen, um eine Kurve zu erzeugen, die beide gewiinschten Eigenschaften erfiillt?
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Antwortmoglichkeiten:

1. 1 Kombination.

2. 2 Kombinationen.
3. 3 Kombinationen.
4. 4 Kombinationen.
5. 5 Kombinationen.
6. 6 Kombinationen.
7. 7 Kombinationen.
8. 8 Kombinationen.
9. 9 Kombinationen.

10. Ohne zu wissen, wo sich das Loch im inneren Zahnrad befindet, kann man die Anzahl
der gesuchten Kombinationen nicht eindeutig bestimmen.
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 8.

Jede geschlossene Kurve, die mit dem Spirographen gezeichnet werden kann, kann (auch)
gezeichnet werden, indem man an einer Position des inneren Zahnrads beginnt, bei der das
Loch fiir den Stift dem &ufleren Ring am né#chsten ist.

Beginnt man von einer solchen Position aus, so wollen wir nun die Anzahl T der Zdhne
bestimmen, die das innere Zahnrad entlang gerollt werden muss, bevor sich die Kurve schlief3t.
Die Kurve schlieit sich genau dann, wenn die aktuelle Position des inneren Zahnrads zum
ersten Mal wieder mit seiner Ausgangsposition iibereinstimmt. Einerseits folgt daraus, dass T
ein Vielfaches von N ist, d. h. es gibt eine positive ganze Zahl § mit T = - N. Andererseits
ist nach jeweils n Zdhnen das Loch fiir den Stift des inneren Zahnrads wieder am néchsten
zum adufleren Ring. Dies impliziert, dass 7" auch ein Vielfaches von n ist, d.h. es gibt eine
positive ganze Zahl a mit T'= « - n. Zusammen ergeben diese beiden Bedingungen fiir 7' die
folgende Gleichung;:

a-n=g-N.

AuBlerdem schlief3t sich die Kurve, wenn die aktuelle Position des inneren Zahnrads zum ersten
Mal mit seiner Ausgangsposition {ibereinstimmt. Das bedeutet, dass wir nach dem kleinsten
Wert von « suchen, fiir den die obige Gleichung eine ganzzahlige Losung fiir 8 besitzt. Formen

wir die Gleichung nach  um, so erhalten wir
a-n

=N

Kiirzen wir den Bruch, indem wir sowohl N als auch n durch ihren gréfiten gemeinsamen
Teiler ggT(n, N) teilen, so erhalten wir

o- (n/ggT(n, N))

P = T NJggT(n, N)

Da N/ggT(n, N) und n/ggT(n, N) keine positiven gemeinsamen Teiler aufler 1 besitzen, muss
a ein Vielfaches von N/ggT(n, N) sein, damit [ eine ganze Zahl ist. Da wir den kleinsten
positiven Wert fiir « suchen, erhalten wir

o N

ggT(n,N)’
Mit diesem Ergebnis kénnen wir 5 berechnen als
n

f=—rf—.

ggT(n,N)

Damit die Kurve sich selbst schneidet, darf sie sich nicht schon nach nur N Zahnen schlielen.
Dies bedeutet, dass 8 > 1 gelten muss. Aulerdem muss fiir eine 5-fache Symmetrie der Kurve
a durch 5 teilbar sein. Die Berechnung von « und g fiir alle Kombinationen von n und N
fithrt zu den in Abbildung 31 dargestellten Werten.

Insgesamt fithren 8 Kombinationen von n und N zu Werten von « und g, die die oben ge-
nannten Bedingungen erfiillen. Damit ist gezeigt, dass Antwort 8 korrekt ist.
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N =100 N =115 N =144
n =20 a=5 =1 a=23,0=4 a=236,6=5
n =23 a =100, 8 =23 a=50=1 a=144,8 =23
n = 36 a=25 8=9 a =115, B =36 a=4,8=1
n = 40 a=>5,0=2 a=23,6=8 a=18,6=5
n = 46 a =50, =23 a=50=2 a="72,=23
n = 69 a =100, 8 =69 a=5 =3 a=48,5 =23

Abbildung 31: Die Tabelle zeigt die Werte von « und § in Abhéngigkeit von den Werten fiir
n und N. Die Eintrége, fiir die o durch 5 teilbar ist und g > 1 gilt, sind blau hervorgehoben.

Bemerkung: Die obigen Uberlegungen zeigen auBerdem, dass die Position des Lochs relativ
zum inneren Zahnrad fiir die Symmetrie und die Selbstschnittpunkte der Kurve irrelevant ist,
solange sich das Loch im Inneren des inneren Zahnrads befindet.
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Tlustration: Friederike Hofmann

12 Backen auf gut Gliick

Autor: Tobias Paul (ehemals HU Berlin)

Aufgabe

In der Weihnachtsbéckerei wird wie jedes Jahr am 01.12.2025 mit den Vorbereitungen fiir
die Kekse begonnen, die an Heiligabend bereitstehen sollen. Damit eine ausreichende Anzahl
fertig wird, beschlielen die Wichtel, immer zwei Bleche gleichzeitig zu backen.

Dafiir wird vor jedem Backvorgang ein Blech links vom Ofen fiir die obere Schiene und ein
Blech rechts vom Ofen fiir die untere Schiene belegt. Leider gibt es nur zwei verschiedene
Formen zum Ausstechen der Plitzchen: Sterne und Tannenbdume. Fiir den ersten Backvor-
gang werden die Bleche zufillig? mit Keksen in diesen beiden Formen belegt. Jedes Blech
wird dabei mit exakt 1000 Platzchen befiillt, unabhéngig von der Form. Danach werden beide
Bleche in den Ofen geschoben und die Plitzchen 15 Minuten bei 175 Grad gebacken.
Parallel werden fiir den néchsten Backvorgang neue Bleche vorbereitet, wieder eins links und
eins rechts vom Ofen mit jeweils 1000 Keksen. Dabei wird auf dem linken Blech die Form
eines jeden Platzchens durch Kopieren der Form eines jeweils zufillig gewéahlten Plidtzchens
des oberen Blechs im Ofen bestimmt. Analog gilt fiir das rechte Blech, dass die Form jedes
neuen Plétzchens durch die Form eines zufillig ausgewéhlten Plédtzchens des unteren Blechs
im Ofen bestimmt wird.

An jedem Tag werden exakt 20 Backvorgénge durchgefiihrt, was die arbeitsrechtlich zuléssige

4 zufillig® bedeutet hier stets, dass jede Form bzw. jedes Plitzchen die gleiche Wahrscheinlichkeit hat,
ausgewdhlt zu werden.
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Hochstzahl fiir Wichtel darstellt. Der erste Backvorgang findet am 01.12.2025 statt.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit (gerundet auf eine Nachkommastelle), dass zwei zufillig
gewihlte Kekse, die im letzten Backvorgang am 24.12.2025 fertiggestellt werden, die gleiche
Form haben, wenn sie

(a) vom gleichen Blech und

(b) von unterschiedlichen Blechen stammen?

Antwortmoglichkeiten:

1. (a) 0,5 (b) 0,5
2. (a) 0,6 (b)0,5
3. (a) 0,7 (b) 0,5
4. (a) 0,5 (b)0,6
5. (a) 0,6 (b)0,6
6. (a) 0,7 (b) 0,6
7. (a) 0,5 (b) 0,7
8. (a) 0,6 (b)0,7
9. (a) 0,7 (b)0,7

10. keine der oben angegebenen Losungen

Projektbezug:

Im Projekt EF4-7 wurde sich mit verschiedenen Populationsmodellen beschiéftigt. Der in die-
ser Aufgabe beschriebene Prozess dhnelt dem eines Wright-Fisher-Modells, welches eines der
ersten Populationsmodelle in der Mathematik war.
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 3.

Zu (a): Wir betrachten den gegenteiligen Fall, ndmlich, dass die beiden gewihlten Kekse eine
unterschiedliche Form haben. Die beiden gewéhlten Kekse haben genau dann eine unterschied-
liche Form, wenn die ,, Vorbild“-Kekse auf dem vorherigen Blech bereits eine unterschiedliche
Form hatten.

Dazu ist es notwendig, dass nicht derselbe Keks auf dem vorherigen Blech mafigeblich fiir
die Form der beiden Kekse ist. Das tritt mit der Wahrscheinlichkeit 1 — 1/1000 ein, da die
Wahrscheinlichkeit, dass ein ausgewihlter Keks erneut ausgewéhlt wird, bei 1/1000 liegt.
Dieses Argument lésst sich jetzt iterativ fortsetzen, sodass die Wahrscheinlichkeit, dass in der
gesamten Backhistorie nie derselbe Keks auf dem vorherigen Blech die Form der nachfolgenden
Kekse bestimmt hat, nach dem 479. Kopiervorgang bei

(1 —1/1000)*™ ~ 0,62

liegt. Wir beziehen uns hier auf den 479. Kopiervorgang, da die Wichtel an 24 Tagen je 20
Backvorgéinge durchgefiithrt haben, wobei in der Vorbereitung auf den zweiten Backvorgang
erstmals kopiert wurde.

In dem Fall, in dem es nie zu einem gemeinsamen ,,Vorbild“ gekommen ist, haben die beiden
gewihlten Kekse genau dann eine unterschiedliche Form, wenn ihre (verschiedenen) ,, Vor-
bilder“ auf dem allerersten Blech eine unterschiedliche Form haben. Die Wahrscheinlichkeit
hierfiir ist 0, 5, denn die Formen auf dem ersten Blech wurden jeweils zufillig mit Wahrschein-
lichkeit 0,5 vergeben.

Vorbilder auf dem ersten Blech ausgewéhlte Kekse haben
0,5 haben unterschiedliche Form unterschiedliche Form
kein gemeinsames Vorbild
0,62 in Backhistorie Oj
zwei gewihlte Kekse Vorbilder auf dem ersten Belch ausgewihlte Kekse
vom letzten Blech 0,38 haben gleiche Form haben gleiche Form

gemeinsames Vorbild ausgewéhlte Kekse
—_— .
in Backhistorie haben gleiche Form

Abbildung 32: Baumdiagramm zur Verdeutlichung des Sachverhalts.

Der bisher betrachtete Sachverhalt ist in Abbildung 32 in Form eines Baumdiagramms ver-
anschaulicht. Mit den Pfadregeln ergibt sich, dass die Wahrscheinlichkeit, dass die beiden
ausgewiahlten Kekse eine unterschiedliche Form haben, ungefdhr 0,62 - 0,5 = 0,31 betragt.
Also ist die Wahrscheinlichkeit, dass die beiden ausgewéhlten Kekse die gleiche Form haben,
ungefdhr 1 — 0, 31, was gerundet auf eine Nachkommstelle 0, 7 ergibt.

Zu (b): Mit einem &hnlichen Argument kommt man darauf, dass die beiden ausgewihlten
Kekse des letzten Backvorangs genau dann die gleiche Form haben, wenn die ,,Vorbilder* auf
dem ersten linken bzw. rechten Blech die gleiche Form hatten. Da die Form am Anfang zufillig
mit Wahrscheinlichkeit 0,5 vergeben wurde, haben die beiden ,,Vorbilder® und damit auch
die beiden ausgewéhlten Kekse mit Wahrscheinlichkeit 0,5 die gleiche Form.
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Illustration: Zyanya Santuario

13 Die Grofe Walnuss-Lieferung

Autor: Mehmet Akif Yildiz

Aufgabe

Die legendére Nussknacker-Werkstatt bereitet sich auf die grole Weihnachts- parade vor! Um
fiir jede Walnuss-Notlage geriistet zu sein, haben sie 2025 Walniisse — zufillig in drei Kisten
gestopft, keine davon leer. Zufillig bedeutet hier Folgendes: Wenn man die Anzahlen a, b und
¢ der Walniisse in den drei Kisten der Griéfle nach auflistet, also a < b < ¢, dann ist jedes
Tripel (a, b, ¢) positiver ganzer Zahlen mit a 4+ b 4+ ¢ = 2025 gleich wahrscheinlich.

Soeben kam aus der Nussknacker-Zentrale die Nachricht, dass eine enorme Walnusslieferung
unterwegs sei. Dabei haben die Lieferelfen eine sehr einfache Regel: Sie entladen nur in leere
Kisten — und diese Lieferung ist so riesig, dass sie unbedingt zwei leere Kisten benttigen!
Falls weniger als zwei Kisten leer sind, werden die Lieferelfen die gesamte Lieferung auf den
Boden werfen, was eine rollende Walnusslawine in der Nussknacker-Werkstatt verursachen
wiirde.

Zum Gliick bleiben noch ein paar Stunden um zwei der Kisten zu leeren. Zwei clevere Werk-
stattleitungen, Aria und Bram, beschlieflen, ein Spiel daraus zu machen, die Kisten zu leeren:
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Das Spiel

Aria und Bram wechseln sich ab. Ist ein Spieler an der Reihe, so besteht ein zuléssiger Spielzug
aus folgenden Schritten:

e Wihle zwei nicht leere Kisten. Seien ¢ und b die Anzahl der Walniisse in den zwei Kisten,
wobel 1 < a < b.

e Wihle eine positive ganze Zahl ¢, wobei 1 < ¢ < a.

o Packe ¢ Walniisse aus der Kiste mit weniger Walniissen in die andere Kiste. Nach dem
Zug enthalten diese beiden Kisten nun a — ¢ und b 4+ ¢ Walniisse.

Ein Spieler verliert, wenn er keinen zuléssigen Spielzug mehr ausfithren kann — das heifit, wenn
nur noch eine nichtleere Kiste iibrig ist. Aria beginnt das Spiel.

Angenommen, Aria und Bram spielen optimal. Sei p die Wahrscheinlichkeit, dass Bram das
Spiel gewinnt. Welche der folgenden Optionen hat die geringste Abweichung von p?

Antwortmoglichkeiten:

1. 0,1%
2. 0,2%
3. 0,3%
4. 0,5%
5. 1%

6. 2%

7. 5%

8. 10%
9. 25%
10. 50%
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 2.

Skizze der Losung: Zunéichst legen wir einige Begriffe fest. Eine Verteilung der Niisse auf
die drei Kisten heifit Gewinnposition fiir einen Spieler, wenn es fiir diesen Spieler eine Stra-
tegie gibt, die seinen Sieg garantiert. Eine Verlustposition fiir einen Spieler hingegen ist eine
Verteilung der Niisse, bei der jeder Zug dieses Spielers zwangsldufig zu einer Gewinnposition
fiir den anderen Spieler fithrt. Da beide Spieler optimal spielen, verliert unweigerlich derjenige,
der sich in einer Verlustposition befindet.

Unsere erste Beobachtung ist, dass das Spiel deterministisch ist, nachdem die Walniisse auf
drei Haufen aufgeteilt wurden, d. h. jede Position ist entweder eine Gewinn- oder eine Verlust-
position. Um dies zu zeigen, nehmen wir das Gegenteil an und konstruieren einen Widerspruch.
Angenommen, es existiert eine Position, die weder eine Gewinn- noch eine Verlustposition ist.
Jedes Spiel, das Aria und Bram von dieser Position aus spielen, muss in einer Verlustposition
enden (nidmlich dann, wenn genau eine der Kisten nicht leer ist). Es muss also eine erste
Position p im Spiel geben, die entweder Gewinn- oder Verlustposition ist. Ist p eine Verlust-
position, so war die Position vor p eine Gewinnposition, was der Annahme widerspricht, dass
p die erste Position ist, die entweder eine Gewinn- oder eine Verlustposition ist. Ist p eine
Gewinnposition, so war die Position vor p eine Verlustposition, da andernfalls weder Bram
noch Aria p als néchste Position gewéihlt hiatten. Auch dies widerspricht der Annahme, dass
p die erste Position ist, die entweder eine Gewinn- oder Verlustposition ist. Daher war die
Annahme, dass es eine Position gibt, die weder Gewinn- noch Verliererposition ist, falsch,
womit die Behauptung bewiesen ist.

Nun wissen wir, dass die Haufen nach einer zufilligen Aufteilung die Gréfien
1<a<b<c¢c mit a+b+c=2025

besitzen. Wir behaupten, dass Aria das Spiel genau dann gewinnt, wenn a < b gilt.
Wir verwenden das Tripel (z,y,z) mit x <y < z, um die aktuelle Konfiguration der Haufen
zu jedem Zeitpunkt wihrend des Spiels zu beschreiben, sowie das Tripel (2/,%/,2’) mit 2/ <
y' < 2/, um die Konfiguration zu beschreiben, die aus (z,y, z) nach einem Spielzug entsteht.
Sei nun angenommen, ein Spieler erhilt das Tripel (z,y, z) mit z < y < z. Dann kann er diese
Konfiguration in

(z, 2,y + 2 —x)

iiberfithren, indem er y — x Niisse aus der Kiste mit y Niissen in die Kiste mit z Niissen
verschiebt. Somit gilt ' = ' = x und 2/ = y + 2z — z. Der andere Spieler muss dann eine
positive ganze Zahl k < 2’ wihlen und kann eine der Transformationen

(@ —k, 2’ +k,2') oder (2 —k, 2,2/ +k)

durchfiithren. Alle diese Transformationen fiihren zu einer Konfiguration (z”,y", 2”) mit 2" <
y”. Daher kann ein Spieler, der mit einer Konfiguration beginnt, bei der genau eine der Kisten
die kleinste Anzahl an Niissen enthilt, stets erreichen, dass die nichste Konfiguration, die
er erhilt, wieder genau eine Kiste mit der kleinsten Anzahl an Niissen besitzt. Da das Spiel
endet, wenn zwei Kisten leer sind, also beide 0 Niisse enthalten, kann dieser Spieler niemals

68



MATH+ Adventskalender 2025 Aufgabe 13

verlieren. Folglich sind Konfigurationen (z,y, z) mit z < y Gewinnpositionen. Dagegen sind
Konfigurationen (z,y,z) mit x = y Verlustpositionen, da sie stets zu einer Gewinnposition
fithren. Damit ist die Behauptung bewiesen.

Dementsprechend gewinnt Aria das Spiel genau dann, wenn die Zerlegung von 2025 Walniissen
in drei nichttriviale Teile einen eindeutig kleinsten Teil besitzt. Mit anderen Worten sind die
einzigen Anfangszerlegungen, in denen Bram gewinnt,

(1,1,2023), (2,2,2021), ..., (674,674,677), (675,675,675).

Um die Gesamtanzahl der Zerlegungen von 2025 in drei nichtleere Teile zu zéhlen, konzentrie-
ren wir uns auf die Gréfle des kleinsten Teils. Es sei der kleinste Teil gleich k. Dann miissen
wir die verbleibenden

2025 — k

Walniisse auf zwei Teile y und z verteilen, wobei k < y < z gilt.
Day > k und z > k ist, setzen wir

y=k+u, z=k+wv,
wobei u < v und u,v > 0 sind. Einsetzen liefert

k4 (k+u)+ (k+v) =2025 = u+ov=2025—3k.

Da u < v gilt, muss

{2025—311
0<u< |2~

2

sein.” Damit ist fiir ein festes k die Anzahl der moglichen Paare (u,v) mit u < v genau

2025 — 3k
# + 1.

Jedes dieser Paare erzeugt genau ein Tripel (k, k + u, k + v). Setzt man j = 675 — k, so kann
man den obigen Ausdruck umformen zu

2025 — 3k 3(675 — k) 3j
L R R R e e
Sl i R 1
Da 0 < k < 675 gilt, haben wir auch 0 < j7 < 675. Wertet man den obigen Ausdruck fiir kleine
Werte von j aus, so erhilt man die folgende Folge:

1,2,4,5,7,8,. ..

Tatséchlich handelt es sich hierbei genau um die natiirlichen Zahlen ohne die Vielfachen von
3, wie man folgendermaflen erkennen kann:

Die Zahlen der Folge erhélt man, indem man abwechselnd 1 und 2 zur vorherigen Zahl der
Folge addiert. Betrachtet man den &hnlichen Ausdruck 37] + 1, so sieht man, dass sich dieser
um 3 vergréfert, wenn man j um 2 vergréflert. Tatséchlich hat das Erhéhen von j um 2 auf
beide Ausdriicke denselben Effekt. Aufgrund der Abrundungsfunktion im ersten Ausdruck

5Mit |z | bezeichnet man die groBite ganze Zahl, die kleiner oder gleich einer reellen Zahl z ist.
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bewirkt jedoch eine Erhchung von j um 1, dass sich der neue Ausdruck um % erhoht, der
urspriingliche Ausdruck jedoch nur um 1. Das bedeutet, dass jede dritte positive ganze Zahl
in der Folge iibersprungen wird. Da die urspriingliche Folge mit 1,2, 4 beginnt, folgt daraus,
dass alle Vielfachen von 3 iibersprungen werden.

Die Summe aller Werte der Folge ergibt die Gesamtzahl der Verteilungen der Niisse auf die
drei Kisten. Mit der obigen Beobachtung reduziert sich dies auf das Summieren aller positiven
ganzen Zahlen von 1 bis L:S%jj +1 = 1013 und das anschlieBende Subtrahieren aller Vielfachen
von 3, die kleiner als 1013 sind. Dies kann mithilfe der Gauischen Summenformel durchgefiihrt

werden, die besagt, dass fiir eine positive ganze Zahl n gilt:

n(n—i—l).

L+24 - fn= =

Damit ergibt sich die Gesamtzahl der Verteilungen zu

1013 - 1014 3. 337 - 338
2

Somit betréigt die gesuchte Wahrscheinlichkeit

= 342732.

675
342732

= 0.0019694688 . .. ~ 0.2%.
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Illustration: Julia Nurit Schénnagel

14 Auswechslung beim Eis-Basketball

Autor: Silas Rathke

Aufgabe

Alex ist der Trainer einer Eis-Basketball-Mannschaft des Nordpols. Diese besteht aus 99 Spie-
lern. Fiir alle, die mit den lokalen Regeln des Eis-Basketballs vom Weihnachtsdorf nicht so
sehr vertraut sind, seien die wichtigsten hier aufgefiihrt:

e Wihrend des Spiels stehen pro Mannschaft genau drei Spieler auf dem Feld.

e Pro Spielunterbrechung darf pro Mannschaft héchstens ein Spieler ausgewechselt wer-
den. Dabei diirfen auch Spieler wieder eingewechselt werden, die vorher schon einmal
gespielt haben.

e In einem Spiel muss jeder der 99 Spieler einer Mannschaft fiir diese mindestens einmal
auf dem Feld stehen.

Alex macht sich vor allem wegen der letzten Regel Sorgen. Thm ist aufgefallen, dass jede
Kombination aus drei Spielern seiner Mannschaft entweder sehr gut oder sehr schlecht zu-
sammenspielt. Sein Ziel ist es, in einem Spiel alle 99 Spieler mindestens einmal einzusetzen,
ohne dass zu irgendeinem Zeitpunkt ein schlechtes Dreierteam spielen muss.

Waéhrend er iiberlegt, fillt ihm Folgendes auf: Wenn jedes Paar von Spielern mit allen 97
anderen Spielern gut zusammenspielen kénnte, wire es einfach, sein Ziel zu erreichen: Er
konnte ja jede beliebige Auswechslung vornehmen und einen Spieler nach dem anderen auf
das Feld schicken. Wenn jedoch jedes Paar von Spielern nur mit genau einem anderen Spieler
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ein gutes Dreierteam bilden wiirde, héitte er keine Chance: Egal, welches Team am Anfang
auf dem Feld steht, Alex kénnte keine Auswechslung vornehmen, ohne dass ein schlechtes
Dreierteam weiterspielen miisste.

Finde die kleinste nicht-negative ganze Zahl k& mit der folgenden Eigenschaft: Wenn jedes
Paar von Spielern mit mindestens k der 97 anderen Spieler ein gutes Dreierteam bildet, dann
ist es immer moglich, ein Dreierteam als Startteam auszuwéhlen und dann eine Folge von
Auswechslungen vorzunehmen, sodass jeder der 99 Spieler mindestens einmal auf dem Feld
steht und zu keiner Zeit ein schlechtes Dreierteam spielt.

Was ist die Einerziffer von k?

Bemerkung: Eis-Basketball-Spiele im Weihnachtsdorf dauern immer sehr, sehr lange und ha-
ben wegen der glatten Eisfliche viele Spielunterbrechungen. Egal welche Folge von Auswechs-
lungen sich Alex also vornimmt, es gibt auf jeden Fall genug Unterbrechungen, um sie alle
durchzufiihren.

Antwortmoglichkeiten:

1.1

2.2

10. 0
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 3.

Korrekt ist £ = 33. Um dies zu beweisen, werden wir erst zeigen, dass, wenn jedes Paar mit 32
anderen Spielern gut spielt, es trotzdem noch sein kann, dass nicht alle Spieler eingewechselt
werden konnen, wenn zu keiner Zeit ein schlechtes Dreierteam spielen soll. Danach beweisen
wir dann, dass es bei 33 hingegen immer moglich ist.

Konstruktion fiir 32:

Angenommen, die Spieler sind in drei Gruppen A, B und C mit jeweils 33 Spielern aufgeteilt
und ein Team spielt genau dann gut zusammen, wenn

e 2 Spieler aus A und ein Spieler aus B oder
e 2 Spieler aus B und ein Spieler aus C' oder

e 2 Spieler aus C' und ein Spieler aus A sind.

Abbildung 33: Darstellung der Konstruktion

Abbildung 33 verdeutlicht dieses Konzept.

Jedes Paar kann hier mit 32 anderen Spielern gut zusammenspielen (oder sogar mit 33, wenn
beide Spieler des Paares aus derselben Gruppe kommen). Jedoch kann man kein Startteam
wéhlen, von welchem ausgehend man dann alle Spieler einwechseln kann: Wenn zum Beispiel
am Anfang ein Team aufgestellt wird, welches zwei Spieler aus A und einen Spieler aus B hat,
dann kann man danach den Spieler aus B nur durch Spieler aus B und die Spieler aus A nur
durch Spieler aus A ersetzen. Man kann also nie einen Spieler aus C einwechseln.
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Beweis fiir 33:

Angenommen, jedes Paar kann mit mindestens 33 anderen Spielern gut zusammenspielen.
Wir stellen uns die Spieler als Knoten in einem vollstindigen Graphen © vor und firben die
Kanten so ein, dass zwei Paare P, und P, von Knoten genau dann Kanten der gleichen Farbe
einschlieflen, wenn es moglich ist durch Auswechslungen von einem Team, in dem das Paar P;
spielt, zu einem Team zu kommen, in dem P, spielt. In dem Beispiel oben haben zum Beispiel
die Kanten zwischen zwei Knoten aus A und alle Kanten zwischen einem Knoten aus A und
einem Knoten aus B dieselbe Farbe. Eine Kante zwischen einem Knoten aus B und einem
Knoten aus C hat jedoch eine andere Farbe.

Wir miissen zeigen, dass es eine Farbe ¢ gibt, sodass jeder Knoten mindestens eine Kante der
Farbe c¢ besitzt.

Zunéchst zeigen wir, dass fiir jeden Knoten die ausgehenden Kanten in héchstens zwei Farben
gefirbt sind: Angenommen, es gibt einen Knoten v, wo die Kanten {uy, v}, {ua, v} und {us, v}
zu den Knoten uj,us und us in drei unterschiedlichen Farben gefiarbt sind. Das Spielerpaar
upv bildet mit mindestens 33 anderen Spielern ein gutes Dreierteam. Wiirde es mit us ein
gutes Dreierteam bilden, dann hétten {u1,v} und {ug, v} dieselbe Farbe. Gleiches gilt fiir us.
Daher bildet ui;v mit 33 Spielern auflerhalb von w,us,us, v ein gutes Dreierteam. Gleiches
gilt fiir ugv und ugv.

Da es allerdings nur 95 Spieler auflerhalb von w1, us, ug, v gibt, muss es einen Spieler w geben,
der mit zwei der drei Paare ujv, usv, uzv ein gutes Team bildet. Sagen wir, das sind uiv
und ugv. Dann sind aber die Kanten {u;, v} und {ug, v} gleich gefirbt, da wir mit dem Team
urvw starten und dann uq durch us ersetzen kénnten. Das ist ein Widerspruch, also sind die
Kanten jedes Knotens in hichstens zwei Farben gefirbt.

Auf die gleiche Art kann man leicht zeigen, dass es keine drei Kanten {u,v}, {v,w}, {w,u}
gibt, die alle unterschiedlich gefirbt sind.

Sei nun v ein beliebiger Knoten. In dem Fall, dass alle von ihm ausgehenden Kanten gleich
gefiirbt sind, haben alle 99 Knoten mindestens eine Kante dieser Farbe, da der Graph vollstdndig
ist. Damit ist die Aussage gezeigt.

Wir nehmen also an, dass v ausgehende Kanten in den Farben c¢; und ¢ - aber in keiner ande-
ren Farbe - hat. Weiterhin nehmen wir an, dass ein Knoten w existiert, der keine ausgehende
Kante hat, die 0.B.d.A.” mit der Farbe ¢; gefirbt ist. Andernfalls wiire die Aussage nimlich
schon gezeigt. Dann muss {v, w} mit der Farbe co gefirbt sein. Analog zum Knoten w muss
es auch einen Knoten u geben, der keine ausgehende Kante der Farbe co hat. In diesem Fall
hat {v,u} die Farbe ¢; und die Kante {u,w} hat weder die Farbe ¢; noch cs.

Dann sind aber {u, v}, {v,w} und {w,u} allesamt unterschiedlich gefirbt,was einen Wider-
spruch zu obigem Resultat darstellt.

Da nun aber die Annahme, dass keine Farbe existiert, sodass jeder Knoten mindestens ei-
ne ausgehende Kante in dieser Farbe hat, zu einem Widerspruch fithrt, muss es eine Farbe
geben, sodass jeder Knoten mindestens eine ausgehende Kante in dieser Farbe hat.

SWir beziehen uns hier auf Graphen aus der Graphentheorie, die aus Knoten und Kanten bestehen, wobei
eine Kante jeweils zwei Knoten verbindet. Ein Graph ist vollstdndig, wenn in diesem alle Knoten durch eine
Kante verbunden sind.

“ohne Beschrinkung der Allgemeinheit

74



MATH+ Adventskalender 2025 Aufgabe 15

Illustration: Julia Nurit Schénnagel

15 Die Strafle von Bethlehem

Autor:  Matthew Maat (Universiteit Twente)

Projekt: Combining algorithms for parity games & linear programming

Aufgabe

Nach dem Besuch der Hirten und der heiligen drei Kénige wird Josef im Traum gewarnt: er,
seine Frau Maria und das Jesuskind miissen nach Agypten flichen, um dem bosen Konig He-
rodes zu entkommen. ® Doch von Bethlehem nach Agypten zu kommen, ist nicht ungefihrlich.
Da sie den Weg nicht kennen, miissen sie den Richtungsangaben der Einheimischen vertrauen,
denen sie auf ihrer Reise begegnen. Vor allem aber hoffen sie, nicht an romischen Wachposten
vorbeizukommen, bei welchen sie mit Sicherheit gefasst werden wiirden.

8Matthiusevangelium, Kapitel 2, Vers 13-15.
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Abbildung 34: Karte des Straflennetzes. Kreise und Quadrate stellen Stiadte dar. Pfeile re-
prisentieren Einbahnstrafien zwischen den Stddten, die nur in die Richtung des jeweiligen
Pfeils benutzt werden kénnen.

|

Agypten

Das Straflennetz ist in Abbildung 34 dargestellt. Maria und Josef starten in Bethlehem (B
auf der Karte). Die 16 Stddte sind durch Quadrate und Kreise markiert. Jede der Stéadte Em-
maiis, Filadelfia, Gerar und Hebron (E, F, G und H) enthilt moglicherweise einen rémischen
Wachposten (in den anderen Stédten gibt es keine Wachposten). Es ist allen Einheimischen
bekannt, wie die Karte aussieht und wo sich die Wachposten befinden. Die Menschen in dieser
Region vertrauen Fremden jedoch nicht so leicht, weshalb sie Durchreisenden ihr geographi-
sches Wissen nicht in Génze preisgeben. Reisenden wird, sobald sie in einer Stadt ankommen,
lediglich gesagt, welche Strafle sie von dieser Stadt aus nehmen sollten. Alle Straflen sind
Einbahnstraflen, d.h. sie konnen nur in einer Richtung passiert werden und es ist umoglich,
unterwegs umzukehren. Da die Reisenden den Weg nicht kennen, werden sie den ihnen mit-
geteilten Richtungsangaben stets Folge leisten.

In den meisten Stédten (weie Kreise) sind die Einwohner freundlich und werden die Reisen-
den, wenn moglich, in eine Richtung schicken, die es ihnen erlaubt, die rémischen Wachposten
zu umgehen. Einige Stidte (graue Quadrate) hingegen werden vollstéindig von Herodes’ Spio-
nen bewohnt, die die Reisenden, wenn moglich, in eine Richtung schicken, die zu einem Wach-
posten fithrt. Sowohl die freundlichen Einwohner als auch die Spione wissen, wo die Spione
leben, und wihlen unter Beriicksichtigung des gesamten verbleibenden Weges nach Agypten
jeweils eine der besten Optionen, um ihr Ziel zu erreichen.

Beispiel: Angenommen, Emmaiis hat einen romischen Wachposten, Filadelfia jedoch nicht.
Dann gilt: Reisende, die in der Stadt X ankommen, werden von den Spionen nach E, und
Reisende, die in der Stadt Y ankommen, von den freundlichen Einwohnern nach F' geschickt.
Man bemerke, dass die Spione die Reisenden in diesem Fall nicht von von X nach Y schicken
werden, weil sie wissen, dass sie von den dort lebenden freundlichen Einwohnern weiter nach
F geleitet werden wiirden.

Am Ende kommen Maria und Joseph mit dem Kind sicher in Agypten an, ohne auf einen
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Wachposten zu stofien. In Agypten treffen sie auf andere Reisende, die in Afek, Césarea und
Damaskus (A4, C, D auf der Karte) gestartet sind und ebenfalls auf Angaben von Einheimi-
schen angewiesen waren. Merkwiirdigerweise sind diese auf ihrer Reise nach Agyten allesamt
romischen Wachposten begegnet.

Angesichts der Tatsache, dass Joseph und Maria nicht auf einen romischen Wachposten ge-
stoflen sind, die anderen Reisenden jedoch schon, welche der folgenden Aussagen trifft auf den
Standort bzw. die Standorte des Wachpostens bzw. der Wachposten zu?

Bemerkung: Reisende erhalten auch in den Stéddten, in denen sie starten, Richtungsangaben.

Antwortmaoglichkeiten:

1. Es gibt nur eine Mdoglichkeit fiir die Verteilung der Wachposten. Bei dieser gibt es genau
einen Wachposten.

2. Es muss genau 2 Wachposten geben und diese miissen sich in £ und F befinden.
3. Es muss genau 2 Wachposten geben und diese miissen sich in £ und G befinden.
4. Es muss genau 2 Wachposten geben und diese miissen sich in E und H befinden.
5. Es muss genau 2 Wachposten geben und diese miissen sich in F und G befinden.
6. Es muss genau 2 Wachposten geben und diese miissen sich in ¥ und H befinden.
7. Es muss genau 2 Wachposten geben und diese miissen sich in G und H befinden.

8. Es gibt nur eine Mo6glichkeit fiir die Verteilung der Wachposten. Bei dieser gibt es genau
drei Wachposten.

9. Es gibt genau zwei verschiedene Moglichkeiten fiir die Verteilung der Wachposten.

10. Es gibt mehr als zwei verschiedene Moglichkeiten fiir die Verteilung der Wachposten.

Projektbezug:

Diese Aufgabe hiangt mit Erreichbarkeitsspielen zusammen.
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 4.

Mit den gegebenen Informationen konnen wir fiir jede der vier Stddte bestimmen, ob es dort
einen Kontrollpunkt gibt oder nicht.

e Zunichst nehmen wir an, dass es in Emmaiis keinen Kontrollpunkt gibt. Dann kénnten
die freundlichen Menschen Reisenden von Afek nach Emmaiis den Weg weisen, indem
sie die in Abbildung 2 blau markierten Straflen empfehlen. Dies wiirde jedoch bedeuten,
dass Reisende aus Afek keinen Kontrollpunkt passieren wiirden, was im Widerspruch zu
unseren Erkenntnissen steht. Daher ist diese Annahme unmdoglich, und Emmaiis muss
einen Kontrollpunkt haben.

e Da wir nun weiterhin wissen, dass Emmaiis einen Kontrollpunkt hat, nehmen wir an,
dass es in Filadelfia ebenfalls einen Kontrollpunkt gibt. Dann kénnten die Spione die in
Abbildung 2 rot markierten Straflen empfehlen, wodurch alle Reisenden aus Bethlehem
entweder in Emmaus oder in Filadelfia enden wiirden. Dies kann jedoch nicht der Fall
sein, da wir wissen, dass Joseph und Maria keinen Kontrollpunkt passiert haben. Folglich
kann es in Filadelfia keinen Kontrollpunkt geben.

Py @ B — @

C > —V@ C —> —V@
(O— @) @— @)

Abbildung 35: Links: Die freundlichen Einwohner kénnen Reisende von Afek nach Emmaiis
fithren, indem sie die blau markierten Straflen empfehlen. Rechts: Die Spione kénnen Reisende
von Bethlehem nach Emmaiis oder Filadelfia fiihren, indem sie die rot markierten Strafen
empfehlen.

e Nun konnen die Spione iiber die links in Abbildung 3 markierten Straflen jede Person von
Bethlehem nach Gerar leiten. Das bedeutet, dass Gerar keinen romischen Kontrollpunkt
haben kann, da wir wissen, dass Joseph und Maria sicher angekommen sind.

e Reisende aus Damaskus haben keine Moglichkeit, Emmaiis zu erreichen. Da wir jedoch
wissen, dass Reisende aus Damaskus auf einen Kontrollpunkt treffen, muss es einen
weiteren Kontrollpunkt geben, der sich folglich in Hebron befinden muss.
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Fasst man all dies zusammen, so sieht man, dass es genau eine mogliche Verteilung der Kon-
trollpunkte gibt, wie sie rechts in Abbildung 3 dargestellt ist. Auflerdem koénnen die freundli-
chen Menschen die blau markierten Strafien empfehlen, um Reisende von Bethlehem in sichere
Stéddte zu fithren, und die Spione kénnen Reisende von ihren Ausgangspunkten mithilfe der
rot markierten Straflen zu den Kontrollpunkten leiten. Somit handelt es sich tatséchlich um
eine giiltige Verteilung der Kontrollpunkte, und sie ist die einzige mogliche.

safe

c NG o

D (#) (0)—

Abbildung 36: Links: Die Spione kénnen Reisende von Bethlehem nach Gerar leiten, indem
sie die rot markierten Straflen empfehlen. Rechts: Die Verteilung der Kontrollpunkte sowie
die Straflen, entlang derer freundliche Menschen und Spione die Reisenden fiithren.

checkpoint

Bemerkung: Im Kontext von Erreichbarkeitsspielen bezeichnet man die Menge der Stédte,
von denen aus die Spione bzw. die freundlichen Menschen garantieren kénnen, dass man eine
bestimmte Menge von Stddten S erreicht, als den Attraktor von S. Die in diesem Beweis
betrachteten zugehorigen Strategien der freundlichen Menschen und der Spione heiflen At-
traktorstrategien. Attraktoren zu einer Stddtemenge S lassen sich leicht berechnen, indem
man von rechts nach links vorgeht: Zunéchst {iberpriift man, welche Stéddte in einem Schritt
zwangsweise nach S gefithrt werden kénnen, und fiigt diese Stéddte dem Attraktor von S hin-
zu. Anschliefend iiberpriift man erneut, welche Stidte nun zwangsweise in den Attraktor von
S gefithrt werden konnen, und fiigt auch diese hinzu, und so weiter. Sobald keine weiteren
Stiddte mehr hinzukommen, hat man den Attraktor von S berechnet!
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Ilustration: Mar Curcé Iranzo

16 Geschenkeauslieferung im H&userblock

Autorin: Mar Curcé Iranzo

Aufgabe

Der Weihnachtsmann fliegt iiber Verdedam, eine fiir ihre Gérten beriihmte Stadt, um Ge-
schenke auszuliefern. Jeder Hauserblock der Stadt ldsst sich als Gitter darstellen, wobei jede
Zelle entweder einen Schornstein darstellt, an dem der Weihnachtsmann Geschenke abliefern
muss, oder einen kleinen Garten, in dem einige Elfen darauf warten, weitere Geschenke auf
seinen Schlitten zu laden. Das Aufladen bzw. Ausliefern von Geschenken wird durch positive
bzw. negative ganze Zahlen dargestellt. So steht zum Beispiel eine Zelle mit der Zahl 4 fiir
einen kleinen Garten, in dem 4 Geschenke auf den Schlitten geladen werden. Eine Zelle mit
der Zahl —4 steht fiir einen Schornstein, an dem der Weihnachtsmann 4 Geschenke ausliefern
muss.

In Verdedam sind die Elfen hoch organisiert. In jedem H&userblock verteilen sie die Geschenke
in den Gérten so, dass folgende Bedingung erfiillt ist: In jedem 4 x 3 oder 3 x 4 Rechteck des
zugehorigen Gitters ist die Summe der Eintriage null.
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Abbildung 37: Die zugehorigen Gitter der ersten beiden Hauserblocke. In jedem 4 x 3 oder
3 x 4 Rechteck der Gitter ist die Summe der Eintrédge null.

Der Weihnachtsmann kommt mit einem leeren Schlitten in Verdedam an, fliegt von Block zu
Block und folgt innerhalb jedes Blocks stets demselben Ablauf: Zuerst besucht er alle kleinen
Gérten, um Geschenke aufzuladen, und erst danach besucht er alle Schornsteine, jeden genau
einmal. Unter Beriicksichtigung der Reihenfolge, in der der Weihnachtsmann die Blécke jedes
Jahr besucht, haben seine gut organisierten Elfen die Geschenke natiirlich so verteilt, dass der
Weihnachtsmann an jedem Schornstein geniigend Geschenke auf seinem Schlitten hat, um die
geforderte Anzahl auszuliefern.

Der erste Block auf seiner Route, dargestellt in Abbildung 37, wird durch ein 6 x 7 Gitter
beschrieben, dessen Eintrége sich zu 1 summieren. Somit verlédsst der Weihnachtsmann diesen
Block mit einem Geschenk. Der zweite Block, ebenfalls in Abbildung 37 dargestellt, wird durch
ein 3 x b Gitter beschrieben, dessen Eintrége sich zu —1 summieren. Mithilfe des zusétzlichen
Geschenks aus dem vorherigen Block liefert der Weihnachtsmann alle Geschenke aus und
verlédsst diesen Block mit einem leeren Schlitten.

Als der Weihnachtsmann seine Reise durch Verdedam fortsetzt, zwingen ihn starke Winde,
seine Route leicht zu dndern, und er erreicht einen anderen Teil der Stadt frither als erwartet.
Dort kommt er zu einem dritten Hiauserblock, der durch ein 7 x 10 Gitter dargestellt wird.

20(25

Abbildung 38: Das Gitter des dritten Hauserblocks.

Der Weihnachtsmann weif3, dass sich im Zentrum dieses Blocks zwei kleine Gérten befinden,
in denen er 20 bzw. 25 Geschenke aufladt, wie in Abbildung 38 angegeben. Alle 4 x 3 und
3 x 4 Rechtecke erfiillen die iibliche Bedingung.

Der Weihnachtsmann erreicht diesen dritten Hauserblock mit einem leeren Schlitten. Natiirlich
haben die Elfen dieses unvorhergesehene Ereignis bei der Verteilung der Geschenke nicht
beriicksichtigt, sodass der Weihnachtsmann mdoglicherweise nicht geniigend Geschenke hat,
um alle geforderten Mengen in diesem Block auszuliefern. Wie viele Geschenke wird er nicht
ausliefern kénnen, oder wie viele Geschenke wird er iibrig behalten, wenn er den Block verlésst?
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Hinweis: Fiir das in Abbildung 38 dargestellte 7 x 10 Gitter mit den fest vorgegebenen zen-
tralen Eintrigen 20 und 25 existiert mindestens eine Belegung, die die Bedingung erfiillt, dass
in jedem 3 x 4 und jedem 4 x 3 Rechteck die Summe der Eintrédge null ist.

Antwortmoglichkeiten:

1. Er wird 45 Geschenke nicht ausliefern kénnen.

2. Er wird 25 Geschenke nicht ausliefern kénnen.

3. Er wird 20 Geschenke nicht ausliefern kénnen.

4. Er wird 5 Geschenke nicht ausliefern kénnen.

5. In dem Block gibt es genau so viele Geschenke, wie ausgeliefert werden miissen.
6. Er wird 5 Geschenke auf seinem Schlitten iibrig haben.

7. Er wird 20 Geschenke auf seinem Schlitten iibrig haben.

8. Er wird 25 Geschenke auf seinem Schlitten iibrig haben.

9. Er wird 45 Geschenke auf seinem Schlitten iibrig haben.

10. Mit den gegebenen Informationen ist keine eindeutige Bestimmung méglich.
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 1.

Die richtige Antwort ist 1., der Weihnachtsmann wird 45 Geschenke nicht ausliefern kénnen.
Zur Bestimmung dieser Zahl stellen wir fest, dass im Wesentlichen die Summe aller Zahlen
in den Zellen des Gitters zu bestimmen ist. Dabei steht in jeder Zelle eine positive ganze
Zahl, wenn dort Geschenke aufgeladen, und eine negative ganze Zahl, wenn dort Geschenke
ausgeliefert werden.

Ein moglicher Losungsweg besteht darin, die Zahlen in den Zellen neben den beiden bekannten
Werten mit A und B zu bezeichnen, wie in Abbildung 39 links dargestellt.

A|2025| B

Abbildung 39: Das 7 x 10-Gitter.

Nun betrachten wir in Abbildung 39 rechts das 4 x 3-Rechteck, das durch die Punkte UV PQ
gegeben ist, sowie das 3 x 4-Rechteck, das durch die Punkte XY PZ gegeben ist. Geméfl der
gegebenen Regeln miissen sich in beiden Rechtecken die Eintrége zu 0 summieren. Da sich die
beiden Rechtecke im Rechteck RY QP iiberlappen, folgt daraus, dass die Summe der Zahlen
im 1 x3-Rechteck UV'Y R mit der Summe der Zahlen im 3 x 1-Rechteck X RQ)Z iibereinstimmt.
Somit miissen sich die Zahlen in X RQZ zu 20 + 25 + B aufsummieren.

Mit dhnlichen Konstruktionen erkennt man, dass sich in Abbildung 40 die Eintrige in jedem
blauen Rechteck zu 20425+ B und in jedem orangenen Rechteck zu 20425+ A aufsummieren.

Abbildung 40: Rechtecke, deren Eintriage die gleiche Summe besitzen.

Nun betrachten wir in Abbildung 41 links das 4 x 3-Rechteck OLZN und das 3 x 4-Rechteck
MXQN. Wie zuvor miissen sich in beiden Rechtecken die Eintrége zu 0 aufsummieren und da
die Rechtecke sich im Rechteck M RZN iiberlappen, miissen die Eintrige im 1 x 3-Rechteck
OLRM die gleiche Summe haben wie die im 3 x 1-Rechteck RXQZ, also 20 + 25 + B.
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Abbildung 41: Eine weitere Konstruktion und weitere Rechtecke, deren Eintréige die gleiche
Summe besitzen.

Daher besitzen in Abbildung 41 rechts die Eintrdge in jedem blauen Rechteck die Summe
20 + 25 + B. Analog erhilt man, dass die Eintrige in jedem orangenen Rechteck in Summe
20 + 25 + A ergeben.

Nun betrachten wir in Abbildung 42 links das 3 x 4-Rechteck adhe. Da die Zahlen in diesem
Rechteck in Summe 0 ergeben und die Zahlen im enthaltenen blauen Rechteck summiert mit
den Zahlen im enthaltenen orangenen Rechteck (20+25+ B)+(20+25+ A) liefern, miissen die
Zahlen im griinen Rechteck beg f die Summe — (204254 B)— (204254 A) haben. Analog ergibt
sich, dass auch die Eintréige im griinen Rechteck ijlk die Summe —(20+25+ B) —(20+25+ A)
haben.

Abbildung 42: Eine weitere Konstruktion und die abschliefende Berechnung.

SchlieBlich gilt: Da in Abbildung 42 rechts die Zahlen in allen weiflen 3 x 4-Rechtecken die
Summe 0 haben, ist die Summe aller Eintrige des 7x 10-Gitters gleich der Summe der Eintrige
der farbigen Zellen. Mit den oben hergeleiteten Beziehungen berechnen wir die Gesamtsumme

wie folgt:
(A+20+25+B)+(20+25+ B) + +

(—(20+25+ B) — (20 + 25+ A)) + (—(20 4 25 + B) — (20 + 25 + A)) = —45.

Der Weihnachtsmann wird also 45 Geschenke nicht ausliefern konnen.
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Ilustration: Ivana Martié¢

17 Der Kranz zweier Weihnachtszauber

Autor: Mehmet Akif Yildiz

Aufgabe

Die Elfen bereiten einen prachtvollen, verzauberten Weihnachtskranz vor, der iiber dem Tor
zum Rentiertrainingsgeldnde aufgehéingt werden soll. Auf dem Kranz werden speziell numme-
rierte, magische Ornamente angeordnet.

Jedes Ornament trigt eine von den Elfen frei gewéhlte reelle Zahl, welche positiv oder negativ,
aber niemals 0 sein kann.

Es gibt zwei Arten von magischen Ornamenten, blaue und rote:

e Ein blaues Ornament verwendet einen Elfen-Zauber: Es leuchtet, wenn seine Zahl gleich
der Summe der Zahlen seiner beiden Nachbarn ist.

e Ein rotes Ornament verwendet einen Rentier-Zauber: Es leuchtet, wenn seine Zahl gleich
dem Produkt der Zahlen seiner beiden Nachbarn ist.

Damit die Zauber richtig wirken kénnen, miissen rote und blaue Ornamente auf dem Kranz
strikt abwechselnd angeordnet sein - blau, rot, blau, rot ... einmal ganz herum. Da es das Jahr
2025 ist, hitten die Elfen gerne einen Kranz mit 2025 Ornamenten vorbereitet. Auf einem
solchen Kranz ist es jedoch nicht moglich, die Ornamente strikt abwechselnd anzuordnen, wes-
halb die Elfen stattdessen Krénze in der néchstkleineren und der néchstgrofleren zulédssigen
Grofle in Betracht ziehen: einen mit n; = 2024 und einen mit no = 2026 Ornamenten. Sie
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wollen eine Andordnung von Ornamenten finden, in welcher jedes Ornament leuchtet. Eine
solche Anordnung nennen wir eine vollstindig leuchtende Anordnung.

Fiir jede Kranzgrofle fragen sich die Elfen:

e Gibt es eine vollsténdig leuchtende Anordnung?

e Falls es eine solche Anordnung gibt: Was ist die Summe aller Zahlen auf dem Kranz?

Ist diese eindeutig bestimmt?

Antwortmdoglichkeiten:

1.

2.

10.

Weder fiir n1 noch fiir ny existiert eine vollstdndig leuchtende Anordnung.

Genau fiir eine der Groflen n; und ngy existiert eine vollstéindig leuchtende Anordnung,
aber die Summe der Zahlen ist nicht eindeutig bestimmt.

. Sowohl fiir n; als auch ney existiert eine vollsténdig leuchtende Anordnung; bei genau

einer der beiden Kranzgréfien ist die Summe der Zahlen eindeutig bestimmt und betréigt
0.

. Sowohl fiir n; als auch ngy existiert eine vollstdndig leuchtende Anordnung; bei genau

einer der beiden Kranzgrofien ist die Summe der Zahlen eindeutig bestimmt und betragt
506, 5.

. Sowohl fiir n; als auch ngy existiert eine vollstdndig leuchtende Anordnung; bei genau

einer der beiden Kranzgroflen ist die Summe der Zahlen eindeutig bestimmt und betragt

759.

. Sowohl fiir ny als auch no existiert eine vollstéindig leuchtende Anordnung; bei genau

einer der beiden Kranzgrofien ist die Summe der Zahlen eindeutig bestimmt und betragt
759, 75.

Sowohl fiir ny als auch no existiert eine vollstindig leuchtende Anordnung. Bei beiden
Kranzgroflen ist die Summe der Zahlen eindeutig bestimmt und beide Summen addiert
ergeben 0.

. Sowohl fiir ny als auch ngy existiert eine vollstdndig leuchtende Anordnung. Bei beiden

Kranzgroflen ist die Summe der Zahlen eindeutig bestimmt und beide Summen addiert
ergeben 1265,5.

Sowohl fiir n; als auch ne existiert eine vollstéindig leuchtende Anordnung. Bei beiden
Kranzgroflen ist die Summe der Zahlen eindeutig bestimmt und beide Summen addiert
ergeben 1266,25.

Sowohl fiir nq als auch ns existiert eine vollstéindig leuchtende Anordnung. Bei beiden
Kranzgroflen ist die Summe der Zahlen eindeutig bestimmt und beide Summen addiert
ergeben 1518,75.
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 10.

Zunichst zeigen wir, dass fiir beide Kranzgrofien vollstdndig leuchtende Anordnungen exi-
stieren. Tréigt jedes blaue Ornament die Zahl 1/2 und jedes rote Ornament die Zahl 1/4, so
sind die Bedingungen, unter denen jedes Ornament leuchtet, erfiillt. Damit erhalten wir eine
vollstdndig leuchtende Anordnung fiir jede gerade Anzahl von Ornamenten, insbesondere fiir
nq und ng.

Nun betrachten wir eine beliebige vollstandig leuchtende Anordnung. Wir wéhlen ein be-
liebiges blaues Ornament, dessen Zahl wir mit a # 0 bezeichnen. Das darauf folgende rote
Ornament trage die Zahl ab fiir ein gewisses b # 0. Die Zahlen auf den weiteren Ornamenten
koénnen nun jeweils eindeutig aus den beiden vorhergehenden mithilfe der Leuchtbedingungen
bestimmt werden. Daraus ergibt sich das in Abbildung 43 dargestellte Muster der aufeinan-

derfolgenden Ornamente.

Abbildung 43: Zehn aufeinanderfolgende Ornamente in einem Kranz mit n > 10 Ornamenten.

Ausgehend vom Paar (a,ab) erhalten wir nach acht Schritten wieder dasselbe Paar (a,ab).
Somit wiederholen sich die Zahlen nach jeweils 8 Ornamenten.

Ist die Kranzgroe ny = 2024, welche durch 8 teilbar ist, so treten daher die Zahlen a, ab, b, (1—
a)b,(1—a), (1 —a)(1—=0),(1—0b),a(l —0b) insgesamt 253-mal auf. Wir berechnen die Summe
von acht aufeinanderfolgenden Ornamenten:

at+ab+b+(1—abp+(1—-a)+(1—a)(1-0)+(1—-b)+a(l-0)
=a+ab+b+b—ab+1—a+1+ab—a—-b+1—-b+a—abd
= 3.

Da die betrachtete Anordnung beliebig war, ist fiir ny = 2024 die Summe eindeutig bestimmt
als 3 - 253 = 759.

Ist die Kranzgrofle no = 2026, welche bei Division durch acht den Rest 2 besitzt, so muss in
unserem periodischen Muster die Zahl auf Ornament 1 mit der Zahl auf Ornament 3 sowie
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die Zahl auf Ornament 2 mit der Zahl auf Ornament 4 iibereinstimmen. Daraus folgt a = b
und ab = (1 — a)b.

Setzt man a = b in die zweite Gleichung ein, so erhilt man a? = (1 — a)a, also 0 = (1 — 2a)a.
Da die Zahl auf keinem Ornament Null sein darf, folgt a = b = 1/2. Somit ist fiir ng die
einzige vollstindig leuchtende Anordnung genau die zu Beginn beschriebene. Die Summe ist
eindeutig bestimmt als 1013 -1/2 + 1013 - 1/4 = 759, 75.

Damit existieren fiir beide Kranzgrofien vollstéindig leuchtende Anordnungen, die Summe der
Zahlen ist jeweils eindeutig bestimmt, und die beiden Summen ergeben zusammen 1518, 75.
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Tlustration: Friederike Hofmann

18 Tannenbaumplantage

Autor: Tim Kunt (Zuse-Institut Berlin)

Aufgabe

Auf den Wunschzetteln, die dem Weihnachtsmann zugesendet werden, wird nicht selten um
einen Weihnachtsbaum gebeten. Daher kiimmert sich die Gértner-Elfe Anna darum, Tan-
nenbdume heranzuziehen. Da die klimatischen Gegebenheiten am Nordpol einen Anbau im
Freien unmoglich machen, steht Anna ein extra zu diesem Zweck errichteter Raum der Weih-
nachtsmannwerkstatt zur Verfiigung. Dessen quadratischer Grundriss ist in 7 x 7 kleine Felder
unterteilt, mit einem Wasserbecken genau in der Mitte.

Jedes der 49 kleinen Felder muss entweder fiir einen Tannenbaum oder fiir die Wasserzufuhr
verwendet werden. Jedes Tannenbaum-Feld muss direkt an mindestens ein Wasserfeld angren-
zen (d.h. sich mit diesem eine Seite teilen). Alle Wasserfelder miissen miteinander verbunden
sein (d.h. von jedem Wasserfeld kann man jedes andere Wasserfeld durch eine Folge von Was-
serfeldern erreichen, bei welcher sich jeweils zwei aufeinanderfolgende Wasserfelder eine Seite
teilen). Das mittlere Feld ist ein Wasserfeld.

Was ist die maximale Anzahl an Tannenbdumen, die Anna unter diesen Bedingungen zeit-
gleich anpflanzen kann?

Bemerkung: Abbildung 44 zeigt beispielhaft, wie man in einem 5 x 5-Raum die unter den
gegebenen Bedingungen maximale Anzahl an Tannenbidumen anpflanzen koénnte.
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Abbildung 44: Bepflanzung eines 5 x 5-Raums unter den gegebenen Bedingungen.

Antwortmoglichkeiten:

1. weniger als 20
2. 20

3. 22

4. 23

5. 24

6. 26

7. 27

8. 28

9. 30

10. mehr als 30
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 8.

Wie in Abbildung 45 dargestellt, gibt es eine Bepflanzung mit 28 Tannenbiumen. Somit
konnen lediglich die Antworten 8, 9 oder 10 korrekt sein.

Um 9 und 10 auszuschlieflen, zeigen wir nun, dass unter den gegebenen Bedingungen nicht 30
oder mehr Tannenbdume angepflanzt werden kénnen. Hierfiir beweisen wir, dass jede korrekte
Bepflanzung des Raumes mindestens 20 Wasserfelder enthalten muss. Den Beweis fithren wir
in 3 Schritten.

Abbildung 45: Eine Bepflanzung mit 21 Wasserfeldern und 28 Tannenbdumen

Schritt 1: Wasserfelder am Rand

Ein Feld nennen wir versorgt, falls es ein Wasserfeld ist oder umittelbar horizontal oder ver-
tikal an ein Wasserfeld angrenzt. Bei einer korrekten Bepflanzung des Raumes miissen alle 49
Felder versorgt sein.

Also miissen insbesondere die 4 Ecken versorgt sein. Da alle Wasserfelder verbunden sein
miissen, muss unabhéngig davon, ob die jeweilige Ecke ein Wasserfeld ist oder nicht, jeweils
eines der beiden angrenzenden’ Randfelder ein Wasserfeld sein. Somit muss es mindestens 4
Wasserfelder am Rand geben.

Wir zeigen nun, dass man im Fall von genau 4 oder genau 5 Wasserfeldern am Rand keine
Bepflanzung mit weniger als 21 Wasserfeldern erreichen kann:

Wir wissen bereits, dass jeweils eines der beiden an eine Ecke angrenzenden Felder ein Wasser-
feld sein muss. In Abbildung 46 links ist dieser Sachverhalt durch die blauen Balken dargestellt.
Nun betrachte man die rot eingefirbten Felder in Abbildung 46 links. Das jeweils angrenzen-
de Randfeld muss versorgt sein, d.h. dieses Randfeld, eines der beiden zu diesem Randfeld
angrenzenden Randfelder oder das rot eingefirbte Feld ist ein Wasserfeld.

Gibt es nur 4 Wasserfelder am Rand, folgt somit, dass alle rot eingefarbten Felder Wasserfel-
der sein miissen. Ferner miissen fiir den Zusammenhang der Wasserfelder die 4 diagonal an
die Ecken angrenzenden Felder Wasserfelder sein. Die Situation ist in Abbildung 46 rechts

Ein Feld heifit angrenzend an ein anderes Feld, wenn es sich mit diesem eine Seite teilt.
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Abbildung 46: Links die allgemeine Situation, rechts die Situation bei 4 Wasserfeldern am
Rand

dargestellt. Dann gibt es 13 Wasserfelder und 9 nicht miteinander verbundene Bereiche von
Wasserfeldern. Um diese zu verbinden braucht es noch mindestens 8 weitere Wasserfelder.
Somit braucht man mindestens 21 Wasserfelder.

Gibt es genau 5 Wasserfelder am Rand, so miissen geméfl der obigen Beobachtung mindestens
3 der rot eingefiirbten Felder Wasserfelder sein.

Angenommen, es sind genau 3 der rot eingefdrbten Felder Wasserfelder. Aus Symmetrie-
griinden kénnen wir annehmen, dass das obere rot eingefarbte Feld kein Wasserfeld ist. Dann
muss allerdings das angrenzende Randfeld versorgt sein, weshalb eines der beiden daran an-
grenzenden Randfelder ein Wasserfeld sein muss. Aus Symmetriegriinden kénnen wir an-
nehmen, dass es das linke ist. Die Situation ist in Abbildung 47 links dargestellt. Fiir den
Zusammenhang der Wasserfelder miissen die diagonal an die Ecken angrenzenden Felder, bis
auf das gelb eingefirbte, Wasserfelder sein.

Abbildung 47: Links die Situation bei 5 Wasserfeldern am Rand, wenn 3 der rot eingefiirbten
Felder Wasserfelder sind und rechts daneben die Situationen abhéngig davon, ob das gelb
eingefiirbte Feld ein Wasserfeld ist.

Nun fithren wir eine Fallunterscheidung danach durch, ob das in Abbildung 47 gelb einfirbte
Feld ein Wasserfeld ist:

Ist das gelb eingefiirbte Feld ein Wasserfeld, so sieht das Feld aus wie in Abbildung 47 mittig
dargestellt. Es gibt 13 Wasserfelder und je nachdem, welches der beiden an die obere linke
Ecke angrenzenden Felder ein Wasserfeld ist, entstehen 8 oder 9 nicht miteinander verbun-
dene Bereiche von Wasserfeldern. Im Falle, dass sich das Wasserfeld direkt unter der oberen
linken Ecke befindet, gébe es 9 nicht miteinander verbundene Bereiche und so brauchte es
mindestens 8 weitere Wasserfelder um diese zu verbinden, was bereits 21 Wasserfelder er-
gibt. Im Falle, dass sich das Wasserfeld direkt rechts neben der oberen linken Ecke befindet,
braucht es mindestens 7 weitere Wasserfelder, um diese zu verbinden. Wenn wir diese 8 Be-
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reiche von Wasserfeldern mit nur 7 Wasserfeldern verbinden, gibt es in diesem Fall allerdings
kein Wasserfeld, welches 2 Bereiche verbindet und gleichzeitig das mit dem Kreuz markierte
Feld - welches ja kein Wasserfeld ist - versorgt. Somit braucht es noch mindestens ein weiteres
Wasserfeld und daher werden mindestens 21 Wasserfelder benotigt.

Ist das gelb eingeféirbte Feld kein Wasserfeld, so ist die Situation notwendigerweise wie in
Abbildung 47 rechts. Das mit dem Kreuz markierte Randfeld kann kein Wasserfeld sein, da
es laut Annahme nur genau fiinf Wasserfelder am Rand gibt. Um dieses zu versorgen, muss
dann allerdings das gelb eingeféirbte Feld ein Wasserfeld sein, was zu einem Widerspruch fiihrt.
Somit kann es diesen Fall gar nicht geben.

Abbildung 48: Die Situation mit 5 Wasserfeldern am Rand, wobei alle 4 roten Felder Wasser-
felder sind.

Es verbleibt noch die Situation zu betrachten, dass sich am Rand genau 5 Wasserfelder befin-
den und 4 der rot eingefirbten Felder Wasserfelder sind. Diese ist in Abbildung 48 dargestellt.
Aus Symmetriegriinden kénnen wir annehmen, dass eines der gelb einfirbten Felder das fiinfte
Wasserfeld am Rand ist. Wieder sind notwendigerweise 3 der diagonal an die Ecken angren-
zenden Felder Wasserfelder.

Es gibt in diesem Fall 13 Wasserfelder und mindestens 9 nicht verbundene Bereiche von Was-
serfeldern. Um diese zu verbinden braucht es noch mindestens 8 weitere Wasserfelder. Somit
werden mindestens 21 Wasserfelder benétigt.

Bevor wir uns in Schritt 3 den Fillen mit mehr als fiinf Randfeldern zuwenden, untersuchen
wir im folgenden Schritt Bepflanzungen, bei denen die Konstellation der Wasserfelder vier
sogenannte Knicke enthilt.

Schritt 2: Knicke

Die in Abbildung 49 dargestellte Konstellation von Wasserfeldern sowie die Konstellationen,
die durch Spiegelung, Rotation oder eine Kombination davon aus dieser hervorgehen, bezeich-
nen wir als Knick.

Da die Wasserfelder verbunden sein miissen, kénnen wir uns vorstellen, dass wir beginnend
mit dem Wasserfeld in der Mitte die einzelnen Wasserfelder schrittweise an die bestehenden
Wasserfelder anfiigen, d.h. so hinzufiigen, dass die Wasserfelder stets verbunden sind.

Nun mochten wir die Anzahl der hinzugefiigten Wasserfelder zihlen, durch welche (minde-
stens) ein Knick entsteht.

Aus Symmetriegriinden kénnen wir annehmen, dass das zweite Wasserfeld iiber dem mittigen

93



MATH+ Adventskalender 2025 Aufgabe 18

Abbildung 49: Darstellung eines Knicks

platziert wird.

Um die obere und untere linke Ecke zu versorgen muss mindestens ein Wasserfeld so angefiigt
werden, dass ein Knick in Richtung der linken Seite entsteht. So kann aber maximal eine der
beiden linken Ecken versorgt werden. Zusétzlich muss also entweder noch ein weiteres Wasser-
feld so an die mittlere Spalte angefiigt werden, dass ein zweiter Knick in Richtung der linken
Seite entsteht, was zu einer nach links offenen U-férmigen Wasserfeldkonfiguration fithrt (Fall
1, siche Abbildung 50), oder beide linke Ecken werden iiber zwei Knicke erreicht, wobei die
Wasserfelder eine nach oben oder unten offene U-Form bilden (Fall 2, siche Abbildung 51).
Analog kann fiir die rechten Ecken argumentiert werden. Somit ist die Anzahl der einen Knick
erzeugenden Wasserfelder mindestens 4.

Abbildung 50: Versorgung der linken Ecken in Fall 1, bei dem die Wasserfelder eine nach links
offene U-Form bilden.

Abbildung 51: Versorgung der linken Ecken in Fall 2, bei dem die Wasserfelder eine nach oben
oder nach unten offene U-Form bilden.

Wir zeigen nun, dass man, falls diese Anzahl genau 4 betréigt, keine korrekte Bepflanzung mit
weniger als 21 Wasserfeldern erreichen kann:

Befinden wir uns in Fall 1, so konnen wir aus Symmetriegriinden annehmen, dass die Ver-
sorgung der linken Ecken wie in einer der Felder in Abbildung 50 erfolgt. Befinden wir uns
dagegen in Fall 2, so kénnen wir aus Symmetriegriinden annehmen, dass die Versorgung der
linken Ecken wie in einer der Felder in Abbildung 51 erfolgt. Die Versorgung der Ecken der
rechten Seite erfolgt analog wie auf der linken Seite. Hier kommen Spiegelungen der darge-
stellten Moglichkeiten an der vertikalen Symmetrieachse oder am Mittelpunkt des Raumes in
Frage.
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Angenommen wir versorgen die beiden linken Ecken, sowie beide rechte Ecken mit einer Kom-
bination von Féllen 1 und 2. Man sieht leicht, dass, wenn fiir die Versorgung der linken oder
der rechten Ecken der Fall 1 auftritt, nicht alle Felder ohne einen weiteren Knick versorgt
werden konnen, da es in der mittleren Zeile unversorgte Felder gibt. Wenn dagegen fiir beiden
Seiten Fall 2 auftritt, so gibt es mindestens 21 Wasserfelder.

Nun verbleibt der Fall zu betrachten, dass von der mittleren Spalte lediglich zu einer der Seiten
ein Knick erfolgt, aus Symmetriegriinden kénnen wir annehmen, dass dies die rechte ist. Dann
erfolgt die Wasserversorgung spiralférmig wie beispielhaft in Abbildung 52 dargestellt. Man
iiberzeugt sich leicht, dass in allen Fallen mindestens 21 Wasserfelder bendtigt werden.

Abbildung 52: Beispiele fiir spiralférmige Wasserversorgung

3. Schritt: Betrachtung der verbleibenden Fille

Wir betrachten, wie sich beim im vorherigen Schritt beschriebenen schrittweisen Anfiigen der
Wasserfelder die Anzahl der insgesamt versorgten Felder verédndert:

Gibt es nur das Wasserfeld in der Mitte, so sind dieses Feld und die 4 angrenzenden Felder,
also insgesamt 5 Felder, versorgt.

Nun iiberlegt man sich leicht, dass jedes weitere Wasserfeld, welches wir anfiigen, die Anzahl
der insgesamt versorgten Felder um hochstens 3 erhoht.

Entsteht bei Hinzufiigen eines Wasserfelds (mindestens) ein Knick oder ist das hinzugefiigte
Wasserfeld ein Randfeld, so erhoht sich die Anzahl der insgesamt versorgten Felder um
hochstens 2. Ist beides der Fall, so erhéht sich die Anzahl der insgesamt versorgten Felder
sogar um hochstens 1.

Sei w die Anzahl der Wasserfelder, r die Anzahl der Wasserfelder am Rand und d die Anzahl
der hinzugefiigten Wasserfelder, durch welche ein Knick entstand. Wegen der vorangegangen
Uberlegung sind dann héchstens 5 4 3(w — 1) — r — d Felder versorgt.

Da alle 49 Felder versorgt sein sollen, muss also

54+3(w—-1)—r—d>49
beziehungsweise

> 47+3d—|—7“

w

gelten.
Nach Schritt 1 und Schritt 2 miissen wir nun noch die Fille betrachten, bei welchen r > 6
und d > 5 gilt. Nach obiger Ungleichung gilt dann allerdings

58
> 2299,
w=73
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Das heifit in diesen Féllen gibt es, genau wie wir zeigen wollten, mindestens 20 Wasserfelder.

Somit enthélt jede korrekte Bepflanzung des Raumes mindestens 20 Wasserfelder und hoéchstens
29 Tannenbdume. Daher ist Antwort 8 korrekt.

Bemerkung: Mit den Argumenten aus Schritt 1 (unzusammenhingende Bereiche verbinden,
Symmetriegriinde) ist es auch fiir 6 und 7 Wasserfelder am Rand moglich, zu zeigen, dass man
mindestens 21 Wasserfelder benotigt. Schlieffit man dann noch den einzigen verbleibenden Fall,
bei dem 47 4+ d 4+ r = 60 gilt, ndmlich » = 8 und d = 5, aus, so gilt in allen weiteren Féllen
47+ d + r > 61, also wegen der in Schritt 3 hergeleiteten Ungleichung w > 20. Dadurch
hat man dann gezeigt, dass jede korrekte Beflanzung des Raumes héchstens 28 Tannenbédume
enthélt.
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Illustration: Julia Nurit Schénnagel

19 Das Nordpol-Museum

Autor: Lucas van Kreveld

Aufgabe

Im Nordpol-Museum fiir Weihnachtstechnologie liegt Aufregung in der Luft. Zum allerer-
sten Mal 6ffnet das Museum seine Tiiren fiir die Offentlichkeit — und da mit einem riesigen
Besucherandrang gerechnet wird, bleibt es an den ersten drei Tagen rund um die Uhr gedffnet.

Um die genialen Schlitteninnovationen zu présentieren, die im Laufe der Jahrhunderte ent-
wickelt wurden, hat der Weihnachtsmann den ersten grofien Ausstellungsbereich eingerichtet:
Halle A. Dort glinzen die grofiten Errungenschaften — vom klassischen Holzschlitten, der
von Rentieren gezogen wird, iiber das kurzlebige Jetantrieb-Modell bis hin zum legendé&ren,
aber leider vollig unkontrollierbaren KI-Prototypen. Direkt daneben befindet sich Halle B,
die Zuckerstangen-Ingenieurhalle, in der Besucher entdecken kénnen, wie Zuckerstangen her-
gestellt, geformt und fiir kostlichen Genuss entworfen werden.

Das Museum hat drei Tiiren: eine verbindet die Auflenwelt mit Halle A, eine verbindet die
AuBenwelt mit Halle B, und eine verbindet Halle A mit Halle B. Die Besucher treffen ab der
Offnungszeit des Museums mit einer konstanten Rate von genau einem Besucher pro Minute
ein und dies wihrend der gesamten drei Tage. Alle Besucher mochten beide Hallen besuchen,
konnen jedoch eine von zwei verschiedenen Routen durch das Museum nehmen. Route 1
besucht zuerst Halle A, dann Halle B und verldsst dann das Museum, wihrend Route 2
zuerst Halle B, dann Halle A besucht und dann das Museum verlésst.
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Die ankommenden Besucher wechseln sich zwischen diesen beiden Routen ab: Der erste Be-
sucher beginnt mit Halle A, eine Minute spéter beginnt der nichste Besucher mit Halle B,
nach einer weiteren Minute beginnt der nichste Besucher mit Halle A und so weiter.

Jeder Besucher verbringt genau 15 Minuten in Halle A und genau 45 Minuten in Halle B
(wegen all der kostlichen Zuckerstangenproben).

Elfe Alma ist die 2025. Besucherin. Sei k die Anzahl anderer Besucher, die sie wihrend ihres
Aufenthalts im Museum sieht? Ein Besucher gilt als gesehen, wenn er sich zu irgendeinem
Zeitpunkt in derselben Halle wie sie befindet, oder wenn sie sich beim Ubergang von einer
Halle in die andere begegnen. Welche Ziffer steht an der Einerstelle von k7

Antwortmoglichkeiten:

1.1

2. 2

10. 0
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 4.

Die korrekte Anzahl betragt 104. Eine Moglichkeit, dies einzusehen, besteht darin, zwischen
Besuchern zu unterscheiden, die Route 1 wéhlen, und solchen, die Route 2 wéhlen.

Wir bemerken zunéchst, dass zwei Besucher sich nicht gleichzeitig beim Wechsel zwischen
den Hallen begegnen konnen. Ein Besucher der Route 1 wechselt nach seiner Ankunft nach
einer ungeraden Zahl von Minuten (15 min), ein Besucher der Route 2 ebenfalls nach einer
ungeraden Zahl von Minuten (45 min). Da Route-1- und Route-2-Besucher zu Ankunftszeiten
unterschiedlicher Paritiit'? eintreffen, besitzen auch ihre jeweiligen Wechselzeitpunkte unter-
schiedliche Paritéit und kénnen daher nicht zusammenfallen.

Besucher mit Route 1: Unter den Besuchern, die Route 1 nehmen, sieht Elfe Alma genau
diejenigen, die innerhalb von 45 Minuten vor oder nach ihrer Ankunft eintreffen, da sie diesen
Besuchern gemeinsam in Halle B begegnet. Davon gibt es 44 Besucher.

Setzt man ihre Ankunftszeit auf 0, so sind dies die Besucher, die zu den Zeiten

—44, —42, ..., —4, —2,2,. 4, ...,42, 44
ankommen.

Besucher mit Route 2: Unter den Besuchern, die Route 2 nehmen, sieht Elf Alma genau dieje-
nigen, die innerhalb von 60 Minuten vor oder nach ihrer Ankunft eintreffen. Die Wegefiihrung
stellt sicher, dass sie allen diesen Besuchern begegnet, da sie sich wiahrend ihres Aufenthalts
im Museum zu irgendeinem Zeitpunkt gleichzeitig in derselben Halle befinden.

Davon gibt es 60 Besucher. Bei Ankunftszeit 0 sind dies die Besucher, die zu den Zeiten

—59, =57, ..., =3, —1,1,3, ..., 57, 59

ankommen.
Insgesamt sieht Alma
44 4+ 60 = 104

andere Besucher wahrend ihres Museumsbesuchs.

107wei Zahlen haben gleiche Paritéit, wenn beide gerade oder beide ungerade sind.
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Illustration: Zyanya Santuario

20 Mehr Schafe als Schlaf

Autor: Matthew Maat (Universiteit Twente)

Projekt: Combining algorithms for parity games & linear programming

Aufgabe

Auf den ersten Blick ist es eine ganz gewohnliche Nacht. Eine kleine Gruppe von Hirten sitzt
am Feuer, wihrend die letzten Sonnenstrahlen allméhlich vom Licht eines hellen Sterns hoch
am Himmel abgelost werden. Unwissend, was sie spéter in dieser Nacht erleben werden, ver-
suchen die Méanner einzuschlafen.

Wie jeder Hirte weif3, ist Schéfchen zu zdhlen die beste Methode, um sanft in den Schlaf zu
finden. Da sie dies jedoch jede Nacht tun, wollen sie fiir etwas Abwechslung sorgen und ver-
suchen, die Schafe in einem vertikalen Schaf-Konga anzuordnen, das wir im folgenden Schritt
fiir Schritt definieren werden.

Ein vertikales 1-Schaf-Konga besteht einfach aus einem einzigen Schaf.

Groflere vertikale Schaf-Kongas lassen sich aus kleineren zusammensetzen. In der folgenden
Konstruktion werden Schafe idealisiert und als Kreise dargestellt. Fiir jede natiirliche Zahl
n > 1 gilt: Ein vertikales n-Schaf-Konga besteht aus einem vertikalen (n — 1)-Schaf-Konga
sowie zwei identischen horizontalen [%]—Schaf—Kongasu, wobei ein horizontales Schaf-Konga

17z ist die kleinste natiirliche Zahl, die mindestens so grof ist wie x, zum Beispiel ist [6,5] =7 = [7].
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einfach ein um 90 Grad gedrehtes vertikales Schaf-Konga ist. Die zwei horizontalen Schaf-
Kongas werden dabei {iber- und unterhalb des vertikalen Schaf-Kongas auf derselben vertika-
len Geraden zentriert und so angeordnet, dass die entstehende Figur sowohl eine horizontale
als auch eine vertikale Symmetrieachse besitzt.

In Abbildung 53 sind einige Beispiele fiir vertikale Schaf-Kongas zu sehen. Dabei reprisentieren
die braunen Schafe das (n—1)-Schaf-Konga und die weiflen Schafe die horizontalen [% |-Schaf-
Kongas des jeweiligen n-Schaf-Kongas.

e
8
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Abbildung 53: Von links nach rechts: Ein 1-Schaf-Konga, ein 2-Schaf-Konga, ein 3-Schaf-
Konga und ein 4-Schaf-Konga.

Nun sei C' die Gesamtanzahl von Schafen in einem (2025°)-Schaf-Konga. Welche der folgenden
Aussagen ist wahr?

FEin Hinweis befindet sich unterhalb der Antwortmdglichkeiten.

(Antwortmdéglichkeiten auf néachster Seite.)
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Antwortmoglichkeiten:
1. C <2025°
2. 2025° < O < 202520:2
3. 202520% < ¢ < 10100
4. 10190 < ¢ < 102025
5. 102025 < C < 2,02529%
6. 2,02529% < C < 5,20220%5
7. 5,20220% < C < 20,2520%

8. 20,25%0%5 <« C < 2025!

5
9. 2025! < C < (2025°)*%

10. € > (20255)*%

Hinwers: Denke iiber Zweierpotenzen nach.

Projektbezug:

Die Funktion f, die jedem n die Gesamtanzahl der Schafe in einem n-Schaf-Konga zuordnet,
verhilt sich dhnlich wie die Funktion 2(1°08™)?, Allgemein gilt: Wenn eine Funktion f ungefidhr
wie 2(087)° fijr eine Konstante ¢ > 1 wiichst, sagt man, dass sie quasi-polynomielles Wachs-
tum aufweist. Die Laufzeit der schnellsten bekannten Algorithmen zur Bestimmung optimaler
Strategien in Paritétsspielen wichst ebenfalls quasi-polynomiell.
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 5.

Es sei f(n) die Anzahl von Schafen in einem n-Schaf-Konga. Wir finden folgende rekursive
Beziehung fiir f:

[y =1

fn) = fln—1)+2f U%D fiir alle n > 2
Beachte, dass die Funktion f streng monoton wachsend ist, was bedeutet, dass f(n+1) > f(n)
fiir alle natiirlichen Zahlen n gilt. Diese Eigenschaft kénnen wir nutzen um den Wert f(2025°)

abzuschétzen. Wie bereits im Hinweis erwihnt, bietet es sich an, mit Zweierpotenzen zu
arbeiten. Wir finden zunichst 2% < 2025° < 2% und damit auch

f(2%%) < f(2025%) < f(2%9).

Nun wollen wir zuerst f(2°%) von oben abschiitzen. Dafiir wenden wir die obige rekursive
Relation 2°° — 1 mal auf den ersten Summanden an und erhalten

f(2°) = f2P —1)+2f(2°)
= (2 —2)+4f(2")
= f(2° = 3)+ (4f(2°) +2£(2° - 1))

= .f.(.l) + (4f (2% +4f (27 — 1) + ...+ 4f(2) + 2f(1))
< 256 . f(254),

wobei die letzte Ungleichheit aus der Tatsache folgt, dass die Summe 2°% — 1 Terme enthiélt,
die alle hochstens so groB sind wie f(2%%). Auf die gleiche Art und Weise zeigen wir

F) <20 f(2%),  f(27%) <27 (2%,
bis f(2!) <22 £(2°). Daraus folgt dann
F(2%) <250 p(251) < 2%0. 2% f(2%%) < ... < 250290 22 f(20) = 21,

Hier folgt die letzte Gleichheit aufgrund der Potenzgesetze und dem Fakt, dass die Summe
aller natiirlichen Zahlen von 1 bis zu einer Zahl n genau dem Ausdruck %n(n + 1) entspricht.
Damit erhalten wir

£(2025%) < £(2%%) < 21595 < 2,025292°,

Nun betrachten wir f(2°) und wollen eine geeignete untere Schranke finden. Diesmal wenden
wir die rekursive Relation 2° mal auf den ersten Summanden an und erhalten

f@ = @ -1)+2f(2%)
= f(2—2)+47(2%)
= f(2° —3)+ (4 (2%%) +2f(2° - 1))

= :1‘.(‘253) F(AF2) +4£ (2% — 1) ...+ 4F(22 4 1))
> 2. (2%,
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wobei die letzte Ungleichung aus der Tatsache folgt, dass die Summe 2°* + 1 Terme enthélt,
die alle mindestens so grof sind wie f(2%2). Auf die gleiche Art und Weise wie zuvor erhalten
wir

F(2%) > 22 f(27), f(2°) > 27 £(2%),
und so weiter. Damit ergibt sich
F(2%%) > 2% f(2%2) > 250292 f(2°0) > . > 290297 92 f(20) = 27

Die letzte Gleichheit folgt wieder aus den Potenzgesetzen und der oben erwédhnten Summe
aller natiirlichen Zahlen bis zu einer Zahl n (in diesem Fall n = 27), die in diesem Fall noch
mit zwei multipliziert wird. Wir sehen nun, dass

10% < 2Y

dquivalent zu

log 2
d < 8% o 0.3 oder z<0.3y
y  log10

ist. Schlussendlich folgt

F(2025%) > f(27) > 276 > 1077003 > 102025,

Alternativ kann man leicht berechnen, dass 2'° > 10? ist, woraus sich
f(20255) > f(254) > 2756 > 2750 > 103'75 > 10202.5

ergibt.
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Tlustration: Friederike Hofmann

21 Die Weihnachtsmission des Schneewichtels

Autor: Prof. Dr. Daniel Gembris (Duale Hochschule Sachsen in Dresden)

Aufgabe

Der fleiflige Wichtel Willi hat die wichtige Aufgabe, den Sportplatz fiir die grofle Wichtel-
Weihnachtsfeier von Schnee zu befreien. Dabei geht er systematisch vor: Er teilt den Sport-
platz in gleich grofle Quadrate ein und rédumt jeweils ein Quadrat komplett, bevor er das
nichste beginnt. Den Rest des Sportplatzes, der sich nicht durch Quadrate einteilen lasst,
rdumt er anschlieBend leer. Doch damit nicht genug — er will den Schnee so verwenden, dass
daraus préichtige Schneekugeln entstehen! Durch Willis jahrelange Erfahrung im Formen von
Schneekugeln, wird jede seiner Kugeln perfekt und hat einen exakten Durchmesser von 1,5 m.

Folgende Informationen sind bekannt:

Informationen zum Schnee
e Der Sportplatz ist mit 5 cm Neuschnee bedeckt.
e Der Schnee hat eine Dichte von 50 kg/m?3.

e Durch das Formen der Schneekugel verdichtet sich der Schnee und hat dann eine Dichte
von 100 kg/m?.
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Willis Schneeschiebe-Strategie fiir ein Quadrat
o Aufteilung der Fliche und Wahl der Bahnbreite

Das Quadrat mit Seitenldnge a wird in parallele R&umbahnen zerlegt, die alle parallel
zu einer Seite des Quadrats verlaufen. Die Breite b einer Bahn entspricht der Breite
des Schneeschiebers. Diese Breite ist so gew#hlt, dass Willi beim Réumen einer Bahn
maximal 5kg Schnee gleichzeitig schiebt. Die Bahnbreite hat Willi daher passend zu
seiner maximalen Schiebekraft berechnet.

Die Bahnen liegen direkt nebeneinander und bedecken zusammen die gesamte Flache
des Quadrats. Falls die Seitenléinge a kein ganzzahliges Vielfaches von b ist, ist die letzte
Bahn schmaler. Dabei ist sicherzustellen, dass beim Réumen dieser schmalen Bahn der
Schnee der umliegenden Quadrate unberiihrt bleibt.

¢ Bewegung beim Riumen einer Bahn

Willi beginnt in einer Ecke des Quadrats (Startecke). Zur Positionierung der ersten
Bahn bewegt er sich entlang des Quadratrandes um eine Strecke von %, sodass der
Schneeschieber mittig auf der ersten Bahn anliegt. Ab dieser Position raumt er die Bahn,
indem er den Schnee dieser Bahn geradlinig iiber die gesamte Lénge a in Schieberichtung
bis an den Rand des Quadrats schiebt.

Beim R&umen bleibt der Schnee vollstandig innerhalb der aktuellen Bahn. Es bleibt kein
Schnee liegen und es gelangt kein Schnee auf benachbarte Bahnen oder in benachbarte
Quadrate. Der an den Rand gedriickte Schnee wird in der weiteren Betrachtung als
entlang der entsprechenden Quadratseite liegend angenommen.

e Wechsel zwischen zwei Bahnen

Nachdem eine Bahn vollstindig gerdumt ist, lduft Willi zunéchst entlang derselben
Bahn zur Ausgangsseite des Quadrats zuriick. AnschlieBend bewegt er sich senkrecht
zur Schieberichtung um genau eine Bahnbreite b und positioniert sich am Anfang der
néchsten Bahn. Dort wiederholt er den Rdumvorgang nach demselben Muster.

Dieser Ablauf wird Bahn fiir Bahn fortgesetzt, bis alle Bahnen des Quadrats gerdumt
sind. Ist die letzte Bahn schmaler, erfolgt der seitliche Versatz entsprechend ihrer Breite.

e Schneesammelstelle und Ende des Schneeschiebens

Die Schneesammelstelle eines Quadrats befindet sich in der Ecke, die der Startecke
diagonal gegeniiberliegt. Nach dem Raumen der letzten Bahn lduft Willi die Bahn nicht
mehr zuriick, sondern bewegt sich direkt zur Sammelstelle. (Bewegungen entlang des
Quadratrandes erfolgen unabhéngig vom dort liegenden Schnee.)

Dort tauscht Willi den Schneeschieber gegen einen Eimer aus. Der entlang des Ran-
des des Quadrats zusammengeschobene Schnee wird anschlieend abtransportiert und
zuriick zur Schneesammelstelle getragen.

Informationen zum Schneetransport

e Willi tragt den Schnee grundsétzlich in 5-kg-Portionen; lediglich beim letzten Transport
kann die aufgenommene Schneemenge geringer sein.
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e Um nicht unnotig lange zu laufen, bis er 5kg Schnee passiert hat, positioniert er sich
entlang der Quadratseite so, dass er den Schnee von beiden Seiten aufnehmen kann. Dazu
bewegt er sich so entlang der Seite des Quadrates, an der der Schnee liegt, bis er 2,5 kg
Schnee hinter sich gelassen hat (oder er am Ende des Quadrates angekommen ist). Von
beiden Seiten seines Standortes packt Willi nun jeweils 2,5kg Schnee in seinen Eimer
(oder aber den Rest, der evtl. am Ende eines Quadrates iibrig bleibt) und transportiert
diesen zur Schneesammelstelle.

Willis Geschwindigkeit und Zeitannahmen

e Er bewegt sich mit einer konstanten Geschwindigkeit von 1m/s — sowohl mit als auch
ohne FEimer oder Schneeschieber.

e Die Zeit fiir das Ablegen und Aufheben von Eimer und Schieber, das Befiillen und Leeren
des Eimers sowie das Formen der Schneekugeln bleibt unberiicksichtigt.

Deine Aufgabe

1. Bestimme die Kantenlidnge a des Quadrats, das fiir eine Schneekugel nétig ist.
2. Bestimme die Breite b des Schneeschiebers, den Willi verwendet.

3. Berechne die Zeit {gesamt, die Willi benotigt, um den Schnee eines einzelnen Qua-
drats zur jeweiligen Schneesammelstelle zu befordern, d. h. sowohl durch Rdumen mit
dem Schneeschieber als auch durch Transport mit dem Eimer. Abgeschlossen ist die
Aktion, wenn Willi zum Schluss an der Sammelstelle steht.

Gib alle Ergebnisse in folgenden Einheiten und Rundungen an:

e ¢ in Metern, auf eine Stelle nach dem Komma gerundet,
e b in Metern, auf zwei Stellen nach dem Komma gerundet,

® tgesamt in Minuten, auf eine Stelle nach dem Komma gerundet.

(Antwortmdglichkeiten auf ndchster Seite.)
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Antwortmoglichkeiten:
1. a=284m, b=0,22m, tgesamt = 10,1 min
2. a=28,4m, b=0,22m, tgesamt = 13,4 min
3. a=28,4m, b=0,22m, tgesamt = 15,2min
4. a=84m, b=0,24m, tgesamt = 10,1 min
5. a=84m, b= 0,24m, tgesamt = 15,2min
6. a=9,0m, b=0,22m, tgesamt = 10,1 min
7. a=19,0m, b=0,22m, tgesamt = 13,4 min
8. a=9,0m, b=0,24m, tgesamt = 10,1 min
9. a=9,0m, b=0,24m, tgesamt = 13,4 min

10. @ =9,0m, b = 0,24m, tgesamt = 15,2min
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 5.

Schritt 1: Berechnung der Masse einer Schneekugel

Die Schneekugel hat einen Durchmesser von 1,5 m, daher betragt ihr Radius:

1
r= ’—5111 =0,75m .
2
Das Volumen der Kugel berechnet sich mit der Formel:
4 4 9
V= §7r7“3 = §7r(0, 75)3 m3 = 6" m? ~ 1,767m? .

Die Schneekugel besteht aus verdichtetem Schnee mit einer Dichte von 100 kg/m?. Die Masse
der Schneekugel betrigt:

22
MKugel = V - Dichte = %771113 -100kg/m> = T57rkg ~ 176, 7Tkg .

Schritt 2: Berechnung der Schneemenge, die fiir die Schneekugel bendétigt wird

Der Neuschnee auf dem Sportplatz hat eine Dichte von 50 kg/m? und eine Héhe von 5cm =
0,05 m. Das Volumen von %57r kg Neuschnee ist somit:

MKugel Ly
ViNeuschnee = — 8% = 4 "3 = Zrm3 ~ 3,534 m? .
eusehnee ™ nyichte 50 8 ’

Aufgrund der Hohe von 0,05 m entspricht dieses Volumen einer Grundfliche von:

VNeuschnee %7’( 2 45 2 2
A = = = — ~ .
Hohe 0.05 m 5 Tm 70,68 m

Die Seitenléinge des Quadrats, das fiir eine Schneekugel berdumt werden muss, ist:

45
a=VA= ?wm%&élm.

Schritt 3: Berechnung der Schneeschieberbreite
Die Masse des Schnees pro Quadratmeter betrigt:
Masse pro m? = Dichte - Hohe = 50kg/m? - 0,05m = 2, 5kg/m? .
Diese Masse des Schnees, den Willi pro Bahn schiebt, ist proportional zur Fliche der Bahn:
Schneemasse pro Bahn = a - b - Masse pro m?
Da Willi maximal 5kg Schnee schieben kann, gilt:
a-b-2,5kg/m? =5kg ,

5 o 5

a-2,5 V22,51 2,5

Die Breite des Schneeschiebers betrigt also:

b~0,238m (ca. 24 cm).

b

m ~ 0,238 m .
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Schritt 4: Berechnung der Transportzeit

(a) Anzahl der Bahnen
Die Anzahl der Bahnen ergibt sich aus der Seitenldinge des Quadrats und der Breite des

Schneeschiebers:
a V22,5m 22,5

n = g = 5
V22,5125
Willi muss also 35 volle Bahnen und eine schmalere Bahn raumen.

~ 35,34 = n = 36.

(b) Schneeriumzeit
Willi réumt den Schnee in parallelen Bahnen. Fiir jede Bahn lduft er hin und zuriick. Er 1duft
also die Lénge jeder Bahn zweimal. Die Gesamtlinge aller Bahnen betragt daher:

Gesamtlinge =2-n-a=2-36-+/22,57m ~ 605, 3 m.

Die Raumzeit bei 1 m/s Geschwindigkeit ist:

Gesamtldnge 72 -./22,5m
B 1

v

tRiumen = SIS 605, 3s.
Die Bewegung in senkrechter Richtung fiir den Wechsel von einer Bahn zur néchsten vergrofiert
die Strecke um a = /22,57 m, da er in einer Ecke startet und in der diagonal gegeniiber
liegenden endet, also die gesamte Seitenlinge des Quadrats einmal zuriicklegt. Allerdings
muss er die letzte geriumte Bahn nicht zuriicklaufen, wodurch sich die Strecke um 8,4m
verringert. Diese Anderungen der Gesamtlinge und damit auch der Rdumzeit heben sich also
gegenseitig auf.
(c) Schneetransport
Willi tragt den Schnee jeder Bahn mit einem masselosen Eimer in 5 kg-Portionen zur Schnee-
sammelstelle. Um die Mitte der i-ten Bahn von der Schneesammelstelle aus zu erreichen, muss
Willi eine Strecke von

di=(1—0,5)-b

zuriicklegen.
Die Zeit fiir einen Transportweg (hin und zuriick) fiir die i-te Bahn betrégt:

1 1
ti=2-di-—=2-(i—0,5)b-—.
v v

Die gesamte Transportzeit ist die Summe der Zeiten fiir alle Bahnen:

n
tTransport = Z 2. (Z - 07 5)
=1

'ms.

Aus der Summe lisst sich der Faktor 2b ausklammern:

n
tTranSport =2-b- Z(Z - 07 5)
=1

S
=
Die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen ist:

n

& . n-(n+1) , _n-(n+1) n
=Ty L-0n =T

i=1 i=1
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Zwar hat die 36. Bahn geringeres Schneevolumen als die 35 vorherigen, das dndert aber nichts
an der Zeit, die Willi braucht, um diesen Schnee zur Schneesammelstelle zu transportieren.
Einsetzen von n = 36 liefert:

n

Zz’ 36 37—666 205_7: 18,

=1
n
D (i —0,5) =666 — 18 = 648 .
i=1

Fiir die Transportzeit ergibt sich damit:

5
ZLfTransport =2 —— - 648s =~ 308,38 .

V22,57 -2,5
Endergebnisse
1. Kantenlinge des Quadrats: 8,4 m
2. Breite des Schneeschiebers: 0,238 m (ca. 24 cm)
3. Transportzeit: tTransport ~ 308,3s
4. Raumzeit: tgsumen = 605,38

5. Gesamtzeit:

tgosamt = tRaumen + PTransport & 605,35 + 308,35 = 913,65 ~ 15, 23 Minuten.
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Illustration: Zyanya Santuario

22 Von starken und schwachen Rentieren

Autor:  Max Klimm (TU Berlin)

Projekt: AA3-18
Evolutionsprozesse fiir Populationen & 6konomische Akteure

Aufgabe

Der Weihnachtsmann fahrt bekanntlich einen Schlitten, der von zwei Rentieren gezogen wird,
die zufillig aus einer groflen Population am Nordpol ausgew&hlt werden. Jedes fiir den Schlit-
ten eingeteilte Rentier gehort zu einer von zwei Arten: Entweder zieht es den Schlitten kriftig
oder nur schwach.

Wenn beide Rentiere kraftig ziehen, fliegt der Schlitten anmutig iiber den Himmel, alle sind
zufrieden, und beide Rentiere erhalten jeweils 4 Haufen Heu als Belohnung. Wenn ein Rentier
kraftig zieht, wihrend das andere nur schwach zieht, fliegt der Schlitten zwar weiterhin gut,
aber es ist sehr anstrengend fiir das kréftig ziehende Rentier, das anschlieflend zu erschopft
ist, um zu fressen, und daher kein Heu erhélt, widhrend das schwach ziehende Rentier 5 Hau-
fen Heu bekommt. Wenn beide Rentiere schwach ziehen, bewegt sich der Schlitten nur sehr
langsam, der Weihnachtsmann ist unzufrieden, und beide Rentiere erhalten lediglich die Min-
destmenge von jeweils einem Haufen Heu.

Wir méchten verstehen, wie sich der Anteil der kriftig ziehenden Rentiere in der Population
entwickelt, und verwenden dafiir die sogenannte Replikatordynamik. Bezeichnen wir den Anteil
kréftig ziehender Rentiere zum Zeitpunkt ¢ mit z(t), so ist ein zuféllig ausgewihltes Rentier
zum Zeitpunkt ¢t mit Wahrscheinlichkeit z(t) kriftig ziehend und mit Wahrscheinlichkeit 1 —
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x(t) schwach ziehend. Mit dieser Beobachtung kann man leicht berechnen, dass ein kriftig
ziehendes Rentier im Erwartungswert

f(t) = 4x(t) + 0(1 — 2(1))

Haufen Heu erhilt, wenn es zum Zeitpunkt ¢ zum Ziehen eingeteilt ist. Eine &hnliche Glei-
chung erhilt man fiir die Funktion f4(¢), die die erwartete Heumenge eines schwach ziehenden
eingeteilten Rentiers beschreibt.

Die zentrale Annahme der Replikatordynamik ist, dass der Anstieg des Anteils eines Ren-
tiertyps proportional zur Anzahl an Heuhaufen ist, die ein Rentier dieses Typs beim Dienst
am Schlitten mehr bzw. weniger erhélt als ein durchschnittliches Rentier in der Population.
Genauer gilt fiir die momentane Anderungsrate z'(t) (siche Bemerkung 2) des Anteils der
kréftig ziehenden Rentiere zum Zeitpunkt ¢ die Gleichung

210 =) () = (00 + (1= (D)) ) 6
Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

Bemerkung 1: Fiir einen gegebenen Zeitpunkt ¢y und einem Wert ¢ gibt es genau eine Funk-
tion x(t), die sowohl z(ty) = ¢ als auch Gleichung 5 erfiillt.

Bemerkung 2: Die momentane Anderungsrate (auch Ableitung genannt), kann wie folgt in-
terpretiert werden:

e Wenn z/(t) = 0 zu jedem Zeitpunkt ¢ in einem Intervall gilt, dann ist x(¢) in diesem
Intervall konstant.

e Wenn z/(t) > 0, existiert ein Zeitintervall um ¢, in dem z(¢) zunimmt.
e Wenn 2/(t) < 0, existiert analog ein Zeitintervall um ¢, in dem z(¢) abnimmt.

Fiir eine lineare Funktion f(¢) = at + b mit reellen Zahlen a, b ist zu jedem Zeitpunkt ¢ die
momentane Anderungsrate f'(t) gleich a, also gleich dem Anstieg der Funktion.

(Antwortmdglichkeiten auf ndchster Seite.)
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Antwortmoglichkeiten:

1.

10.

Die Formel fiir die erwartete Anzahl an Heuhaufen, die ein schwach ziehendes Rentier
zum Zeitpunkt ¢ erhélt, wenn es zum Schlittenziehen eingeteilt ist, lautet

fs()=5-(1—=x(t) +1-z(t).

. Wenn zum Zeitpunkt 0 alle Rentiere kriftig ziehend sind, wird es zu einem Zeitpunkt ¢

der Fall sein, dass nicht mehr alle Rentiere kraftig ziehend sind.

. Wenn zum Zeitpunkt 0 alle Rentiere schwach ziehend sind, wird dieser Zustand fiir

immer bestehen bleiben.

. Wenn zum Zeitpunkt 0 ein Gleichgewicht zwischen kréftig ziehenden und schwach zie-

henden Rentieren besteht, also x(0) = 1/2 gilt, bleibt dies fiir immer so.

. Der Anteil der kriftig ziehenden Rentiere zum Zeitpunkt 1 ist immer derselbe, un-

abhéngig davon, wie grofl der anfingliche Anteil kriftig ziechender Rentiere zum Zeit-
punkt 0 ist.

. Fiir einige anfingliche Anteile kriftig ziehender Rentiere zum Zeitpunkt 0 steigt der

Anteil der kriftig ziehenden Rentiere iiber einen gewissen Zeitraum.

Der Weihnachtsmann kann einen Anteil z(0) kréaftig ziehender Rentiere zum Zeitpunkt 0
mit 0 < z(0) < 1/2 wihlen, sodass der Anteil kréftig zichender Rentiere fiir alle Zeiten
iiber 1/4 liegt.

. Angenommen, der Weihnachtsmann &ndert sein Fiitterungsverhalten so, dass jedes Ren-

tier doppelt so viel Heu wie zuvor erhélt. Dies beeinflusst die Dynamik des Anteils nicht,
unabhéingig vom anfinglichen Anteil zum Zeitpunkt 0.

. Angenommen, der Weihnachtsmann &ndert sein Fiitterungsverhalten so, dass jedes Ren-

tier einen zusétzlichen Heuhaufen erhilt. Dies beeinflusst die Dynamik des Anteils fiir
einige anfingliche Anteile.

Angenommen, der Weihnachtsmann dndert sein Fiitterungsverhalten so, dass jedes Ren-
tier immer genau einen Heuhaufen erhélt, unabhéngig von der Zugleistung. Dann werden
fiir alle Anfangsanteile zum Zeitpunkt 0 nach einiger Zeit alle Rentiere schwach ziehend
sein.

Projektbezug:

Die Replikatordynamik ist ein Beispiel fiir eine Fragestellung, die im Bereich der evolutionéren
Spieltheorie untersucht wird. Wir interessieren uns im Projekt AA3-18 fiir mathematische
Prozesse, die beschreiben, wie sich sowohl verschiedene Genotypen als auch unterschiedliche
okonomische Verhaltensmuster im Laufe der Zeit herausbilden. Dieses Forschungsfeld, in dem
dhnliche mathematische Modelle verwendet werden, um scheinbar unabhéngige Prozesse in
den zwei voneinander getrennten Anwendungsbereichen Biologie und Okonomie zu beschrei-
ben, ist ein gutes Beispiel fiir die Fahigkeit der Mathematik, ein allgemeines Verstdndnis
grundlegender Prozesse zu liefern, die je nach Anwendung vollig unterschiedliche Interpreta-
tionen haben kénnen.
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 3.

Bevor wir zu detaillierten Losungen iibergehen, ist es hilfreich fy(¢) fiir jedes ¢ zu berechnen:
Zum Zeitpunkt ¢ trifft ein schwach ziehendes Rentier mit Wahrscheinlichkeit x(¢) auf ein stark
ziehendes Rentier, wodurch es 5 Heuhaufen erhilt, und mit Wahrscheinlichkeit 1 — x(¢) auf
ein schwach ziehendes Rentiert, wodurch es 1 Heuhaufen erhélt. Folglich ist die erwartete
Anzahl an Heuhaufen, die ein schwach ziehendes Rentier zum Zeitpunkt ¢ erhélt, wenn es
zum Schlittenziehen eingeteilt ist

fs@®)=5-z(t)+1-(1—x(t)).

Nun kénnen wir die Ausdriicke fiir fi(¢) und fs(¢) in Gleichung 5 einsetzen und schlussfolgern,
dass Replikatordynamik durch die
(Differential-)gleichung

2'(t) = z(t) <4w(t) +0(1 —z(¢))
—a(t) (495(75) +0(1— x(t))) —(1—z(t) ((590(75) +1(1— x(t))))

dx(t) — da(t)? — ba(t) + 5 (t)? — 1+ 2z(t) — a:(t)2>

fir alle ¢t > 0 charakterisiert ist.

Nun konnen wir die Antworten nacheinander auswerten:

1. Diese Antwort ist falsch. Soeben haben wir berechnet, dass die erwartete Anzahl an
Heuhaufen, die ein schwach ziehendes Rentier zum Zeitpunkt ¢ erhélt, wenn es zum
Schlittenziehen eingeteilt ist, gleich

fs) =5-2(t)+1-(1—x(t))
ist.
2. Diese Antwort ist falsch. Wenn zum Zeitpunkt 0 alle Rentiere stark ziehen, gilt 2(0) = 1.

Wenn ferner zu einem Zeitpunkt tg alle Rentiere stark ziehen, erhalten wir mit Gleichung

5

.Z‘(t(]) = 1, l‘l(t()) = 0.

Insbesondere ist z(t) = 1 eine Losung der Differentialgleichung 5, die 2(0) = 1 erfiillt.
Gemifl Bemerkung 1 ist dies die einzige Losung und deshalb ist der Anteil der kréftig
ziehenden Rentiere zu jedem Zeitpunkt 1.
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3. Diese Antwort ist richtig. Wenn zum Zeitpunkt O alle Rentiere schwach ziehen, gilt
x(0) = 0. Wenn ferner zu einem Zeitpunkt ¢ alle Rentiere schwach ziehen, erhalten wir
mit Gleichung 5

Insbesondere ist z(t) = 0 eine Losung der Differentialgleichung 5, die 2(0) = 0 erfiillt.
Gemifl Bemerkung 1 ist dies die einzige Losung und deshalb ist der Anteil der kréftig
ziehenden Rentiere zu jedem Zeitpunkt 0.

4. Diese Antwort ist falsch. Wir haben x(0) = 1/2. Mit der obigen Gleichung erhalten wir

w0-3(31) -}

sodass der Anteil der stark ziehenden Rentiere abnimmt.

5. Diese Antwort ist falsch. Wir haben zuvor berechnet, dass z(1) = 0 gilt, wenn z(0) =0
ist. Betrachten wir nun den Fall z(0) = 1/2, das heifit, dass die Hilfte der Rentiere zum
Zeitpunkt 0 stark ziehend ist. Nach der obigen Gleichung gilt

2 (t) = x(t)? — x(t).

Die rechte Seite dieser Gleichung ist ein quadratischer Ausdruck in z(t), der sein Mini-
mum bei z(t) = 1/2 annimmt, und dieses Minimum ist —1/4. Ferner wird der Wert 0
fiir x(t) = 0 und x(t) = 1 angenommen. Weil fiir alle ¢ die Ungleichung 0 < z(t) < 1 gilt,
konnen wir daraus schliefen, dass 2/(t) € [—1/4,0]'? gilt. Das impliziert, dass der Anteil
der stark ziehenden Rentiere nur abnehmen kann, aber nicht mit einer grofleren Rate
als 1/4. Daher kénnen wir schliefen, dass fiir (0) = 1/2 die Beziehung z(1) € [1/4,1/2]
und somit insbesondere x(1) # 0 gilt.

6. Diese Antwort ist falsch. Wie in der Auswertung der vorherigen Antwort argumentiert,
gilt 2/(t) € [—1/4,0] fiir alle ¢ > 0, weshalb der Anteil der stark ziehenden Rentiere
niemals zunehmen kann.

7. Diese Antwort ist falsch. Angenommen, es gibt eine Anfangspopulation z € [0,1/2], fiir
die dies der Fall ist. Da fiir die entsprechende Dynamik x(¢) > 1/4 fiir alle ¢ > 0 gilt, z(t)
nicht-wachsend ist und z(0) = z < 1/2 gilt, kénnen wir folgern, dass z(t) € [1/4,1/2]
fiir alle ¢t > 0 gilt und somit 2/(¢) € [—1/4, —3/16] ist. Daher nimmt z(¢) mit einer Rate
von mindestens 3/16 ab, und folglich gilt x(¢) < 1/8 fiir ¢ > 2, im Widerspruch zur
Annahme, dass z(t) > 1/4 fiir alle t > 0 gilt.

8. Diese Antwort ist falsch. Unter der neuen Fiitterungspraxis gilt

fx(t) =8z(t) und
fs(t) = 10x(t) + 2(1 — x(¢)).

12[a, b] ist die Menge aller reellen Zahlen z mit a < = < b.
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10.

Mit denselben Rechnungen wie zuvor erhalten wir

2'(t) = z(t) <8x(t) —a(t) - 8z(t) — (1 — z(t)) (1037(75) 21— x(t))))
= x(t) <8x(t) — 8x(t)? — 10x(t) + 10x(t)? — 2 4 4a(t) — 2:1:(t)2>
= 2x(t) <a:(t) - 1)
= 2(x(t)? — z(t)).

Dies definiert eine andere Dynamik, bei der sich die Anteile mit doppelter Geschwindig-
keit im Vergleich zur urspriinglichen Dynamik &ndern.

. Diese Antwort ist falsch. Unter der neuen Fiitterungspraxis gilt

fx(t) =bx(t)+1-(1—=x(t)) wund
fo(t) = 6a(t) + 2 (1 — z(t)).

Mit denselben Rechnungen wie zuvor erhalten wir

2 (t) = z(t) <5x(t) + 1(1 — z(t))
— () (5w(t) +1(1 - :E(t))) — (1 —2(t) (63:(75) 21— x(t))))
=x(t)| dx(t) + 1

—52(t)? — x(t) + x(t)* — 6x(t) + 62(t)? — 2 + da(t) — 2x(t)2>

= (t) <:L‘(t) - 1).

Damit ist die Dynamik dieselbe wie zuvor. (Die intuitive Begriindung ist, dass die Dyna-
mik auf dem Unterschied der Entlohnung im Vergleich zum Durchschnitt basiert, sodass
konstante Verénderungen sich herauskiirzen.)

Diese Antwort ist falsch. Es ist leicht nachzurechnen, dass 2/(t) = 0 fiir alle ¢ > 0 gilt,
sodass der anféngliche Anteil 2(0) der stark ziehenden Rentiere fiir alle Zeiten erhalten
bleibt. Insbesondere wenn wir mit z(0) = 1/2 starten, gilt z(¢) = 1/2 fiir alle ¢ > 0.

117



MATH+ Adventskalender 2025 Aufgabe 23

Illustration: Julia Nurit Schénnagel

23 Herr Johnsons zerbrochene Weihnachtsanhinger

Autoren: Zoe Geiselmann und Kevin Kiihn
Projekt: EF-LI-Opt-1

Aufgabe

Herr Johnson liebt Weihnachten und hat fiinf selbst gebaute Weihnachtsbaumanhénger, die
ihm besonders viel bedeuten. Leider hat seine Katze Rhombi im vergangenen Jahr zwei da-
von zerbrochen. Um rechtzeitig zu Heiligabend wieder alle seine Lieblingsanhénger am Weih-
nachtsbaum zu haben, méchte Herr Johnson die beiden beschédigten Anhénger neu anfertigen.
Zum Gliick weifl er noch, wo er die benottigten Netze kaufen kann. Dabei handelt es sich um
flache Vorlagen der Anhéinger, die an den richtigen Stellen gefaltet und zusammengeklebt
werden miissen, um dreidimensionale Korper zu erhalten.

Er kauft das gleiche Paket mit fiinf Netzen, das er bereits vor einigen Jahren gekauft hat
und aus dem sich die fiinf verschiedenen Anhénger herstellen lassen, die ihm so viel Freude
bereitet haben. Allerdings besitzt er noch drei unbeschidigte Anhénger, die immer noch wie
neu aussehen!

In Abbildung 54 sind die noch vorhandenen intakten Anhénger von Herrn Johnson zu sehen,
in Abbildung 55 die fiinf neu gekauften Netze (A-E).

Hilf Herrn Johnson dabei, den Uberblick zu behalten. Bestimme die beiden Netze, aus denen
Weihnachtsanhéinger entstehen, die nicht zu den bereits vorhandenen Anhéngern in Abbil-
dung 54 gehoren.
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@ 0@

Abbildung 54: Die drei noch intakten Weihnachtsanhénger.

FEEEF

A B C D E

Abbildung 55: Die fiinf Netze (A-E), aus denen Weihnachtsanhénger gefaltet werden kénnen.

Antwortmaoglichkeiten:

1. Aund B
2. Bund E
3. Aund C
4. Cund D
5. Bund D
6. Aund E
7. Aund D
8. Bund C
9. Dund E
10. Cund E

Projektbezug:

Im Projekt EF-LI-Opt-1 werden algebraisch-geometrische Objekte mit kombinatorischen und
diskreten Methoden untersucht. Polytope treten auf natiirliche Weise an der Schnittstelle
dieser Disziplinen auf, von denen drei in der Aufgabe dargestellt sind.
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 7.

Alle Korper (genannt Polytope) bestehen aus 20 Dreiecken, 30 Quadraten und 12 Fiinfecken.
Die Polytope, die aus den Netzen A und D entstehen, gehtren nicht zu Herr Johnsons drei
intakten Weihnachstanhédngern.

In Netz A gibt es keine Quadrate, die eine gemeinsame Kante teilen, was sicherlich fiir alle
drei Polytope aus Abbildung 54 zutrifft.

Drei in einer Linie aneinandergrenzende Quadrate kommen nur in den Netzen C und E vor,
daher miissen sie dem ersten bzw. letzten unversehrten Polytop zugeordnet werden. Nur die
Netze B und D kommen als Kandidaten fiir das mittlere Polytop infrage. Am unteren Rand
von Netz D ergibt sich nach dem Zusammenkleben entsprechender Kanten eine Anordnung
von Dreiecken und Quadraten, wie in Abbildung 56 dargestellt.

Abbildung 56: Anordnung von Dreiecken und Quadraten.

Diese Anordnung kommt im mittleren Polytop nicht vor, daher muss B das zu diesem Anhénger
passende Netz sein.

Die beiden fertigen Weihnachtsbaumanhénger sind in Abbildung 57 zu sehen, nachdem Herr
Johnson sie aus den Netzen A und D zusammengebaut hat.

Abbildung 57: Die Weihnachtsbaumanhénger aus den Netzen A und D.

Bonusaufgabe fiir alle, die Weihnachts-Polytope genauso lieben wie Herr Johnson: Finde
heraus, welche Anhénger zu C und E gehoren.

Die Polytope in dieser Aufgabe gehoren zu den sogenannten Archimedischen und Johnson-
Korpern, verwandt mit den Platonischen Korpern, die dir méglicherweise schon in der Schule
begegnet sind. Dies sind faszinierende Klassen von Polytopen, die noch heute von Forschern
untersucht werden! Fiir alle, die sich fiir Polytope interessieren, empfehlen wir diesen Artikel.

Eine &hnliche Spielversion von Rétseln wie das obige findet man auf www.matchthenet.de.
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Ilustration: Mar Curcé Iranzo

24 Spiralgedicht-Wettbewerb

Autor: Mar Curcé Iranzo

Aufgabe

Um den Heiligabend zu feiern, organisieren die Elfen der Weihnachtsmannwerkstatt am 24.
Dezember einen besonderen Gedichtwettbewerb. Dessen Regeln lauten wie folgt:

Regel 1: Hat das Gedicht n Strophen, so muss jede Strophe genau n Verse enthalten.

Regel 2: Innerhalb einer Stophe muss jeder Vers auf ein anderes Wort enden als die iibrigen
Verse.

Regel 3: Die Verse jeder Strophe miissen mit denselben Wortern enden wie die Verse der vor-
herigen Strophe, jedoch in der Reihenfolge, die durch die nachfolgend erlduterte, sogenannte
Spiralpermutation vorgegeben wird.

Schreiben wir zum Beispiel ein Gedicht mit 5 Strophen, so besteht die erste Strophe aus 5
Versen, von denen jeder mit einem anderen Wort endet.

Wie in der Abbildung 58 dargestellt, bezeichnen wir diese Endworter der Reihe nach mit W7,
WQ, Wg, W4 und W5.

Zeichnen wir nun — wie in Abbildung 59 gezeigt — eine Spirale, die beim letzten Wort Wi
beginnt, so bestimmt die Reihenfolge, in der die Spirale die Worter trifft, die Reihenfolge der
Endworter in der néchsten Strophe. Dies bedeutet, dass die Verse der zweiten Strophe der
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Abbildung 58: Schematische Auflistung der 5 Endworter.

Abbildung 59: Die Spiralpermutation

Reihe nach mit den Wortern Wy, Wy, Wy, Wy und W3 enden. Als Nichstes wird die Rei-
henfolge der Endworter der dritten Strophe bestimmt, indem man die Spiralpermutation auf
die Endworter der zweiten Strophe anwendet. Diese Iteration ist in Abbildung 60 dargestellt.
Fiir ein Gedicht mit n Strophen — und damit n Versen und n Endwortern — lisst sich die

Abbildung 60: Iteration der Spiralpermutation.

Spiralpermutation ,, mathematisch wie folgt beschreiben: Das Endwort des m-ten Verses
einer Strophe, die nicht die letzte ist, ist in der darauffolgenden Strophe das Endwort von
Vers

2m falls m < n/2
Qn(m) = {

2n—2m+1 falls m > n/2.

Regel 4: Die Reihenfolge der Endworter muss in jeder Strophe des Gedichts unterschiedlich
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sein.

Man bemerke, dass wir aufgrund dieser letzten Regel nicht fiir jede Anzahl n ein Gedicht mit
n Strophen schreiben koénnen, das alle Regeln des Wettbewerbs erfiillt. Zum Beispiel ergibt
sich fiir n = 4 die Situation in Abbildung 61. Es ist ersichtlich, dass wir nach drei Iteratio-

Abbildung 61: Gegenbeispiel zu Regel 4 fiir n = 4.

nen wieder dieselbe Wortreihenfolge wie in der ersten Strophe erhalten. Dies widerspricht der
letzten Regel des Wettbewerbs.

Wenn die Gedichte fiir den Wettbewerb hochstens 10 Strophen lang sein diirfen: Was sind alle
moglichen Anzahlen an Strophen, die ein den Anforderungen des Wettbewerbs geniigendes
Gedicht haben kann?

Antwortmoglichkeiten:
1. 1,2,3,5,6 und 7.
2. 1,2,3,5,6 und 8.
3. 1,2,3,5,6 und 9.
4. 1,2,3,5,6 und 10.
5.1,2,3,5,7 und 9.
6. 1,2,3,5,8 und 10.
7.1,2,5,6,7 und 8.
8. 1,2,5,6,7 und 9.
9. 1,2,5,6,7 und 10.

10. 1,2,5,6,8 und 10.
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Aufgabe 24

Extra: Wir haben einen der Elfen um ein Beispiel fiir ein Gedicht gebeten, welches die Regeln

des Wettbewerbs erfiillt:

Schnee fillt dicht auf den hohen Baum

Der Weihnachtsmann rutscht aus auf warmer Milch

Er bittet die Elfen um Hilfe beim verlornen Geschenk

Frau Weihnachtsmann ruft alle herbei mit einer lauten Glocke
Und alle Blicke wenden sich zu Pip, dem scheuen Elf

Der Weihnachtsmann fragt: ,,Hilfst du uns, Pip, du EIf?*

Pip nickt und zeigt auf des Weihnachtsmanns Karte bei dem Baum
Die Karte zeigt Zahlen und Pfeile wie eine Glocke

Der Weihnachtsmann liest den ersten Hinweis: ,,Finde die Tasse Milch“
Rudolph findet sie schnell und gewinnt ein kleines Geschenk

Der Milch-Hinweis enthélt ein Mathe-Rétsel-Geschenk
Kann es mit Hilfe von Pip gelost werden, unserem EIf?
Er legt das Rétsel hin, widhrend Rudolph trinkt die Milch
Das Raétsel sagt: ,,Nachster Hinweis unter dem Baum “
Frau Weihnachtsmann lacht und lautet ihre siile Glocke

Der Hinweis sagt: ,Fuflspuren fithren dich zur Glocke“

Sie sind schon ganz nah dem verlornen Geschenk!

Pip klatscht vor Freude beim hell leuchtenden Baum

,Rudolph, hor auf die Milch zu schlecken!“ ruft der scheue EIf
Der Weihnachtsmann schaut sich um und sieht Spuren aus Milch

Sie eilen hinaus, sie folgen der Spur der Milch

Die Abdriicke fiihren sie zur klingenden Glocke

Frau Weihnachtsmann klatscht, beeindruckt vom scheuen EIf
Und mit einem Lécheln gibt sie Pip das verlorne Geschenk
Endlich ist alles zuriick beim leuchtenden Baum
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Lo6sung

Die richtige Antwort ist: 3.

Alle méglichen Anzahlen an Strophen, die ein den Anforderungen des Wettbewerbs geniigendes
Gedicht haben kann, sind 2, 3,5,6 and 9. Wir werden dies zeigen, indem wir die anderen Zah-
len ausschlieffen und gleichzeitig nachweisen, dass es tatsidchlich moglich ist, dass ein Gedicht
2,3,5,6 oder 9 Stophen hat.

Zunéchst bemerken wir, dass ein Gedicht mit nur einer Strophe die Regeln fiir ein Spiralge-
dicht erfiillt. Aulerdem wurde in der Aufgabenstellung bereits gezeigt, dass ein Spiralgedicht
nicht 4 Strophen haben kann.

Fiir n = 7 ist die zugehdrige Spiralpermutation in Abbildung 62 dargestellt. Wir bemerken,
dass Q7(1) = 2,Q7(2) = 4,Q7(4) = 7 und Q7(7) = 1 gilt. Andererseits ist Q7(3) = 6
und Q7(6) = 3. AuBerdem ist Q7(5) = 5. Das bedeutet, dass nach 4 Anwendungen der
Spiralpermutation wieder alle Worter an ihrer urspriinglichen Position wéaren. Daher wiirde
die Reihenfolge der Endworter in Strophe 5 mit der Reihenfolge der Endworter in Strophe 1
iibereinstimmen, was der letzten Regel des Wettbewerbs widerspricht.

Abbildung 62: Die Spiralpermutation fiir n = 7

Fiir n = 8 ist die Spiralpermutation in Abbildung 63 dargestellt. Wir bemerken, dass Qg(8) =
1, Qs(1) =2, Qs(2) = 4 und Qs(4) = 8 gilt. Andererseits ist Qg(7) = 3, Qs(3) =6, Qs(6) =5
und Qs(5) = 7. Das bedeutet, dass nach 4 Anwendungen der Spiralpermutation wieder alle
Worter an ihrer urspriinglichen Position wéiren. Daher wiirde die Reihenfolge der Endworter
in Strophe 5 mit der Reihenfolge der Endworter in Strophe 1 iibereinstimmen, was der letzten
Regel des Wettbewerbs widerspricht.

Fiir n = 10 ist die Begriindung dhnlich: die zugehorige Spiralpermutation ist in Abbildung 64
dargestellt. Wir bemerken, dass Q19(1) = 2,Q10(2) = 4, Q10(4) = 8,Q10(8) = 5,Q10(5) = 10
und Q10(10) = 1 gilt. Andererseits ist Q10(3) = 6,Q10(6) = 9 und Q19(9) = 3. Auflerdem
ist Q10(7) = 7. Das bedeutet, dass nach 6 Anwendungen der Spiralpermutation wieder alle
Worter an ihrer urspriinglichen Position wéren. Daher wiirde die Reihenfolge der Endworter
in Strophe 7 mit der Reihenfolge der Endworter in Strophe 1 iibereinstimmen, was der letzten
Regel des Wettbewerbs widerspricht.

Nun haben wir alle Strophenanzahlen aufler 2,3,5,6 and 9 ausgeschlossen. Jetzt zeigen wir
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Abbildung 63: Die Spiralpermutation fiir n = 8

Abbildung 64: Die Spiralpermutation fiir n = 10

noch, dass ein Gedicht in unserem Wettbewerb tatséchlich 2,3,5,6 oder 9 Strophen haben
kann:

Fiir n = 5 wird dies durch das in der Aufgabenstellung gegebene Beispiel gezeigt.

Um die anderen Anzahlen zu iiberpriifen, verfolgen wir, in welcher Zeile das Endwort Wj
innerhalb der Strophen positioniert ist, indem wir wiederholt die Spiralpermutation anwenden:
Fiir n = 2 erhalten wir Q2(1) = 2 und Q2(2) = 1.

Fiir n = 3 erhalten wir Q3(1) = 2,Q3(2) = 3 und Q3(3) = 1.

Fiir n = 6 erhalten wir Qg(1) = 2,Q6(2) = 4,Q¢(4) = 5,Q¢(5) = 3, Qs(3) = 6 und Q4(6) = 1.
Fiir n = 9 erhalten wir schliefilich Qo(1) = 2,Q9(2) = 4,Q9(4) = 8, Q9(8) = 3,Q9(3) =
6,Q9(6) = 7,Q9(7) = 5,Q9(5) = 9 und Q9(9) = 1.

Wir sehen, dass fiir diese Werte von n das Endwort Wi in jeder Strophe an einer anderen
Position steht. Daher ergeben sich durch Anwendung der Spiralpermutation n Strophen mit
unterschiedlicher Reihenfolge der Entworter.

Bemerkung: Im Allgemeinen sind die Zahlen n, die die Regeln des Wettbewerbs erfiillen,
die sogenannten Quenau-Arnaut-Zahlen. Der Ursprung dieser Zahlen findet sich in einem
mittelalterlichen Gedicht des Troubadours Arnaut Daniel. Sein Gedicht mit Titel ,, Lo ferm
voler“ war eine Sextine, die nach den Regeln unseres Wettbewerbs konstruiert wurde: ein
Gedicht mit 6 Strophen zu je 6 Zeilen, wobei jede Strophe 6 Endworter hat, die in der jeweils
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néichsten Strophe entsprechend der Spiralpermutation permutiert werden. Der Mathematiker
Raymond Queneau verallgemeinerte Arnauts Konstruktion auf beliebige Zahlen n und fragte
sich, welche n die Eigenschaft aus Regel 4 erfiillen. Fiir einen Uberblick iiber Quenau-Arnaut-
Zahlen und ihre Verbindungen zu anderen Bereichen der Mathematik und weiteren Gebieten
kann man den Artikel ,,How a medieval troubadour became a mathematical figure“ von M.
P. Saclolo heranziehen.

127



	Spiel der Truhen
	Ready, SET, Bake!
	Farbenfrohe Weihnachten
	Weihnachtsplätzchen ausstechen - alle Jahre wieder
	Sportliche Mittagspause
	Zufälliges Nikolaus-Haus-Bauen
	Das Einpackraum-Rätsel
	Rettet die Geschenke!
	Elfen im Aufzug
	Weihnachtliche Lichtershow
	Wunderschönes Geschenkpapier mit einem Spirographen gestalten
	Backen auf gut Glück
	Die Große Walnuss-Lieferung
	Auswechslung beim Eis-Basketball
	Die Straße von Bethlehem
	Geschenkeauslieferung im Häuserblock
	Der Kranz zweier Weihnachtszauber
	Tannenbaumplantage
	Das Nordpol-Museum
	Mehr Schafe als Schlaf
	Die Weihnachtsmission des Schneewichtels
	Von starken und schwachen Rentieren
	Herr Johnsons zerbrochene Weihnachtsanhänger
	Spiralgedicht-Wettbewerb

