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1 Mondrian

Autoren: Hajo Broersma (Universiteit Twente),
Cor Hurkens (TU Eindhoven)

Projekt: 4TU.AMI

1.1 Aufgabe

Der Malwichtel Mondrian hat eine quadratische Weihnachtskarte entworfen
und in 100 Zellen in einem 10 x 10 Raster unterteilt. Auflerdem hat Mondrian
30 kleine schwarze Kreise auf der Karte eingetragen (s. Abb. 1).

Abbildung 1: Mondrians unfertige Weihnachtskarte

Um jeden dieser 30 schwarzen Kreise herum hat Mondrian sodann ein Gebiet
eingezeichnet und bunt ausgemalt. Das blaue, das griine und das gelbe Gebiet
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sind in der Abbildung 1 bereits eingezeichnet.

e Jedes Gebiet setzt sich aus einer oder mehreren Zellen des 10 x 10
Rasters zusammen.

e Jede Zelle gehort zu genau einem Gebiet.

e Die Zellen jedes Gebietes hingen zusammen: Man kann jede Zelle des
Gebietes von jeder anderen Zelle des Gebietes aus erreichen, indem man
einige horizontale und vertikale Schritte innerhalb des Gebietes macht.

e Die Gebiete haben keine Locher.

e Jedes Gebiet enthilt genau einen vollstindigen zusammenhéngenden
schwarzen Kreis in seinem Inneren. Zusitzliche Kreisteile sind einem
Gebiet nicht erlaubt.

e Jedes Gebiet ist rotationssymmetrisch: Dreht man das Gebiet um 180
Grad um seinen schwarzen Mittelpunkt herum, so ist das gedrehte Ge-
biet deckungsgleich mit dem urspriinglichen nicht gedrehten Gebiet.

Hier sind einige Beispiele fiir derartige rotationssymmetrische Gebiete mit
einem schwarzen Kreis als Mittelpunkt:
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Frage: Wie grof ist die Flédche des grofiten Gebietes auf Mondrians fertiger
Weihnachtskarte (vgl. Abb. 1)?

Illustration: Julia Nurit Schénnagel

Antwortmoglichkeiten:

1. Das grofite Gebiet besteht aus 9 Zellen.
Das grofite Gebiet besteht aus 10 Zellen.
Das grofite Gebiet besteht aus 11 Zellen.
Das grofite Gebiet besteht aus 12 Zellen.
Das grofite Gebiet besteht aus 13 Zellen.
Das grofite Gebiet besteht aus 14 Zellen.
Das grofite Gebiet besteht aus 15 Zellen.
Das grofite Gebiet besteht aus 16 Zellen.

e A T

Das grofite Gebiet besteht aus 17 Zellen.

—_
e

Das grofite Gebiet besteht aus 18 Zellen.
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1.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 10.

Einige Zellen enthalten einen schwarzen Kreis, oder einen schwarzen Halb-
kreis, oder einen schwarzen Viertelkreis. Diese Zellen konnen dann dem ent-
sprechenden Kreis k£ zugeordnet werden und liegen in dem Gebiet, das diesen
schwarzen Kreis k enthélt. Zum Beispiel ist die Zelle in der rechten oberen
Ecke dem Kreis in ihrem Inneren zugeordnet und die Zelle in der rechten
unteren Ecke ist dem Kreis an ihrem oberen Rand zugeordnet.

Wenn nun zwei Zellen horizontal oder vertikal benachbart sind und wenn
diese Zellen zwei verschiedenen Kreisen zugeordnet sind, dann muss ihre ge-
meinsame (horizontale oder vertikale) Kante zu den Begrenzungslinien der
Gebiete gehoren. In der ersten Phase zeichnen wir alle derartigen Kanten in
Mondrians Weihnachtskarte ein (siche Abb. 2).

Abbildung 2: Begrenzungslinien benachbarter Quadrate
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Nun kennen wir also einige Begrenzungslinien der Gebiete. Natiirlich gehéren
auch alle 40 am Rand der Weihnachtskarte gelegenen Kanten zu den uns
bekannten Begrenzungslinien. Jede bekannte Begrenzungslinie ¢ gehort zu
einer Zelle z und diese Zelle z gehort zu einem schwarzen Kreis k. Wenn
man nun die Begrenzungslinie ¢ um 180 Grad um %k herum dreht, so erhélt
man eine zu ¢ symmetrisch gelegene Begrenzungslinie ¢'. Da laut Angabe
jedes Gebiet rotationssymmetrisch ist, muss auch die Begrenzungslinie ¢ zum
Kreis k gehoren.

In der zweiten Phase zeichnen wir alle derartigen symmetrisch gelegenen Be-
grenzungslinien ¢’ in Mondrians Weihnachtskarte ein. Damit man die alten
Linien von den neuen unterscheiden kann, zeichnen wir die neuen Linien in
rot ein (siehe Abb. 3).

Abbildung 3: Rotationssymmetrische Begrenzungslinien

In der néchsten Phase zeichnen wir zunichst alle Begrenzungslinien ein, die
symmetrisch zu den in der zweiten Phase gefundenen Linien liegen. Dann
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kénnen weitere Zellen eindeutig zu Gebieten zugeordnet werden. Nach eini-
gen Iterationen kommt man auf folgendes Bild (Abb. 4).

Abbildung 4: Begrenzungen nach mehreren Iterationen

Die letzen drei Kreise (blau) lassen sich schlussendlich durch Fallunterschei-
dungen eindeutig drei Gebieten zuordnen. Das flachengréfite Gebiet besteht
aus 18 Zellen und ist im folgenden Bild (Abb. 5) grau eingezeichnet.
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Abbildung 5: Die fertige Weihnachtskarte

10



MATH+ Adventskalender 2019 Aufgabe 2

2 Xmasium

Autoren: Cor Hurkens (TU Eindhoven),
Frits Spieksma (TU Eindhoven)

Projekt: 4TU.AMI

2.1 Aufgabe

Im Forschungslabor des Weihnachtsmanns wurde vor ein paar Jahren ein neu-
es chemisches Element entdeckt und (in Anlehnung an Rubidium, Césium
und Technetium) auf den Namen Xmasium getauft. Xmasium tritt unter
Laborbedingungen in drei Typen auf: Es gibt a-Xmasium, S-Xmasium und
~v-Xmasium. Wenn nun zwei Xmasium-Atome mit verschiedenem Typ auf-
einanderprallen, so verschmelzen sie manchmal zu einem einzigen Xmasium-
Atom des dritten Typs. Wenn zwei Xmasium-Atome vom gleichen Typ auf-
einandertreffen, so stoflen sie einander ab und es passiert weiter nichts.

Knecht Ruprecht legt 91 a-Xmasium-Atome, 25 f-Xmasium-Atome und 4
~v-Xmasium-Atome in einen Kochtopf, legt den Deckel auf den Kochtopf und
geht in die Kantine Mittag essen. Als er zuriickkommt, haben alle Xmasium-
Atome im Topf denselben Typ.

Was ist die grofitmogliche Anzahl z von Xmasium-Atomen, die nach der Mit-
tagspause im Kochtopf liegen?

11
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Aufgabe 2

Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmoglichkeiten:

1.
2.
3.

4. Es gilt 32 < 2z < 35.

N

10.

Es gilt 20 < z < 23.
Es gilt 24 < z < 27.

Es gilt 28 < z < 31.

Es gilt 36 < z < 39.
Es gilt 40 < 2z </43.
Es gilt 44 < z < 47.
Es gilt 48 < z < 51.
Es gilt 52 < z < 55.

Es gilt 56 < z < 59.
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2.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 3.

Wir bezeichnen die Anzahl der a-Atome, 5-Atome, y-Atome mit a, b bzw. c.
Wenn zwei Xmasium-Atome verschiedenen Typs zu einem Xmasium-Atom
des dritten Typs verschmelzen, so dndert sich gleichzeitig die Paritdt (die
Eigenschaft einer Zahl durch 2 teilbar zu sein) von allen drei Zahlen a, b, ¢:
Zwei Zahlen werden dadurch um 1 kleiner und die dritte Zahl wird dadurch
um 1 grofer.

Da am Anfang (a,b,c) = (91,25,4) gilt, werden a und b immer dieselbe
Paritédt haben, wahrend ¢ immer eine andere Paritét als a und b haben wird.
Da am Ende der Mittagspause zwei der drei Zahlen a, b, ¢ gleich 0 sind, muss
dann a = b = 0 und ¢ ungerade sein. Insbesondere miissen alle 91 a-Atome
verschwunden sein, sodass mindestens 91 Verschmelzungen stattgefunden ha-
ben miissen. Von den anfianglichen 91 + 25 + 4 = 120 Atomen koénnen also
am Ende hdochstens 120 — 91 = 29 Atome iibrig bleiben.

Wir beschreiben nun einen moglichen Prozess mit genau 91 Verschmelzungen
und 29 {ibrig bleibenden y-Atomen:

e Zuerst prallen 25-mal ein a-Atom und ein S-Atom zusammen:

(91,25,4) — (66,0,29)

Dann prallen 29-mal ein a-Atom und ein y-Atom zusammen:

(66,0,29) — (37,29,0)

Dann prallen 29-mal ein a-Atom und ein S-Atom zusammen:
(37,29,0) — (8,0,29)

Dann prallen 4-mal ein a-Atom und ein y-Atom zusammen:

(8,0,29) — (4,4, 25)

Dann prallen 4-mal ein a-Atom und ein S-Atom zusammen:

(4,4,25) — (0,0,29)

Nach diesen 25+ 29 + 29 + 4 4+ 4 = 91 Verschmelzungen sind keine a-Atome,
keine S-Atome und genau 29 y-Atome im Kochtopf. Daher gilt z = 29.
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3 Fiinf listige Elfen

Autorin:  Ariane Beier (TU Berlin)
Projekt: MATH+ Schulaktivitéten

3.1 Aufgabe

Die fiinf listigen Weihnachtselfen Charlie, Kim, Luca, Mika und Ulli haben als
Belohnung fiir ihre harte Arbeit am heutigen Tag eine grofle Box mit endlich
vielen, ganzen, leckeren Kokosmakronen vom Weihnachtsmann bekommen.
Sie tragen sie geschafft nach Hause und gehen laut gdhnend ins Bett. In der

Elfen-Kiiche steht die Box nun auf dem Tisch und wird von Anouk, dem
Hund der Elfen, bewacht.

Um 22:34 Uhr schleicht sich Charlie in die Kiiche, gibt Anouk eine der Ko-
kosmakronen aus der Box, teilt die {ibrigen Makronen in fiinf gleiche Teile
(wobei keine einzelne Makrone geteilt wird), steckt sich einen Teil ein, schiebt
die verbleibenden vier Teile wieder zu einem Makronenhaufen zusammen und
geht grinsend wieder ins Bett. Um 23:56 Uhr huscht Kim auf Zehenspitzen in
die Kiiche, gibt Anouk eine Kokosmakrone aus der Box, teilt die verbleiben-
den Makronen in fiinf gleiche Teile (ohne auch nur eine Makrone zu teilen),
packt sich einen Teil in die Pyjamatasche, schiebt die iibrigen vier Teile wie-
der zu einem Haufen zusammen und verkriimelt sich zufrieden ins Bett. Um
1:45 Uhr, 3:17 Uhr und 4:23 Uhr wiederholen Luca, Mika bzw. Ulli dieses
Vorgehen.

Trotz der unruhigen Nacht treffen sich die listigen Elfen um 9:00 Uhr gut
gelaunt zum Friihstiick. Sie geben Anouk eine Friihstiicksmakrone und teilen
den Rest der Kokosmakronen aus der Box zu gleichen Teilen untereinander
auf (wobei auch hier keine Makrone geteilt werden muss).

Uber wie viele Kokosmakronen kann sich Kim insgesamt mindestens freuen?

14
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/4

Illustration: Frauke Jansen

Antwortmoglichkeiten:

1. 35

2. 352

3. 3.522

4. 35.223

5. 352.230

6. 3.522.300

7. 35.223.004
8. 352.230.042
9. 3.522.300.421

10. 35.223.004.219
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3.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 3.

Sei n die Zahl der Kokosmakronen am Anfang der Nacht. Seien c, k,I,m
bzw. u die Zahl der Makronen, die sich Charlie, Kim, Luca, Mika bzw. Ulli
im Laufe der Nacht stibitzen; sei j die Anzahl der Makronen, die jede Elfe
am Morgen jeweils noch dazu bekommt. Es gilt also:

n =>5c+1,
4c = bk + 1,
4k =5l + 1,
4l = 5m + 1,
dm = du+1,
du =57 + 1.

Addiert man nun 4 zu beiden Seiten aller sechs Gleichungen, erhélt man:

n+4=>5c+1),
4c+1)=5(k+1)
(k+1):5(l+1)
Al+1) =5(m+1),
4(m+1) =5(u+1),
4(u+1)=5(+1).

Multipliziert man alle linken bzw. rechten Gleichungsseiten miteinander, er-
gibt sich:

45 (n+4) (c+ 1) (k+1) (14+1) (m+1) (u+1) = 5(c+1) (k+1)([+1)(m+1)(ut1)(j+1).

Da ¢, k,I,m,u > 0 sind, kénnen wir beide Seiten dieser Gleichung durch
(c+1)(k+1)(l+1)(m+ 1)(u+1) teilen und es verbleibt:

4o(n+4)=50G+1).
Damit diese Gleichung ganzzahlige Losungen fiir n und j liefert, muss n + 4
durch 5% = 15.625 und j + 1 durch 45 = 1.024 teilbar sein. Die kleinste

natiirliche Zahl, die die Gleichungen erfiillt, ist somit n = 5° — 4 = 15.621.
Fiir n = 15.621 ergeben zudem auch die anderen Unbekannten

16
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c=3.124, k=2.499, [ =1.999, m = 1599, u = 1.279, j = 1.023,

positive natiirliche Zahlen.

Die gesuchte Anzahl an Kokosmakronen, die Kim insgesamt mindestens erhélt,
ist somit
k47 =2499 +1.023 = 3.522.

Wir sehen also, dass die Kokosmakronen entweder sehr, sehr klein sind, oder
die Elfen riesige Verstecke fiir ihre Beute haben. Auflerdem hoffen wir, dass
sie sich die Makronen gut einteilen und keine Bauchschmerzen bekommen...
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4 Fufiball

Autor:  Hennie ter Morsche (TU Eindhoven)
Projekt: 4TU.AMI

4.1 Aufgabe

Am grofien Fufiballturnier haben vier Wichtelteams aus Eisstedt, Frostberg,
Gletscherdorf und Kaltburg teilgenommen. Im Laufe des Turniers hat jedes
Team genau einmal gegen jedes der Teams aus den anderen drei Orten ge-
spielt. Fiir einen Sieg gab es dabei drei Punkte, fiir eine Niederlage keine
Punkte und fiir ein Unentschieden einen Punkt. Erstaunlicherweise endeten
keine zwei verschiedenen Spiele im Turnier mit dem gleichen Ergebnis. (Also
zum Beispiel: Wenn ein Spiel 3:2 endete, dann endete kein einziges anderes
Spiel mit 2 Toren der einen Mannschaft und 3 Toren der anderen Mann-
schaft.) Die Schlusstabelle des Turniers sah so aus:

’ Team H Siege Unentschieden Niederlagen ‘ Tore : Gegentore | Punkte

Eisstedt 2 0 1 5:1 6
Frostberg 2 0 1 3:5 6
Gletscherdorf 1 0 2 5:6 3
Kaltburg 1 0 2 4:5 3

Welche der folgenden Aussagen ist wahr?

18
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* SANTA'S
« SOCCER TOURNAMENT

FC
EISSTEDT

Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmoglichkeiten:

1. Kaltburg hat das Spiel gegen Gletscherdorf 1:0 gewonnen.
2. Kaltburg hat das Spiel gegen Gletscherdorf 0:1 verloren.
3. Kaltburg hat das Spiel gegen Gletscherdorf 2:0 gewonnen.
4. Kaltburg hat das Spiel gegen Gletscherdorf 0:2 verloren.
5. Kaltburg hat das Spiel gegen Gletscherdorf 3:0 gewonnen.

Kaltburg hat das Spiel gegen Gletscherdorf 0:3 verloren.

N

Kaltburg hat das Spiel gegen Gletscherdorf 2:1 gewonnen.
8. Kaltburg hat das Spiel gegen Gletscherdorf 1:2 verloren.
9. Kaltburg hat das Spiel gegen Gletscherdorf 3:1 gewonnen.

10. Kaltburg hat das Spiel gegen Gletscherdorf 1:3 verloren.

19
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4.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 9.

Da beim groflen Fufiballturnier jedes der vier Teams genau einmal gegen
jedes der Teams aus den anderen drei Orten gespielt hat, haben insgesamt
3+ 2+ 1 =6 Spiele stattgefunden. Aus der Tabelle liest man leicht ab, dass
kein Spiel mit einem Unentschieden endete und dass insgesamt

5+3+5+34+4=1+5+6+5=17

Tore geschossen wurden.

Wir zeigen nun, dass in jedem einzigen der sechs Spiele héchstens vier Tore
gefallen sein konnen. Dazu betrachten wir alle moglichen verschiedenen Er-
gebnisse, die kein Unentschieden liefern und bei denen hochstens vier Tore
geschossen werden:

1:0, 2:0, 3:0, 2:1, 4:0 und 3:1. (1)

Wir sehen, dass es genau sechs solche Ergebnisse gibt. Auflerdem liefern diese
schon eine Gesamtzahl von 17 Toren. In keinem der sechs Spiele des grofien
FuBlballturniers konnen also mehr als vier Tore geschossen worden sein, und
die sechs Spiele des Turniers endeten somit 1:0, 2:0, 3:0, 2:1, 4:0 und 3:1.

Nun machen wir eine Reihe von Beobachtungen.

e Frostberg hat zwei Spiele gewonnen, ein Spiel verloren und hat eine
Tordifferenz von —2 erreicht.

Angenommen, die beiden gewonnenen Spiele wurden mit Tordifferenz
+2 und +y gewonnen und das dritte Spiel wurde mit Tordifferenz —z
verloren, dann gilt x,y > 1 und z < 4, und die Tordifferenz ist

—2=x+y—2z>14+1—-4=-2.

Dies impliziert x = y = 1 und z = 4. Frostberg hat also zwei Spiele mit
einer Tordifferenz von +1 gewonnen und ein Spiel mit einer Tordifferenz
vom —4 verloren. Aus der Liste der moglichen Ergebnisse (1) kommen
also fiir Frostberg nur folgende in Frage:

2 Siege: 1:0, 2:1 und 1 Niederlage: 0:4.

20
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e Fisstedt hat nur ein Spiel verloren und nur ein einziges Gegentor kas-
siert. Daher hat Eisstedt dieses Spiel mit 0:1 verloren, und wir wissen
auch schon, dass der Gewinner dieses Spiels Frostberg war.

Die anderen beiden Spiele hat Eisstedt mit insgesamt fiinf geschossenen
und null erhaltenen Toren gewonnen. Da das (4:0)-Spiel von Frostberg
verloren wurde (und Eisstedt nicht zweimal gegen Frostberg gespielt
hat), muss Eisstedt seine beiden anderen Gegner (Gletscherdorf und
Kaltburg) und mit 2:0 und mit 3:0 besiegt haben.

e Fiir das Spiel zwischen Gletscherdorf und Kaltburg bleibt dann
nur noch das Ergebnis 3:1 (oder 1:3) iibrig.

e Kaltburg hat insgesamt vier Tore geschossen. Da Kaltburg mindestens
ein Tor im Spiel gegen Gletscherdorf geschossen hat, hat es hochstens
drei Tore gegen Frostberg gemacht. Daher kann Kaltburg nicht 4:0
gegen Frostberg gewonnen haben.

e Daher hat Frostberg 0:4 gegen den letzten moglichen Gegner Gletscher-
dorf verloren.
Wir fassen die Ergebnisse von Frostberg zusammen:

Frostberg hat 0:4 gegen Gletscherdorf verloren, 1:0 gegen Eisstedt gewonnen,
und sein drittes Spiel gegen Kaltburg 2:1 gewonnen.

Wir fassen die Ergebnisse von Kaltburg zusammen:

Kaltburg hat 1:2 gegen Frostberg verloren und entweder 0:2 oder 0:3 gegen
Eisstedt verloren. Daher hat Kaltburg sein verbleibendes Spiel gegen
Gletscherdorf gewonnen — und zwar mit 3:1. Fiir das Spiel gegen Kis-
stedt bleibt dann nur eine 0:2 Niederlage {ibrig.

Alles in allem ergibt das die folgende Ergebnistabelle:

H Eisstedt | Frostberg | Gletscherdorf | Kaltburg

Eisstedt — 0:1 3:0 2:0
Frostberg 1:0 — 0:4 2:1
Gletscherdorf 0:3 4:0 — 1:3
Kaltburg 0:2 1:2 3:1 —

21
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5 Zahlenraten

Autoren: Aart Blokhuis (TU Eindhoven)
Gerhard Woeginger (TU Eindhoven)

Projekt: 4TU.AMI

5.1 Aufgabe

Der Weihnachtsmann {iberreicht jedem der drei Klugwichtel Alpha, Beta und
Gamma einen Briefumschlag und sagt: ,In diesen drei Umschliagen stecken
Karten mit drei verschiedenen Zahlen aus dem Bereich 1,2, 3,4,5,6,7,8,9, 10.
Die grofite dieser drei Zahlen ist die Summe der beiden kleineren Zahlen.
Offnet jetzt bitte Eure Umschlige, seht Euch Eure Zahl gut an, aber zeigt
sie nicht den beiden anderen!*

Alpha, Beta und Gamma 6ffnen ihre Umschlége und betrachten ihre Zahlen.

1) Alpha sagt nach einigem Nachdenken: ,,Meines Wissens nach gibt es
hochstens acht mogliche Kandidaten fiir Betas Zahl.«

2) Dann sagt Beta: ,,Meines momentanen Wissens nach gibt es genau drei
mogliche Kandidaten fiir Gammas Zahl.*

3) Gamma ruft: ,Aha! Jetzt kenne ich Alphas Zahl.“
4) Alpha denkt nach und sagt: ,,Ich kenne Betas Zahl noch immer nicht.*
5) Beta ruft: ,Aha! Jetzt kenne auch ich Alphas Zahl.«

Und wir wollen jetzt natiirlich von Euch wissen: Wie lautet denn Alphas
Zahl?

22
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Illustration: Frauke Jansen

Antwortmoglichkeiten:

1. Alphas Zahl ist 1.
2. Alphas Zahl ist 2.
3. Alphas Zahl ist 3.
4. Alphas Zahl ist 4.
5. Alphas Zahl ist 5.
6. Alphas Zahl ist 6.
7. Alphas Zahl ist 7.
8. Alphas Zahl ist 8.
9. Alphas Zahl ist 9.
10. Alphas Zahl ist 10.

23
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5.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 5.

Wir bezeichnen Alphas Zahl mit A, Betas Zahl mit B und Gammas Zahl mit
C. Wir halten zuerst fest: Kennt man zwei der drei Zahlen A, B, C', dann ist
die dritte Zahl entweder die Summe oder die Differenz dieser beiden Zahlen.
Daraus folgt sofort:

e Die zwei Zahlen 4 und 8 kénnen nicht gleichzeitig zu { A, B, C'} gehoren.

e Die zwei Zahlen 5 und 10 kénnen nicht gleichzeitig zu { A, B, C'} gehoren.

Wir analysieren nun der Reihe nach die Aussagen der drei Wichtel.

Was aus der ersten Aussage folgt:

Falls A = 4 gilt, kann Alpha sofort B ¢ {4,8} schliefen. Und analog kann
Alpha aus A = 5, A = 8, A = 10 sofort B ¢ {5,10}, B ¢ {4,8} bzw.
B ¢ {5,10} schlieflen.

Falls A € {4,5,8,10} gilt, so gibt es also Alphas Wissen nach tatséchlich
hochstens acht Kandidaten fiir B. Tabelle 1 zeigt Beispiele fiir Kombinatio-
nen (A, B,C) mit A € {1,2,3,6,7,9}, aus denen wir ablesen konnen, dass
es fiir A € {1,2,3,6,7,9} jeweils neun Kandidaten fiir B gibt.

Was aus der zweiten Aussage folgt:

Der Wichtel Beta hat genau wie wir hergeleitet, dass A € {4,5,8,10} gelten
muss, und seines Wissens nach gibt es nun noch genau drei Kandidaten fiir
C. Tabelle 2 listet alle moglichen Situationen auf.

Wir sehen, dass Beta im Fall B = 1 sechs Kandidaten (3,4,5,6,7,9) fir C
hat. Und in den Féllen B =2, B=3, B=6, B=38, B =10 hat Beta fiinf,
fiinf, vier, zwei bzw. zwei Kandidaten fiir C. Nur fiir B € {4,5,7,9} hat Beta
genau drei Kandidaten fiir C'.

Was aus der dritten Aussage folgt:

Gamma weifl natiirlich genau wie wir, dass A € {4,5,8,10} und dass B €
{4,5,7,9} gelten muss. Wir diskutieren rasch die moglichen Falle fiir C:
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{6°2L9'¢'CT} 2 v My g mJ udjepipuryy 1 o[[Oqr],

(Tot'e) | — | (1's'6) | (z'L6) | (¢'9°%6) | (F'c'6) | (sF'6) | (9€'6) | (LC'6)
(€o1'2) | (T'62) | (1'82) | — | (1'9°2) | (z'c'e) | (€%°2) | (Be'2) | (¢E2)
(v'o1'9) | (¢'6'9) | (€'89) | (TL9) | — | (1'¢9) | (@79 | (6€9) | (+C'9)
(Lot'e) | (9'6°¢) | (9'8°e) | (F'Le) | (6'0%¢) | (T'c’e) | (T%'¢) | — | (1I'G'¢)
(8'01°2) | (L'6'2) | (9°8°2) | (6'L2) | (#'9'c) | (L'¢'2) | (9F%T) | (1'€e) | —

(6'0T°T) | (86'D) | (69°T) | (92T | (29'D) | ('e'D) | (¢F'D) | (B'¢'D) | (£C'T)
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') INJ UdyepIpuRy| 7 o[Pqel,

— (T'6‘01)

(2's‘o1)

(g201)

(F'901) — (9'7'01)

(8°z01)

(z'o1's) | (16'8)

(T°2'8)

(z'9's) | (g6'8) —

(01‘z'8)
(9°2‘])

— (¥'6‘9)

(g'8'c)

(g'L'q)

(1'9'G) — (1'7'9)

(L'z'9)
(gz'q)

(9'01%) | (267

(€'L7)

(0t'9'7) | (6'6'7)
(g'97) | (16'7) —

| or=g | 6=d

8=d

| =g

9=d | ¢s=g | v=g
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e Fiir C € {7,8,10} gibt es keine Kombination (A, B,C) mit A €
(4,5,8,10} und B € {4,5,7,9}.

e Fiir C' =1 gibt es vier Méglichkeiten fiir A:
A =4 (mit B =25),
A =5 (mit B=4),
A =8 (mit B=7oder B=9),
A =10 (mit B =9).

Fiir C' = 3 gibt es drei Mdaglichkeiten fir A:
A=4(mit B=17),
A =8 (mit B=5),
A =10 (mit B = 7).

Fiir C' =9 gibt es zweit Mdglichkeiten fiir A:
A =4 (mit B=25),
A =5 (mit B=4).

In diesen Féllen kann Gamma die Zahl A also nicht eindeutig bestim-
men.

e Fiir C' =2 ist nur A =5 und B = 7 moglich.
Fir ' = 4 ist nur A =5 und B = 9 moglich.
Fiir C' =5 ist nur A =4 und B = 9 moglich.
Fiir ¢' = 6 ist nur A = 10 und B = 4 moglich.

Da Gamma Alphas Zahl kennt, folgern wir, dass C' € {2,4,5,6} gilt. Fiir das
Zahlentripel (A, B, C') kommen nur noch

(5,7,2), (5,9,4), (4,9,5) und (10,4,6)

in Frage.

Was aus der vierten Aussage folgt:

Alpha weifl genau wie wir, dass nur noch ( ,7,2), (5,9,4), (4,9,5) und
(10,4, 6) Kandidaten fiir das Zahlentripel (A, B, C') sind.
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e Im Fall A =4 konnte Alpha sofort B =9 folgern.
e Im Fall A =10 konnte Alpha sofort B = 4 folgern.

Daher muss A = 5 gelten.

Was aus der fiinften Aussage folgt:
Beta hat genau wie wir A = 5 hergeleitet und kennt somit Alphas Zahl.
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6 Schneeballschlacht

Autor: Oliver Kaufmann (Immanuel-Kant-Gymnasium Berlin, HU Berlin)

6.1 Aufgabe

Die zehn Weihnachtswichtel Elisa, Frida, Gustav, Heinrich, Ida, Johann, Kar-
la, Ludwig, Marta und Norwin hatten in den letzten Wochen alle Hande voll
zu tun: Sie haben gebastelt, gemalt und gesédgt. Nun aber sind alle Geschen-
ke verpackt. Stolz auf ihre getane Arbeit klatschen sie sich ab — als Elisa
plotzlich aus dem Fenster schaut und feststellt: ,,Es schneit ja heftig!“
,2Kommt, lasst uns jetzt eine Schneeballschlacht machen!“, sagt Gustav auf-
geregt. Unsere zehn Wichtel ziehen sich warm an, rennen nach drauflen und
veranstalten eine lange und lustige Schneeballschlacht.

Irgendwann stellt Ida fest: ,, Leute, dieser perfekt kugelférmige Schneeball hier
passt genau in die schneefreie Regenrinne. Er beriihrt die beiden Flachen in
jeweils genau einem Punkt und schliefft oben biindig ab.

Diese sagenhafte Entdeckung fiithrt dazu, dass die Weihnachtswichtel sogleich
ihre Schneeballschlacht beenden. Da sie namlich nicht nur einen ausgeprégten
Sinn fiir liebevolle Weihnachtsgeschenke haben, sondern dariiber hinaus auch
eine starke Liebe zur Mathematik hegen, wollen sie das Volumen des ku-
gelformigen Schneeballs berechnen. Hierfiir nutzen sie die folgende, nicht
mafistabsgetreue Querschnittsabbildung, die die léingliche Regenrinne sowie
den Schneeball zeigt:
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Alle Wichtel rechnen eifrig drauf los, kommen aber zu unterschiedlichen Re-
sultaten. Wer hat Recht?

Illustration: Julia Nurit Schénnagel

Antwortmoglichkeiten:
1. Elisa berechnet nach kurzer Zeit

V= dn,

2. Frida bendtigt mehr Zeit und ruft als Ergebnis Folgendes in den Raum:
V =V3mdm?.

3. Gustav knobelt geduldig und teilt zuversichtlich sein Resultat mit:

2
V= £ 7 dm?.
6
4. Heinrich freut sich insgeheim sehr, da er eine solche Aufgabe letztens
erst gelost hat. Ziemlich schnell ermittelt er

Vz%(ﬁ—l)dm?’.
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D.

10.

Ida rechnet sehr konzentriert. Schlief3lich erhalt sie

Vz%ﬂ(\@—lydm?’.

Johann sitzt vertieft am Tisch, lachelt kurz und gibt dann sein Ergebnis
bekannt: 4
V=g (5v2 - 7) am

Karla verwendet verschiedene geometrische Herleitungen, sodass sie
letztlich folgendes Volumen ermittelt:

e

Ludwig ist mit grofler Freude dabei und fertigt eine eigene optimier-
te Skizze an, sodass er nach einigen geometrischen und analytischen
Uberlegungen sein Ergebnis présentiert:

4
V=zn (3v2 - 4) am®
Marta vertraut ihren besonderen mathematischen Féahigkeiten und ist
verbliifft iiber ihr Ergebnis:

V = 1dm?>.

Norwin lehnt sich entspannt zuriick, schaut die Abbildung lange an
und sagt schlieBlich: ,,Ohne weitere Angaben kann dieses Volumen nicht
berechnet werden!*
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6.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 6.

Eine Losungsmoglichkeit besteht darin, analytisch-geometrisch vorzuge-
hen. Dafiir legen wir ein Koordinatensystem (1 LE = 1dm) iiber den Quer-
schnitt und beschriften geeignete Elemente (s. Abb. 6).

F

IACIED

-1 1

Abbildung 6: Querschnitt der Regenrinne mit Schneeball

Um das Volumen der Kugel zu berechnen, ermitteln wir zunéchst den Radius
r der Kugel. Dazu legen wir folgende Punkte fest:

e M(0 | y): der Mittelpunkt der Schneekugel, auf der y-Achse,

e Q(0 | 1): Beriihrpunkt der Schneekugel und der oberen (gedachten)
Regenrinnenkante, auf der y-Achse,

e P(xp | yp): Beriihrpunkt der Kugel mit der Regenrinnenseite.

Die Strecke f kann als Teil des Graphen einer linearen Funktion mit der
Steigung 1 aufgefasst werden. Daher gelten fiir die Winkel o und «/:

a=a =45°.
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Da f in P tangential am Kreis mit dem Radius r anliegt, stehen r und f
orthogonal aufeinander, d.h. ZM PO = 90°. Es folgt weiter

S =180°— LM PO — o = 180° — 90° — 45° = 45°.

Das Dreieck AMOP ist damit gleichschenklig mit einem rechten Winkel bei
P. Es gilt also
r=d(M,P) =d0,P).

Weiterhin folgern wir, dass die zur Seite MO gehorige Hohe A (mit Fulpunkt
N) das Dreieck AMOP somit in zwei kongruente Teildreiecke teilt, wobei
die Seite MO halbiert wird, d.h.

Nz(Ol%) und yp:%.

Da f Teil der linearen Funktion mit der Gleichung f(z) = x ist, folgt zudem:

P P 9 )
Somit ergibt sich mithilfe des Satzes des Pythagoras fiir den Radius 7:

r=d(0, P)

Andererseits gilt aber

und somit
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Stellen wir diese Gleichung nach y um, erhalten wir

V2 __Vave-y -
y_ﬁ+1dm—(\/§+1>(\/§_1)d =(2-v2)d

und entsprechend
r=1dn—y= (1—(2—\/§)>dm: <\/§—1>dm.

Schliellich bestimmen wir das Schneeballvolumen mithilfe der Volumenfor-
mel fiir die Kugel mit dem Radius r:

V:§7TT3
— %n <\/§— 1)3dm3
— %W <\/§3—3\/§2+3\/§— 1) dm®
:§W(2\/§—6+3\/§—1)dm3
4

= o (5\/5 - 7) dm®

Folglich hat Johann das Volumen des Schneeballs korrekt ermittelt. Die an-
deren Losungsmoglichkeiten sind allesamt nicht korrekt, wie einfache Ter-
mumformungen belegen.

Ein weiterer Losungsweg macht sich die Tatsache zunutze, dass es sich
beim Querschnitt des Schneeballs um den Inkreis des Regenrinnenquerschnitts-

dreiecks handelt (s. Abb. 7).

Fiir den Radius r des Inkreises eines rechtwinkligen Dreiecks AABC mit
Hypotenuse ¢ konnen wir beweisen, dass

a-b
at+b+c

gilt. Dazu zerlegen wir das Dreieck AABC in die drei Teildreiecke AAC M,
ACBM und AABM (s. Abb. 8).
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A c B
M
1dm a RN b Ldm
1dm C 1dm

Abbildung 7: Querschnitt des Schnellballs in der Regenrinne

Fiir die Flacheninhalte des Dreiecks A ABC und Teildreiecke AACM, ACBM
und AABM gilt

area(NABC) = area(NACM) + area(ACBM) + area( NABM)  (2)

sowie
1
area(ANABC) = 50 b,
, 1 1
area(NACM) = 3 a-h, = 3 a-r,
1 1
area(ACBM) = Eb. hy = §b'r’
, 1 1
area(NABM) = 3¢ h, = 3 b-r

Setzen wir diese Flacheninhalte in Gleichung (2) ein, erhalten wir

la-bzla-r—f—lb-r—f—lc-r
2 2 2 2
1
= §r(a—|—b+c).
Diese Gleichung konnen wir dquivalent umformen zu:
a-b
T atbtc
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A c B
R
M,
1dm a b R b Ldm
1dm C 1dm

Abbildung 8: Die drei Teildreiecke des Dreiecks AABC

Mit dieser Formel berechnen wir nun den Radius 7 unseres Schneeballs:
a-b
a+b+c
B V2dm -/2dm
V2dm +V2dm + 2dm
1

V2 +1
V2 -1

= dm

(V2+1) (V2-1)
= <\/§ — 1) dm.
Fiir das Volumen ergibt sich dann — wie im obigen Losungsweg —
V= %77 (5v2 - 7) dm”

Anmerkung: Ganz allgemein kann man zeigen, dass fiir den Radius r des
Inkreises eines beliebigen Dreiecks AABC' gilt

_ 2-area(AABC)

 a+b+te

dm

r
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7 Wiirfel

Autoren: Judith Keijsper (TU Eindhoven)
Hennie ter Morsche (TU Eindhoven)

Projekt: 4TU.AMI

7.1 Aufgabe

Der Zahlwichtel Zacharias besitzt einen grofien roten Spielwiirfel — und zwar
die klassische Variante, die man in jedem Spielwarenladen kaufen kann. Die
sechs Seiten zeigen die Augenzahlen 1,2,3,4,5,6, und die Augenzahlen auf
zwei gegeniiberliegenden Seiten addieren sich immer zur Summe 7 auf. Za-
charias sitzt ein wenig schlifrig vor einem grofien 101 x 101 Schachbrett. Da
bemerkt er auf einmal, dass jede Seitenfliche seines Wiirfels genau so grof3
ist wie jedes einzelne Feld des Schachbretts. Zacharias ist auf einen Schlag
hellwach.

Er legt seinen Wiirfel auf das stidwestlichste Feld des Schachbretts und merkt
sich die Augenzahl auf der Oberseite. Dann kippt er den Wiirfel auf ein
nordlich oder 6stlich benachbartes Feld und merkt sich wieder die Augenzahl
auf der Oberseite. Er kippt und kippt und kippt und kippt den Wiirfel — im-
mer wieder — und zwar immer um ein Feld nach Norden oder nach Osten, bis
dass der Wiirfel schlussendlich am norddostlichsten Feld des Schachbretts an-
gekommen ist. Insgesamt hat sich Zacharias nun 201 Augenzahlen gemerkt,
diese addiert er alle auf und schreibt ihre Summe in sein Notizbuch.

Dann wiederholt er die Prozedur und schreibt die Summe der 201 Augen-
zahlen wieder in sein Notizbuch. Dieses Spiel wiederholt Zacharias mehrere
Tage lang und schreibt so nach und nach hunderte Augensummen auf.

Wir wollen von Euch wissen: Wie viele verschiedene Augensummen kann
Zacharias hochstens in sein Notizbuch schreiben?
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Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmoglichkeiten:

1.

2.

Hochstens 6 verschiedene Augensummen.
Hochstens 10 verschiedene Augensummen.

Hochstens 12 verschiedene Augensummen.

4. Hochstens 24 verschiedene Augensummen.

N

10.

Hochstens 120 verschiedene Augensummen.
Hochstens 216 verschiedene Augensummen.
Hochstens 256 verschiedene Augensummen.
Hochstens 720 verschiedene Augensummen.
Hochstens 1006 verschiedene Augensummen.

Hochstens 1206 verschiedene Augensummen.
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7.2 LoOsung
Die richtige Antwort ist: 2.

Wir wollen zuerst verstehen, wie sich die Augensummen, die Zacharias in
sein Notizbuch schreibt, zusammensetzen konnen: Angenommen, die Ober-
seite des Wiirfels zeigt im Moment = Augen (wobei x € {1,2,3,4,5,6}).
Wenn Zacharias den Wiirfel zweimal nach Norden oder zweimal nach Osten
kippt, dann sind danach 7—x Augen oben. Wenn Zacharias den Wiirfel zuerst
einmal nach Norden und dann beliebig oft nur nach Osten kippt, so bleibt
die Seite mit x Augen immer auf der Hinterseite des Wiirfels; der Wiirfel
zeigt dann weder x noch 7 — x Augen. Wenn Zacharias den Wiirfel zuerst
einmal nach Osten und dann beliebig oft nur nach Norden kippt, sieht man
mit einem symmetrischen Argument, dass der Wiirfel wihrenddessen weder
x noch 7 — x Augen zeigt.

Aus dem vorangehenden Absatz kann man Folgendes herleiten: Wenn man
wihrend einer Reise des Wiirfels iiber das gesamte Schachbrett nur die beiden
Seiten mit x Augen und mit 7— 2z Augen protokolliert, so wechseln sich diese
beiden Seiten immer ab. Zwischen zwei Auftreten der Augenzahl x muss
auBerdem immer auch einmal die Augenzahl 7 — x auftreten. Wir kennen
daher die ungefihre Form der Wiirfelreise:

e Die Augenzahlen 1 und 6 wechseln einander ab (mit anderen Zahlen
dazwischen). Man kann diese beiden Augenzahlen daher in lauter Paare
mit Summe 7 zusammenfassen. Ganz am Ende bleibt vielleicht eine
einzelne Augenzahl 1 oder eine einzelne Augenzahl 6 ungepaart.

e Analog kann man die Augenzahlen 2 und 5 in Paare mit Summe 7
zusammenfassen. Am Ende bleibt vielleicht eine einzelne Augenzahl 2
oder 5 ungepaart.

e Und auch die Augenzahlen 3 und 4 kénnen in Paare mit Summe 7
zusammengefasst werden. Eine einzelne Augenzahl 3 oder 4 kann un-
gepaart bleiben.

Die 201 Augenzahlen kénnen daher in 99 Paare mit Summe 7 und in drei
verbleibende Augenzahlen aufgeteilt werden — zwei dieser drei Augenzahlen
konnen natiirlich noch ein weiteres Paar mit Summe 7 bilden. (Es kénnen
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aber niemals vier oder mehr ungepaarte Augenzahlen verbleiben, da sich aus
je vier der Zahlen 1,2,3,4,5,6 mindestens ein Paar mit Summe 7 finden
lasst.)

Die 99 Paare tragen genau 7-99 = 693 zur Summe bei, und die drei einzelnen
Augenzahlen tragen mindestens 1 4+ 2 4 3 = 6 und hochstens 4 + 5+ 6 = 15
bei. Daher kommen nur die zehn Werte

693 +6 =699, ... ,693+ 15 =708

fiir die Augensumme in Frage.

Wir geben nun Beispiele fiir Wiirfelreisen an, in denen die Augensummen die
zehn Werte zwischen 99 und 708 annehmen:

1. Sei z € {1,2,3,4,5,6}:

Wir beginnen mit der Augenzahl x auf der Oberseite, rollen
den Wiirfel dann 100-mal nach Osten und danach 100-mal
nach Norden. Die resultierende Augensumme ist x plus 50 -7
plus 50 - 7, und betrédgt daher 700 + x.

Damit erledigen wir die sechs Summen 701, 702, 703, 704, 705, 706.

2. Wir betrachten nun eine Ecke des Wiirfels, an der im Uhrzeigersinn
gesehen drei Seitenflichen mit den drei Augenzahlen z, y und z (mit
x,y,z € {1,2,3,4,5,6}) anliegen:

Wir beginnen mit der Augenzahl x auf der Oberseite. Kippen
wir den Wiirfel nach Norden, liegt y auf der Oberseite. Kip-
pen wir anschliefend nach Osten, liegt z auf der Oberseite.

Danach nach Osten (plus 7 — y), Osten (plus 7 — z), Norden
(plus 7—x), Norden (plus z), Osten (plus y) und Norden (plus
x). Diese ersten neun Augenzahlen ergeben eine Summe von
z+y+z+21.

Nun rollen wir den Wiirfel noch 96-mal nach Osten und da-
nach 96-mal nach Norden. Die Gesamtsumme betrédgt dann

r4+y+2+214+96-7T=x+y+ 2+ 693.
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Aufgabe 7

Da ein Spielwiirfel (u.a.) die vier Ecken

(x,y,
(.9,
(2, v,
(

LY,

z) =
z) =
z) =
z) =

mit
mit
mit

mit

r+y+z=1+2+3=6,
T+y+z=1+4+2=7,
T+y+z=3+6+5=14,
r+y+2z=4+5+6=15

hat, erledigt diese Art von Wiirfelreise die verbleibenden vier Summen
699, 700, 707 und 708.

Alles in allem erhalten wir die zehn verschiedenen Augensummen

699, ...

, 708.
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8 Treffpunkt

Autor:  Cor Hurkens (TU Eindhoven)

Projekt: 4TU.AMI

8.1 Aufgabe

In der folgenden Abbildung betridgt der Abstand zwischen zwei (horizontal
oder vertikal) benachbarten Punkten jeweils 1km.

o Y

Knecht Ruprecht startet mit dem Schlitten in X und fahrt nach Y. Der
Grinch startet zur selben Zeit mit seinem Schlitten in Y und fihrt nach X.
Beide fahren mit derselben konstanten Geschwindigkeit entlang des oben ab-
gebildeten Gitters. Beide wahlen véllig unabhéngig voneinander einen 11 km
langen Weg aus. Diese Wahl passiert jeweils vollig zuféllig, d. h. alle méglichen
11km langen Wege von X nach Y (bzw. von Y nach X') werden mit der glei-

chen Wahrscheinlichkeit ausgewéhlt.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit p (auf drei Nachkommastellen gerundet),
dass sich die beiden unterwegs treffen?
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Illustration: Frauke Jansen

Antwortmoglichkeiten:
1. Es gilt p =~ 0,263.
2. Es gilt p = 0,268.
3. Es gilt p~ 0,274.
4. Es gilt p =~ 0,279.
5. Es gilt p ~ 0,283.
6. Es gilt p ~ 0,288.
7. Es gilt p =~ 0,291.
8. Es gilt p ~ 0,296.
9. Es gilt p ~ 0,302.

10. Es gilt p = 0,307.
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8.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 7.

Falls sich die beiden treffen, dann muss ihr Treffpunkt genau 5,5km von X
und Y entfernt liegen. Dafiir kommen nur die vier Punkte A, B, C, D in Frage
(s. Abb.9).

o ¥

U.

Abbildung 9: Mogliche Treffpunkte A, B, C, D.

Zur Vereinfachung der folgenden Erkldrungen legen wir nun ein Koordina-
tensystem iiber unser Gitter, dessen Ursprung (0,0) in X liegt. Wir stellen
fest, dass die Anzahl der kiirzesten Wege vom Ursprung in X = (0,0) bis
zu einem Gitterpunkt mit den Koordinaten (n,m) immer gleich der Anzahl
der kiirzesten Wege von X zu (n — 1,n) plus der Anzahl der kiirzesten Wege
von X zu (n,m — 1) ist. So ergibt sich z.B. fiir die Anzahl der kiirzesten
Wege von X zum Gitterpunkt (1,1) (s. Abb.10) als Summe der Anzahl der
kiirzesten Wege von X zu (0. 1) und der Anzahl der kiirzesten Wege von X
zu (1,0):
I+1=2
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Analog ergibt sich fiir den Gitterpunkt (3,2) (s. Abb.10):
6+ 4 = 10.

Aus Abbildung 10 kann man auch die Anzahl der kiirzesten Wege von X zu
weiteren Punkte in der unteren Hilfte des Gitternetzes ablesen:

Y

X 1 1 1

Abbildung 10: Anzahl der kiirzesten Wege von X zu A, B,C, D.

Abbildung 11 zeigt nun sowohl die Anzahl der kiirzesten Wege von X zu
einigen Punkten in der unteren Hélfte des Gitternetzes, als auch die Anzahl
der kiirzesten Wege von Y zu einigen Punkten in der oberen Hélfte des Git-
ternetzes.

Aus Abbildung 11 liest man nun leicht ab, dass es genau
e G-5 =30 Wege der Léange 11 von X nach Y durch A gibt;
e 610 =60 Wege der Lange 11 von X nach Y durch B gibt;
e 1010 =100 Wege der Lénge 11 von X nach Y durch C gibt;

e 1010 =100 Wege der Lénge 11 von X nach Y durch D gibt.
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Blio |6 |3 |1

 J
C 10 4 1

@
X 1 1 1

Abbildung 11: Anzahl der kiirzesten Wege von X und Y zu A, B,C, D.

Die Gesamtzahl aller Wege der Léange 11 von X nach Y ist dementsprechend
30 + 60 + 100 + 100 = 290.
Die Wahrscheinlichkeit, dass sowohl Ruprecht als auch der Grinch
e durch den Punkt A fahren, betrigt demnach S 290 - 30— (1)2;

290 29

e durch den Punkt B fahren, betrigt demnach 2% 290 : ?

Y

5)
)
)

290 (

wl»—t
el {en]

290 290

102

e durch den Punkt C fahren, betriigt demnach 1% . 100 (
(3

e durch den Punkt D fahren, betragt ebenfalls % . ;88
Die Wahrscheinlichkeit p belduft sich daher auf

3 2+ 6 2+ 102+ 10\ 2
P=1\729 29 29 29
9436+ 100 + 100
N 841

_ 2 0,2913198573
YR '

46



MATH+ Adventskalender 2019 Aufgabe 9

9 Palmwein

Autoren: Aart Blokhuis (TU Eindhoven)
Cor Hurkens (TU Eindhoven)

Projekt: 4TU.AMI

9.1 Aufgabe

In Knecht Ruprechts Keller stehen zehn versiegelte Flaschen, die alle vollig
gleich ausssehen. In n dieser Flaschen ist kostlicher Palmwein, wahrend die
anderen 10 — n Flaschen hochgiftigen Stechpalmensaft enthalten. Ruprecht
erinnert sich genau, dass n > 2 eine positive gerade ganze Zahl ist, hat aber
leider den genauen Wert vergessen.

Ruprechts MAGISCHE PALMWEIN-TEST-MASCHINE (MPTM) hat zwei Fi-
cher, einen groflen Knopf und eine Glithbirne. Wenn man in jedes der bei-
den Fécher eine Flasche stellt und danach auf den Knopf driickt, beginnt die
MPTM lautstark zu arbeiten. Eine Stunde spéter leuchtet dann die Glithbirne
rot oder griin auf: Leuchtet sie griin, so enthélt mindestens eine der beiden
Flaschen Palmwein. Leuchtet sie rot, dann ist in keiner der beiden Flaschen
Palmwein enthalten.

Knecht Ruprecht méchte dem Weihnachtsmann zwei Flaschen Palmwein schen-
ken. Wie oft muss er die MPTM im schlimmsten Fall benutzen, um garantiert
zwei Flaschen Palmwein zu identifizieren?
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Illustration: Frauke Jansen

Antwortmoglichkeiten:

1. 11-mal.
2. 13-mal.
3. 15-mal.
4. 17-mal.
5. 19-mal.
6. 21-mal.
7. 25-mal.
8. 28-mal.
9. 36-mal.
10. 44-mal.
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9.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 4.

Zuerst zeigen wir, dass 17 Tests hinreichend sind:

Knecht Ruprecht benennt die zehn Flaschen F, ..., Fiy. Und testet zunéchst
die neun Flaschenpaare

(Fh, F2), (F1, Fs), (Fu, Fu), (F1, Fs), (Fu, Fe), (Fy, Fr), (B F), (1 Fo) (F1, Fho).

Fall 1: Bei einem dieser neun Tests leuchtet die rote Glithlampe auf.

Die Flasche F} enthélt somit den giftigen Stechpalmensaft. Da aber
mindestens zwei Flaschen Palmwein enthalten, fallen auch mindestens
zwei der neun Tests (Fy, F}), (Fy, Fy,), mit 2 < j, k < 10, j # k, positiv
aus (d.h. die griine Lampe leuchtet auf). Die Flaschen F; und Fj, ent-
halten somit Palmwein und Knecht Ruprecht kann die Suche in diesem
(giinstigen) Fall schon nach neun Tests beenden.

Fall 2: Bei allen der neun Tests leuchtet die griine Glithbirne auf.

Die Flasche F} enthélt somit den schmackhaften Palmwein. (Andern-
falls enthielten namlich alle neun Flaschen Fs, ..., F}q Palmwein. Die
Anzahl der Flaschen, die Palmwein enthalten, wére somit ungerade.)
Knecht Ruprecht stellt F; beiseite und testet nachfolgend die acht Paa-
re

(F27F3)7 (F27F4)7 <F27F5)a (FZaF6>7 <F27F7)7 (F27F8)7 (F27F9)7 (FQ;FIO)'

Fall 2a: Bei einem der acht Tests leuchtet die rote Glithlampe auf.

Wie in Fall 1 folgert Knecht Ruprecht, dass die Flasche Fy Stech-
palmensaft enthilt und mindestens ein Paar (Fy, Fy), 2 <1 < 10,
positiv (d.h. mit griiner Lampe) getestet wird. Die Flasche F;
ist dann Knecht Ruprechts zweite Flasche mit Palmwein und die
Suche kann nach ingesamt 9 + 8 = 17 Tests beendet werden.

Fall 2b: Bei allen der acht Tests leuchtet die griine Glithlampe auf.

Wie oben folgert Knecht Ruprecht, dass sich in der Flasche F,
Palmwein befinden muss. (Andernfalls enthielten die neun Fla-
schen I} sowie F3, ..., g Palmwein und die Anzahl der Palmwein
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enthaltenden Flaschen wére ungerade.) Knecht Ruprecht kann sei-
ne Suche also nach insgesamt 9 + 8 = 17 Tests beenden und dem
Weihnachtsmann guten Gewissens die Flaschen F; und F; schen-
ken.

Nun zeigen wir noch, dass 17 Tests im ungiinstigen Fall auch notwendig
sind:

Dazu nehmen wir an, dass 16 Tests positiv ausfielen (d. h. die griine Glithlampe
aufleuchtete). Knecht Ruprecht kann sich dann nicht sicher sein, dass zwei
feste Flaschen F} und F3 Palmwein enthalten.

Fall 1: Ruprecht hat das Paar (F}, F) getestet.

Da Ruprecht nur 16 Tests durchgefithrt hat, wurde mindestens eines
der 16 Paare

(Fh F3)7 (F17 F4)7 (Fla F5)7 (Fb F6>7 (Fb F7)7 (F17 F8)7 <F17 F9)7 (Fb F10)7
(F27 F3)7 (F27 F4)7 (FQa F5)7 (F27 Fﬁ)? <F27 F7)7 (F27 F8)7 <F27 F9)a <F27 FlO)
nicht getestet. Wir bezeichnen dieses Paar mit (F}, F},), wobei 1 < j < 2
und 3 < k < 10. Dann kénnen die beiden Flaschen Fj (also entweder
F) oder F,) und Fj, Stechpalmensaft enthalten und die anderen acht
Flaschen Palmwein.

Fall 2: Ruprecht hat das Paar (F, F,) nicht getestet.

In diesem Fall wire es moglich, dass die beiden Flaschen F; und F;
Stechpalmensaft enthielten und die anderen acht Flaschen Palmwein.

In beiden Fillen konnte es also sein, dass mindestens eine der beiden Flaschen
keinen Palmwein enthélt. Knecht Ruprecht kann das Problem mit 16 Tests
somit nicht 16sen.

20



MATH+ Adventskalender 2019 Aufgabe 10

10 Renntiere

Autor: Christian Hercher (Europa-Universitat Flensburg)

10.1 Aufgabe

Weihnachten néhert sich mit grofien Schritten, und damit auch der grofie Tag
der Rentiere, die den Schlitten des Weihnachtsmanns ziehen. Und wie jedes
Jahr gibt es Streit, wer denn an der Spitze der Zugtiere laufen darf. Um hier
eine objektive Auswahl treffen zu konnen, wird ein Einzelzeitrennen unter
den Rentieren angesetzt. Dabei gehen die Rentiere nacheinander einzeln auf
die Strecke und das schnellste gewinnt den begehrten Platz vor dem Schlitten.

Jedes Rentier kennt natiirlich die Zeiten der vor ihm gestarteten. Alle Rentie-
re sind gleich stark, d. h., wenn sich die Rentiere eine bestimmte Zeit vorneh-
men, dann erreichen sie diese Zeit mit einer Durchhalte- Wahrscheinlichkeit
p, die fiir alle Rentiere gleich ist, wihrend ihnen mit Wahrscheinlichkeit 1 —p
unterwegs die Puste ausgeht, und sie das Rennen folglich abbrechen miissen.
(Natiirlich fallt p mit hoherer Geschwindigkeit.) Bei einem Gleichstand ge-
winnt jeweils das spéter gestartete Rentier.

(a) Rudolph tritt nur gegen ein weiteres Rentier an, muss aber als Ers-
ter starten. Wie sollte er seine Geschwindigkeit wéhlen, damit er mit
hochstmoglicher Wahrscheinlichkeit gewinnt? (Gesucht ist die zu dieser
angestrebten Geschwindigkeit zugehorige Durchhalte-Wahrscheinlich-
keit p.)

(b) Nun tritt Rudolph gegen alle Tiere aus seiner Herde an, die (inkl. Ru-
dolph) aus zehn Rentieren besteht. Rudolph muss wieder als Erster
starten. Wenn alle Rentiere eine optimale Strategie verfolgen, mit wel-
cher Wahrscheinlichkeit W gewinnt Rudolph dann?

Zusatzfrage: Nun muss sich Rudolph zwar wieder in einem aus zehn Ren-
tieren bestehenden Starterfeld behaupten, startet diesmal jedoch als
Letzter. Mit welcher Wahrscheinlichkeit gewinnt er in diesem Szena-
rio?
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Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmoglichkeiten:

L (a)p=1% und (b) 0% <W <2%.
2. (a)p=35 und (b) 2% <W <4%.
3. (a)p=1 wnd (b)4% <W <5%.
c(@)p=1 uwd () 0% <W <2%.
5. (a)p=1 wd (b)2%<W <3%.
6. (a)p=1 und (b)3%<W <4%.
7. (@)p=>3 ud (b)4%<W <5%.
8. (a)p=2 und (b) 0% <W <2%.
9. (a)p=2 und (b)2% <W <4%.
10. (a)p=2 und (b)4% < W <5%.
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Losung

Die richtige Antwort ist: 6.

(a) Damit Rudolph gewinnt, muss er zuerst einmal ins Ziel kommen. Dies
schafft er mit der (noch zu bestimmenden) Wahrscheinlichkeit p. Ist
dies der Fall, dann wird das zweite Rentier auch mit einer gleichen
angedachten Zielzeit loslaufen, da es ja bei einem Gleichstand gewinnen
wiirde. Damit das nicht passiert, darf das zweite Rentier nicht ins Ziel
kommen, was mit einer Wahrscheinlichkeit von 1 —p passiert. Demnach
gewinnt Rudolph das Rennen mit einer Wahrscheinlichkeit von

W(p) = p(1 —p).

Diese Wahrscheinlichkeit gilt es (in Rudolphs Sinne) zu maximieren.
Die Funktion W (p) ist eine nach unten gedffnete Parabel mit den Null-
stellen 0 und 1. Thr Scheitelpunkt befindet sich also bei p = % und ist
ein Maximum der Funktion (siche Abbildung 12). Rudolph sollte also
so schnell laufen, dass er mit der Wahrscheinlichkeit p = % das Ziel
erreicht, um mit hochstmoglicher Wahrscheinlichkeit zu gewinnen.

0.25 1

= 02 |
| 1
=0.15 | 3
I |
= 0.1 |
= |
5-1072 |
0 1

0 02 04 06 08 1

Abbildung 12: Die Wahrscheinlichkeitsfunktion W (p) = p(1 — p).
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(b) Auch in diesem Szenario muss Rudolph erst einmal ins Ziel kommen,
um das Rennen gewinnen zu koénnen. Dies schafft er mit der Wahr-
scheinlichkeit p. Danach darf jedoch keines der neun anderen Rentiere
ins Ziel kommen. Fiir jedes Rentier nach Rudolph gilt dann also, dass
bisher nur Rudolph das Ziel erreicht hat und es wird daher die gleiche
Geschwindigkeit wie Rudolph wéhlen, da es bei Gleichstand gewinnen
wiirde. Die neun Rentiere kommen jeweils mit einer Wahrscheinlichkeit
von 1 — p nicht ins Ziel. Alle neun Rentiere kommen entsprechend mit
einer Wahrscheinlichkeit von (1 — p)? nicht ins Ziel. Daraus ergibt sich
folgende Gewinnwahrscheinlichkeit fiir Rudolph:

W(p) = p(1—p)°,

die wir abermals maximieren wollen.

Wer der Differentialrechnung méchtig ist, bestimmt dazu die Ableitung

von W,

W(p) = (1=p)"=9p(1=p)® = (1=p)*(1—p—9p) = (1 —p)*(1—10p),
und deren Nullstellen p;y = % und p; = 1. Anschlieend muss man
durch Einsetzen der Nullstelle py von W’ in die zweite Ableitung von
w,

W"(p) =18(5p — 1)(1 — p)",

verifizieren, dass es sich bei p; = %o tatsdchlich um ein Maximum der
Funktion handelt:

43046721
"(po) = 18 (55 — 1) (1 — &) = -2 — 43046721 < 0.
W (pe) =18 (545 — 1) (1 — 55) 0000000 3046721 < 0
Zuletzt berechnet man noch den Funktionswert
387420489

W =Wp) = (1-)" =

_ 0RO (),0387420489 — 3,87420489 %
10 10000000000 ‘

Rudolph gewinnt das Rennen also mit einer Wahrscheinlichkeit von
rund W = 3,9 %.

Wer (noch) nicht ableiten kann, kann sich auch mit einer Analyse des
Graphen der Funktion W behelfen (s. Abbildung 13) und die gesuchte
Gewinnwahrscheinlichkeit W eingrenzen: 3% < W < 4 %.
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1072

W(p) = p(1 — p)°

Abbildung 13: Die Wahrscheinlichkeitsfunktion W (p) = p(1 — p)°.

Zusatzfrage: Hier muss man die Strategie aller Rentiere betrachten, die sich
in Abhéngigkeit der Ergebnisse, der jeweils davor laufenden Rentiere,
andert:

Wir betrachten dazu das Rentier mit dem Startplatz k, 1 < k£ < 10.
Hat keines der ersten £ — 1 Rentiere das Ziel erreicht, dann ist das
k-te Rentier in der gleichen Situation wie ein Rentier mit dem ersten
Startplatz in einem Rennen mit insgesamt 10 — (k — 1) = 11 — k teil-
nehmenden Rentieren. Es sollte also — analog zu (a) und (b) — mit einer
Geschwindigkeit laufen, sodass die Wahrscheinlichkeit

W(p) =p(l —p)" " =p1-p) "

maximiert wird. Um W zu maximieren, berechnet man wie in (b) die
Ableitung von W,

W'(p) = ((k—11)p+1)(1 —p)* ",

und deren Nullstellen py = ﬁ und p, = 0. Da

W (pr) >0
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ist pg tatsdchlich ein Maximum der Wahrscheinlichkeitsfunktion W mit
Wert
L

Das k-te Rentier sollte also mit der Geschwindigkeit loslaufen, die zur
Durchhaltewahrscheinlichkeit p, = ﬁ gehort. Kommt dieses k-te
Rentier ins Ziel, dann werden die nachfolgenden Rentiere ebenfalls mit
dieser Geschwindigkeit (zur Durchhaltewahrscheinlichkeit py) laufen,
da sie bei Gleichstand gewinnen wiirden. Schafft es das k-te Rentier
nicht ins Ziel, dann lauft das (k + 1)-te Rentier entsprechend mit der
Durchhaltegeschwindigkeit von py1 = ﬁ. Und so weiter und so fort.

Demnach gewinnt Rudolph das Rennen, falls er so schnell 1auft, wie das
erste Rentier, das (vor ihm) ins gekommen ist. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass das erste Rentier und Rudolph ins Ziel kommen, ist

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das erste Rentier nicht ins Ziel
kommt, aber das zweite Rentier und Rudolph ins Ziel kommen, be-
trigt

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass das erste und zweite Rentier nicht
ins Ziel kommen, das dritte und Rudolph aber schon, ist

Und so weiter und so fort. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass es die
ersten k — 1 Rentiere nicht ins Ziel schaffen, das k-te und Rudolph aber

schon, ist
1 1

10 11-k°

wobei 1 < k£ < 9. Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass vor Rudolph
keines der Rentiere ins Ziel kommt, Rudolph aber schon ist
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Insgesamt betréigt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Rudolph das Ren-
nen der zehn Rentiere gewinnt

(i 3+ 1) = 2 =0,2928068253 ~ 29,29 %

und ist damit gut 7,5 mal so hoch wie die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass er gewinnt, wenn er als Erster startet.
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11 Kuchenteilung

Autor:  Frits Spieksma (TU Eindhoven)
Projekt: 4TU.AMI

11.1 Aufgabe

Knecht Ruprecht hat einen riesengrofien Kuchen gebacken und 100 Wichtel
zum Kuchenessen eingeladen. Die Wichtel sind mit den Zahlen von 1 bis
100 durchnummeriert und besuchen Ruprecht der Reihe nach im Laufe des
Nachmittags.

e Der Wichtel mit der Nummer 1 erhélt 1% des Kuchens.

e Der Wichtel mit der Nummer 2 erhilt 2 % des restlichen Kuchens.

e Der Wichtel mit der Nummer 3 erhilt 3% des restlichen Kuchens.

e Der Wichtel mit der Nummer 4 erhélt 4 % des restlichen Kuchens.

e Und so weiter.

e Der Wichtel mit der Nummer k erhélt k% des restlichen Kuchens.

e Und so weiter.

e Der Wichtel mit der Nummer 99 erhélt 99 % des restlichen Kuchens.

e Der Wichtel mit der Nummer 100 erhilt schlieflich 100 % und somit
den gesamten Rest.

Der Wichtel mit der Nummer N hat das grofite Kuchenstiick erhalten. Wel-
che der folgenden Aussagen iiber diese Nummer N ist richtig?
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Aufgabe 11

Illustration: Frauke Jansen

Antwortmoglichkeiten:

1.
2.

3.

10.

Die Einerstelle von N ist 1.
Die Einerstelle von N ist 2.
Die Einerstelle von N ist 3.
Die Einerstelle von N ist 4.
Die Einerstelle von N ist 5.
Die Einerstelle von N ist 6.
Die Einerstelle von N ist 7.
Die Einerstelle von N ist 8.
Die Einerstelle von N ist 9.

Die Einerstelle von N ist 0.
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11.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 10.

Wir bezeichnen mit S die Grofle des Kuchenstiicks des Wichtels mit Num-
mer k, und wir bezeichnen mit Ry den restlichen Teil des Kuchens, nachdem
der Wichtel mit Nummer k sein Stiick erhalten hat.

Man sieht leicht, dass S; = 1/100 und R; = 99/100 gilt. Da der Wichtel mit
Nummer k genau k% von Rj_; erhéilt, gilt fiir k& > 2

k 100 — &
Ry = (1 ) Ry = Ry_1.

100 100
Zusammen mit Ry = 99/100 erhdlt man nun sofort fiir 1 < k£ <99

99 98 97 100 -k 99!

R, = —— .2 . ... = ,
*~ 100 100 100 100~ (99 — k)! 100*

Da der Wichtel mit Nummer & genau k% von Rj_; erhilt, gilt weiters fiir
1<k <100

k k 99! 99! k
S = —_— R ] = — = . 3
7100 TN T 100 (100 — k) 100F-T T (100 — k)1 100% (3)
Nun wollen wir verstehen, fiir welche k£ die Ungleichung
Sk < Sk+1 (4)

gilt. Wegen (3) gilt:
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Sk < Skt

99! - 99! - (k + 1)
(100 — k)l 100k~ (99 — k)! 100%+1"

k k+1
(100 — k)l (99 — k)!- 100’

100k k+1
(100 — £)(99 — k)1~ (99— k)’

100k < (k+1)(100 — k)

!

!

100k < 100k — k? + 100 — k

[ A

k(k+1) < 100
Daher ist die Ungleichung (4) fiir 1 < k < 9 erfiillt. Entsprechend gilt
Sk > Skt1

fir alle £ > 10.

Somit steigt die Grofle der Kuchenstiicke vom ersten bis zum zehnten Ku-
chenstiick streng monoton an und fillt danach (also vom zehnten bis zum
hundertsten Kuchenstiick) streng monoton ab. Wichtel Nummer 10 erhélt
also das grofite Kuchenstiick.
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12 Die Miitzenaufgabe 2019

Autoren: Aart Blokhuis (TU Eindhoven)
Gerhard Woeginger (TU Eindhoven)

Projekt: 4TU.AMI

12.1 Aufgabe

Der Weihnachtsmann sagt zu den drei Intelligenzwichteln Atto, Bilbo und
Chico: ,,Meine lieben Intelligenzwichtel! Auch in diesem Jahr soll es im ma-
thematischen Adventskalender wieder eine knifflige Denkaufgabe mit bunten
Miitzen auf Wichtelkopfen geben. Darum lade ich Euch morgen wieder ein-
mal zu einem gemiitlichen Nachmittag mit Kaffee und Kuchen ein.*

,Fein, wir kommen gerne!“, rufen die drei Wichtel.

Der Weihnachtsmann freut sich: ,,Gut, dann werde ich heute Abend neun
Wichtelmiitzen vorbereiten: Drei blaue, drei gelbe und drei rote Miitzen.
Morgen setze ich dann jedem von Euch hinterriicks und blitzschnell eine der
neun Miitzen auf den Kopf, sodass keiner die Farbe der eigenen Miitze zu
sehen kriegt. Thr konnt die Farben der beiden anderen Miitzen sehen, diirft
aber keinerlei Informationen untereinander austauschen.

Der Weihnachtsmann fahrt fort: ,Dann muss jeder von Euch gleichzeitig
einige Finger in die Hohe strecken.

e Ein Finger bedeutet, dass die eigene Miitze blau ist.
e Zwei Finger bedeuten, dass die eigene Miitze gelb ist,
e und drei Finger bedeuten, dass sie rot ist.

e Null oder vier oder mehr Finger bedeuten, dass Ihr nicht raten
wollt.

Wenn auch nur einer von Euch falsch rét, schicke ich Euch wieder nach Hau-
se. Wenn aber keiner falsch und mindestens einer die eigene Miitzenfarbe
korrekt errédt, dann bekommt jeder von Euch dreien ein Stiick Sachertorte
und eine Tasse Kaffee.“
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Atto fragt: ,Wie wéhlst Du denn unsere Miitzen aus?*

,Die wihle ich vollig zufillig aus, sodass jede der 27 moglichen Farbkombi-
nationen auf Euren Kopfen genau gleich wahrscheinlich ist“, sagt der Weih-
nachtsmann.

Dann fragt Bilbo: ,,Kénnen wir denn die sechs unbenutzten Miitzen sehen?“

,Nein!“, antwortet der Weihnachtsmann. ,,Die unbenutzten Miitzen verstecke
ich im Wandschrank!*

Chico mochte wissen: ,, Was passiert denn, wenn keiner von uns raten will
und wenn zum Beispiel jeder vier Finger hochstreckt?*

,Dann schicke ich Euch auch nach Hause®, sagt der Weihnachtsmann. , Kaf-
fee und Kuchen gibt es nur dann, wenn mindestens einer richtig und keiner
falsch rat. Ist das klar?*

Die Wichtel beginnen zu iiberlegen. Sie diskutieren und sie denken nach. Sie
denken nach und sie diskutieren. Dann diskutieren sie noch mehr und denken
noch lénger nach. Sie arbeiten schliellich eine wirklich geniale Strategie aus,
die die Anzahl M unter den 27 moglichen Farbkombinationen maximiert, mit
denen sie Kaffee und Kuchen erhalten.

Unsere Frage lautet: Wie grof§ ist M?
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Aufgabe 12

Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmoglichkeiten:

1.
2.
3.

10.

T EEEEEE

M =9.

M = 10.

Il Il Il Il Il Il I Il
— — — — — — — [
L N o os W N
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12.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 7.

Warum M=15 moglich ist:

Die folgende Strategie garantiert den Wichteln Erfolg in mindestens 15 der
27 moglichen Falle: Jeder Wichtel sieht sich die Miitzen der beiden anderen
an.

e Ist keine der beiden Miitzen blau, so rat er BLAU.
e Sind beide Miitzen blau, so réit er GELB.

e [st genau eine der beiden Miitzen blau, so rat er gar NICHT.

Nun wollen wir die 27 moglichen Farbkombinationen unter dieser Strategie
untersuchen:

e Es gibt genau 8 Farbkombinationen ohne blaue Miitze:
GGG, GGR, GRG, RGG, RGG, RGR, GRR, RRR.

In diesen 8 Fillen raten alle drei Wichtel BLAU als ihre Miitzenfarbe
und liegen damit alle falsch.

e Es gibt genau 12 Farbkombinationen, in denen genau ein Wichtel eine
blaue Miitze hat:

BGG, BGR, BRG, BRR, GBG, GBR,
RBG, RBR, GGB, GRB, RGB, RRB.

In diesen 12 Fillen rat nur der Wichtel mit der blauen Miitze, und er
rat die korrekte Farbe BLAU.

e Es gibt genau 3 Farbkombinationen mit zwei blauen und einer gelben
Miitze:

BBG, BGB, GBB.
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In diesen 3 Féllen rédt nur der Wichtel mit der gelben Miitze, und er
réit die korrekte Farbe GELB.

e Es gibt genau 3 Farbkombinationen mit zwei blauen und einer roten
Miitze:

BBR, BRB, RBB.

In diesen 3 Féllen rédt nur der Wichtel mit der roten Miitze; er réit
GELB und liegt damit falsch.

e [m einzigen verbleibenden Fall BBB haben alle drei Wichtel eine blaue
Miitze. Alle drei raten GELB und liegen falsch.

In Summe garantiert diese Strategie also tatséachlich M = 12 4+ 3 = 15 Farb-
kombinationen mit Kaffee und Kuchen.

Warum M=16 nicht moglich ist:

Wir nehmen zwecks Widerspruchs an, dass eine Strategie S existiert, die
den drei Wichteln Erfolg bei mindestens 16 Farbkombinationen garantiert.
Fiir Atto gibt es genau neun verschiedene Farbkombinationen, die er auf den
Kopfen von Bilbo und Chico wahrnehmen kann:

xBB, xGG, xRR, xBG, xGB, xBR, xRB, xBG, xGB,

wobei x fiir Attos unbekannte Miitzenfarbe steht. Die Strategie S legt fiir
jede dieser neun Farbkombinationen fest, ob Atto BLAU, GELB, ROT oder
gar NICHT raten soll. Wenn Atto sich entschlieit, einen Tipp abzugeben, so
liegt er in einem Fall richtig und in zwei Fillen falsch (da sein Tipp nur in
einem Fall seiner Miitzenfarbe entspricht). Falls Atto nun bei a > 6 der neun
Farbkombinationen einen Tipp abgibt, so réit er in 2a Féllen falsch, woraus
M < 27 — 2a < 15 folgt. Das bedeutet, dass Atto bei a < 5 der neun Farb-
kombinationen einen Tipp abgibt und insbesondere in @ < 5 der insgesamt
27 moglichen Situationen einen korrekten Tipp abgibt.

Symmetrische Argumente zeigen, dass Bilbo in b < 5 der insgesamt 27
moglichen Situationen einen korrekten Tipp abgibt und dass Chico in ¢ <5
der insgesamt 27 moglichen Situationen einen korrekten Tipp abgibt. Da je-
der der drei Wichtel hochstens fiinf korrekte Tipps liefert, gilt wie gewiinscht
die Ungleichung M <5+ 5+ 5= 15.
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13 Printenpacken

Autor: Falk Ebert (Herder-Gymnasium Berlin)

13.1 Aufgabe

In der Weihnachtsbéckerei ,,Zum siilen Plunder am Nordpol duftet es herr-
lich nach allerlei Leckereien, denn hier werden die besten Lebkuchen, Platzchen
und Stollen der Welt gebacken.

Packwichtel Paul hat die Aufgabe, die allerleckersten Printen (nahezu qua-
derférmige Lebkuchen der Breite 5cm und Linge 15cm') in groBe Versand-
kartons zu packen. Die genormten Versandkartons sind jeweils 40 cm breit
und 40 cm lang. Paul packt immer mehrere Schichten aus Printen mit einem
Blatt Papier dazwischen in die Kisten. Wie er die ldnglichen Lebkuchen dabei
anordnet, ist ihm {iberlassen. Natiirlich ist es Ehrensache fiir einen Packwich-
tel, so effizient zu packen, dass fiir keine andere Anordnung mehr Printen in
eine Schicht passen.

Eine Sache fallt ihm dabei sofort auf. In jeder Lage Printen bleibt ein kleiner
Bereich frei und lésst sich nicht fiillen — egal, wie er die Printen anordnet.
Nach einigen gepackten Kisten stellte er aber verbliifft fest, dass bei moglichst
effizienter Anordnung der Printen in jeder Schicht das gleiche Phénomen auf-
tritt.

Welches Phanomen ist das?

'Da die Hohe der Lebkuchen zur Lésung der Aufgabe irrelevant ist, wird sie hier auch
nicht angegeben.
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Illustration: Frauke Jansen

Antwortmoglichkeiten:

1.
2.
3.
4.

10.

Es gibt exakt 1 mogliche Position fiir den freibleibenden Bereich.

Es gibt exakt 4 mogliche Positionen fiir den freibleibenden Bereich.
Es gibt exakt 8 mogliche Positionen fiir den freibleibenden Bereich.
Es gibt exakt 16 mogliche Positionen fiir den freibleibenden Bereich.
Es gibt exakt 64 mogliche Positionen fiir den freibleibenden Bereich.
Der freibleibende Bereich grenzt stets an den Rand der Kiste.

Der freibleibende Bereich hat stets eine Printenldnge (15cm) Abstand
vom Rand der Kiste.

Der freibleibende Bereich ist nie zusammenhéngend.
Das freibleibende Loch ist immer ein Quadrat von 10 cm Seitenlénge.

Das freibleibende Loch ist immer wie ein L geformt.
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13.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 2.

Wir kénnen die Grundfliche des Versandkartons gedanklich in 64 kleine Fel-
der der Flache 5cm x 5cm unterteilen. Die Printen lassen sich ebenfalls in
drei kleine Felder der Fldche 5cm x 5 cm unterteilen (s. Abb. 14).

Abbildung 14: Links: Grundflache des Versandkartons. Rechts: Eine Printe.

Sofort erkennen wir (wie auch Paul), dass 64 bei der Teilung durch 3 den Rest
1 lasst: 64 = 21-341. Folglich konnen wir hochstens 21 Printen in einer Lage
unterbringen. Wie dieses Kunststiick z. B. gelingen kann, zeigt Abbildung 15.

Wir zeigen nun, dass es genau vier Moglichkeiten gibt, 21 Printen in den Ver-
sandkarton zu legen: Dafiir farben wir die Grundflache des Versandkartons
wie in Abbildung 16 mit drei verschiedenen Farben ein.

Wir beobachten, dass eine Printe — egal, wie wir sie (senkrecht oder waa-
gerecht) in den Karton legen — immer genau ein gelbes, pinkes und blaues
Feld bedeckt. Wir zéhlen insgesamt 21 gelbe, 21 blaue, aber 22 pinke Felder.
Wenn wir also 21 Printen in die Packung legen mochten, bleibt am Ende ein
pinkes Feld frei. Da das Packungsproblem aber spiegelungs- und rotations-
symmetrisch ist, kommen als leere Felder nur solche pinken in Frage, die bei
Spiegelung oder Rotation (um 90°, 180° bzw. 270°) wieder in pinke Felder
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Abbildung 15: Eine Moglichkeit, 21 Printen in den Versandkarton zu legen.

iibergehen. Denn, nehmen wir z. B. an, dass das unterste linke, pinke Feld
am Ende leer bleibt, dann wére das dquivalent dazu, dass auch das oberste
linke, gelbe Feld frei bliebe. Dies haben wir ja aber schon ausgeschlossen.
Als Felder, die bei einer moglichst effizienten Packung der Printen am Ende
frei bleiben, kommen also nur genau vier Felder in Frage (s. Abb. 17). In
Abbildung 15 haben wir auch gesehen, dass es tatséchlich moglich ist, die
21 Printen so im Versandkarton unterzubringen, dass genau eines dieser vier
pinken Felder frei bleibt.
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Abbildung 16: Farbung der Grundfliche des Versandkartons mit drei ver-

schiedenen Farben.

Abbildung 17: Nur die vier kréftig pinken Felder kommen als freie Positionen

in Frage.
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14 Zylinderhut

Autor:  Jacques Resing (TU Eindhoven)
Projekt: 4TU.AMI

14.1 Aufgabe

Die Wahrscheinlichkeitswichtel Waff, Weff und Wiff haben 900 kleine Zettel
mit nicht-negativen ganzen Zahlen beschriftet und in einen Zylinderhut ge-
geben. Der Weihnachtsmann zieht einen Zettel, betrachtet die Zahl darauf
und legt den Zettel zuriick in den Zylinderhut.

Walff sagt: ,, Wenn Du das sehr, sehr, sehr oft wiederholst, dann ist die durch-
schnittliche gezogene Zahl gleich 1.

Weft sagt: ,,Und das durchschnittliche Quadrat der gezogenen Zahl ist gleich
2'“

Wiff sagt: ,Und die durchschnittliche dritte Potenz der gezogenen Zahl ist
gleich 5.¢

Der Weihnachtsmann iiberlegt stirnrunzelnd: ,, Wenn diese Zettel wirklich nur
nicht-negative ganze Zahlen enthalten sollen, dann miissen sehr viele Zettel
mit Null beschriftet sein.*

Waft, Weff und Wiff antworten: ,,Ja, genau! Viele Zettel sind mit Null be-
schriftet.

Wir fragen Euch: Was ist die kleinstmogliche Zahl N von Zetteln im Zylin-
derhut, die mit Null beschriftet sind?
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®
0000000000*0000
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Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmoglichkeiten:

1. Diese kleinstmégliche Zahl ist N = 280.
2. Diese kleinstmogliche Zahl ist N = 289.
3. Diese kleinstmdgliche Zahl ist N = 295.
4. Diese kleinstmogliche Zahl ist N = 300.
5. Diese kleinstmogliche Zahl ist N = 312.

Diese kleinstmogliche Zahl ist N = 314.

N

Diese kleinstmogliche Zahl ist N = 324.
8. Diese kleinstmogliche Zahl ist N = 333.
9. Diese kleinstmdgliche Zahl ist N = 345.

10. Diese kleinstmdgliche Zahl ist N = 352.
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14.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 4.

Sei A, die Anzahl der Zettel, die die ganze Zahl n > 0 tragen. Laut Aufga-
benstellung gilt dann:

1-900 ::0-440#—1-141%—2~1424—3-,43#—4-144—F--~+—n-14n—+-~-,
2:900=0-Ag+1-A;+4- Ay +9- A3 +16- Ay +---+n? A, + -,
5-900=0-Ag+1-A +8- Ay +27- A5 +64-Ay+---+n>- A, +--- .

Wir multiplizieren die erste Gleichung mit 11 und die zweite mit —6, und
addieren die beiden dann zur dritten Gleichung:

4-900 = (11n — 60 + n’) A,
n>1
Da
ln—6n*+n*=mn-1)(n—-2)(n—-3)+6>6
fiir n > 1 gilt, erhalten wir

4-900 =Y (1ln —6n° +n’) A, > 6> A,

n>1 n>1

— 60022An

n>1

Daher tragen hochstens 600 der Zettel eine Zahl n > 1, und mindestens 300
der Zettel tragen die Zahl 0.

Wenn man Ay = 300, A; = 450, A3 = 150 und alle iibrigen A,, = 0 setzt, so
erhélt man eine Situation, in der genau 300 Zettel mit Null beschriftet sind
und

55(0-Ag+1-A; +0+3- A3+ 0) = 555(450 4 3 - 150) = 1,
55(0-Ag+1-A; +0+9- A3+ 0) = 555(450 + 9 - 150) = 2,
555(0- Ag+1-A; +0+27- A3+ 0) = 555(450 + 27 - 150) = 5

gilt.
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15 Rudolphs Fahrplan

Autor:  Niels Lindner (Zuse-Institut Berlin)

Projekt: MATH+ Transition Project MIT:
Routing Structures & Periodic Timetabling

15.1 Aufgabe

Am Nordpol wird ein kleines Eisenbahnnetz errichtet, auf dem drei Ziige fah-
ren sollen: Der Nordpolexpress (durchgehend), der Postzug (gestrichelt)
und die Spekulatiusbahn (gepunktet), sieche Abbildung 18.

Rentier- y Haupt- | ______ 1-5 ------ ‘Weihnachts-
gehege ......................... bahnhof postamt

9

4
-----

~
~
S
S
~

;22 14
B : .
Weihnachts- | 18 _________ Spekulatius- Geschenke-
mannbiiro béackerei lager

Abbildung 18: Das Nordpol-Eisenbahnnetz

Es stehen bereits die Fahrzeiten zwischen zwei benachbarten Bahnhofen fest
(siche Abbildung 18). So dauert zum Beispiel die Fahrt des Postzugs vom
Hauptbahnhof zum Weihnachtspostamt 15 Minuten. Die Ziige fahren nur in
die abgebildete Richtung.

Der Weihnachtsmann fihrt téaglich von seinem Haus am Nordpol zum Weih-
nachtsmannbiiro und mochte daher, dass er am Rentiergehege nicht zu lange
warten muss. Weil er ansonsten nicht viel von Fahrpldnen versteht, bittet er
Rudolph, das Rentier, um Hilfe. Rudolph hat ein paar Semester Mathematik
studiert und kann einen Fahrplan, d.h., Ankunfts- und Abfahrtszeiten fiir
jeden Zug an jedem Bahnhof, mit folgenden Eigenschaften konstruieren:
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(a) Der Fahrplan wiederholt sich alle " Minuten.

(b) Die Ankunftszeit an einem Bahnhof ergibt sich aus der Summe der
Abfahrtszeit am vorherigen Bahnhof und der Fahrzeit.

(c) Ankunft und Abfahrt eines Zuges am gleichen Bahnhof kénnen zur
selben Minute erfolgen, es kann aber auch Zeit dazwischen liegen.

(d) Von der Abfahrt am Hauptbahnhof bis zur néchsten Ankunft am Haupt-
bahnhof benotigt jeder Zug hochstens 7" Minuten.

(e) Nordpolexpress, Postzug und Spekulatiusbahn fahren immer alle zur
gleichen Zeit am Hauptbahnhof ab.

(f) Nordpolexpress und Spekulatiusbahn fahren zur gleichen Zeit am Ren-
tiergehege ab.

(g) T ist die kleinstmégliche natiirliche Zahl, fiir die diese Eigenschaften
alle erfiillt sind.

Die Rentiere Dasher, Comet, Cupid, Donner und Blitzen kommentieren Ru-
dolphs Fahrplan:
Dasher: , Wahnsinn! Es fihrt alle 100 Minuten ein Zug.“

Comet: ,,Super! Ich muss am Hauptbahnhof nie langer als eine halbe Stunde
warten, wenn ich vom Rentiergehege zum Geschenkelager fahren méochte.

Cupid: , Toll! Alle Ziige kommen am Hauptbahnhof zur gleichen Zeit an.

Donner: ,Fantastisch! Der Nordpolexpress kommt zur gleichen Minute am
Rentiergehege an, zu der die Spekulatiusbahn abfdhrt.®

Blitzen: . Das ist doof! Ich brauche linger als 90 Minuten vom Hauptbahn-
hof zur Spekulatiusbéckerei.“

Welche drei Rentiere haben Recht?
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Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmoglichkeiten:

1. Dasher, Comet und Cupid.

2. Dasher, Comet und Donner.
3. Dasher, Comet und Blitzen.
4. Dasher, Cupid und Donner.
5. Dasher, Cupid und Blitzen.

Dasher, Donner und Blitzen.

N

Comet, Cupid und Donner.
8. Comet, Cupid und Blitzen.
9. Comet, Donner und Blitzen.

10. Cupid, Donner und Blitzen.
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Projektbezug:

Das Projekt Routing Structures € Periodic Timetabling widmet sich der Be-
rechnung von optimalen Taktfahrpldnen in Nahverkehrsnetzen. Dabei wird
beriicksichtigt, dass der Fahrplan einen Einfluss auf die Routenwahl der
Fahrgiste ausiibt. Umgekehrt werden die Wege der Fahrgéste in die Fahrpla-
nerstellung miteinbezogen. Das oberste Ziel ist hierbei, die Umsteigezeiten
fiir alle Fahrgéste moglichst kurz zu gestalten.
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15.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 9.

Wir berechnen zunéchst eine untere Schranke fiir 7@ Es kann ohne Be-
schrinkung der Allgemeinheit angenommen werden, dass Nordpolexpress,
Postzug und Spekulatiusbahn zur Minute 0 am Hauptbahnhof abfahren. Fiir
die gemeinsame Abfahrtszeit Z von Nordpolexpress und Spekulatiusbahn am
Rentiergehege ergibt sich dann:

7>344+42=7 und Z > 24,

denn das sind die Mindestfahrzeiten vom Hauptbahnhotf zum Rentiergehege.
Auflerdem miissen Nordpolexpress und Spekulatiusbahn nach hochstens T
Minuten wieder im Hauptbahnhof sein. Damit gilt

Z+424<T und +24+184+14=2+54<T

Wir erhalten also
T>7Z+54>76+ 54 =130.

Tatséchlich kann man einen Fahrplan mit den angegeben Eigenschaften (a)—
(g) konstruieren, der sich alle 7" = 130 Minuten wiederholt:

Nordpolexpress || Ankunft | Abfahrt
Hauptbahnhof 0
Nordpol 42 42
Rentiergehege 76 76
Hauptbahnhof 100
Postzug Ankunft | Abfahrt
Hauptbahnhof 0
Weihnachtspostamt 15 15
Geschenkelager 24 24
Hauptbahnhof 37
Spekulatiusbahn Ankunft | Abfahrt
Hauptbahnhof 0
Rentiergehege 24 76
Weihnachtsmannbiiro 98 98
Spekulatiusbackerei 116 116
Hauptbahnhof 130
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Nun zu den Aussagen der fiinf Rentiere:

e Dasher liegt falsch: Wie oben gezeigt, ist der kleinstmdgliche Wert
T =130 > 100.

e Comet hat Recht: Vom Rentiergehege gelangt man zum Geschenke-
lager mit dem Nordpolexpress und dem Postzug oder mit der Spekula-
tiusbahn und dem Postzug — jeweils mit Umstieg am Hauptbahnhof.

Im angegebenen Fahrplan betrigt die Wartezeit am Hauptbahnhof bei
Fahrt mit dem Nordpolexpress 30 Minuten, mit der Spekulatiusbahn 0
Minuten.

Ganz allgemein gilt Folgendes: Aus T' = 130 folgt geméfl obiger Rech-
nung auch Z = 76. Somit folgt aus (b), dass die Ankunftszeiten am
Hauptbahnhof bereits festgelegt sind auf Z + 24 = 100 fiir den Nord-
polexpress bzw. Z 4+ 54 = 130 Minuten fiir die Spekulatiusbahn. Der
Postzug verlasst den Hauptbahnhof zu den Minuten 0, 130, 260, etc. Die
Wartezeit beim Umstieg vom Nordpolexpress zum Postzug betriagt also
0 Minuten und die Wartezeit beim Umstieg von der Spekulatiusbahn
zum Postzug 30 Minuten. Insgesamt muss man also bei Ankunft am
Hauptbahnhof hdchstens 30 Minuten auf den Postzug warten.

e Cupids Aussage stimmt nicht: Weil der Nordpolexpress und die
Spekulatiusbahn am Rentiergehege zur gleichen Zeit Z losfahren, ist
die Ankunftszeit des Nordpolexpresses am Hauptbahnhof Z + 24, aber
die Ankunft der Spekulatiusbahn am Hauptbahnhof mindestens Z+54.
Die beiden Ziige kommen also nicht zur gleichen Zeit am Hauptbahnhof
an.

e Donner hat Recht: Z = 76 ist die frithestmogliche Ankunft des Nord-
polexpresses und die spatestmogliche Abfahrt der Spekulatiusbahn. Da
beide zur gleichen Zeit Z = 76 abfahren miissen, kommt der Nordpol-
express also zur gleichen Minute (Z = 76) am Rentiergehege an, zu der
die Spekulatiusbahn abféhrt.

e Blitzen hat auch Recht: Vom Hauptbahnhof zur Spekulatiusbéckerei
muss man (egal, ob man den Nordpolexpress oder die Spekulatiusbahn
nimmt) iiber das Rentiergehege fahren. Bei Abfahrt am Hauptbahnhof
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zur Minute 0, erfolgt die Abfahrt am Rentiergehege mit der Spekulati-
usbahn aber erst bei Z = 76. Demnach dauert es mindestens

Z+224+18=76440 =116 > 90

Minuten vom Hauptbahnhof zur Spekulatiusbéckerei.
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16 Rendezvous bei Neumond

Autor: Khai Van Tran (TU Berlin)

16.1 Aufgabe

Wie an jedem Neumond sind die Wichtel Yann und Max zu einem Nachtspa-
ziergang mit anschliefendem gemeinsamen Knobeln verabredet. Beide woh-
nen an der (schier unendlich) langen vollkommen geraden Weihnachtsstrafie.
Da sie zwei Meilen voneinander entfernt wohnen, gehen normalerweise bei-
de Wichtel genau eine Stunde vor der vereinbarten Zeit los und laufen eine
Meile auf den jeweils anderen zu. Nach einer Stunde treffen sie sich dann
in der Mitte ihrer Hauser (auf kurzen Wichtelbeinen ist man nicht so flott
unterwegs).

Auch heute gehen Yann und Max zu genau demselben Zeitpunkt los. Nun
hat es sich aber zugetragen, dass ein Tropensturm (der Klimawandel macht
aber auch wirklich vor gar nichts halt) durch die Strafle gefegt ist und dabei
insbesondere auch die Wegweiser mitgenommen und das Telekommunikati-
onssystem zum Erliegen gebracht hat.

Yann und Max konnen zwar fiir sich selbst die beiden Richtungen, in die
die Strafe fithrt, unterscheiden, sie wissen allerdings nicht, in welcher Rich-
tung sich das Haus des jeweils anderen befindet — im Weihnachtsstress sind
sie wohl sehr vergesslich geworden. Da es Nacht ist, konnen die beiden sich
nicht am Sonnenstand orientieren. Und auch wenn die beiden den Polarstern
sehen konnen, hilft er nicht, da sie sich ja bereits in der Néhe des Nordpols
befinden. Auch Lichtsignale oder Rauchzeichen sind verboten, da sie die an-
deren Bewohner der Weihnachtsstrafie storen wiirden — kurzum: die beiden
Wichtel kénnen nicht miteinander kommunizieren...

Es gibt nun verschiedene Strategien, die die Wichtel verfolgen kénnen, um
sich dennoch zu treffen:

(A) Beide Wichtel werfen eine faire Miinze, die entscheidet, in welche Rich-
tung sie jeweils eine Meile laufen. Dies wiederholen sie so lange, bis sie
sich treffen.

(B) Beide Wichtel werfen eine faire Miinze, die entscheidet, in welche Rich-
tung sie jeweils eine Meile laufen. Falls sie den anderen nicht getroffen
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haben, gehen sie darauthin eine Meile in die Gegenrichtung. Dies wie-
derholen sie so lange, bis sie sich treffen.

(C) Beide Wichtel werfen eine faire Miinze, die entscheidet, in welche Rich-
tung sie jeweils eine Meile laufen. Falls sie den anderen nicht getroffen
haben, gehen sie darauthin zwei Meilen in die Gegenrichtung. Dies wie-
derholen sie so lange, bis sie sich treffen.

Da Yann und Max ein Herz und eine Seele sind, kénnen sie sich sicher sein,
dass beide dieselbe Strategie auswihlen. Es bleibt aber die Frage, wie gut die
Strategien jeweils sind.

Seien a, b bzw. ¢ jeweils die Zeiten (in Stunden), die im Durchschnitt verge-
hen, bis die Wichtel sich treffen, wenn sie Strategie A, B bzw. C verfolgen.

Welche der folgenden Aussagen stimmt?

Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmoglichkeiten:

l.a<b<ec

2.a<c<b
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3.
4.

10.

a<b=c
b<a<c
b<c<a
b<a=c
c<a<b
c<b<a
c<a=b

a=b=c
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16.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 8.

In jeder Strategie bestimmt ein fairer Miinzwurf die Richtung, in welche die
Wichtel jeweils laufen. Jeder Wichtel geht also (unabhéngig davon, was der
andere macht) zunéchst mit Wahrscheinlichkeit % auf den anderen zu und
geht mit Wahrscheinlichkeit % vom anderen fort. Jeder der vier Fille, die in
Tabelle 3 dargestellt sind, tritt also mit Wahrscheinlichkeit % . % = }l ein.
Insbesondere gibt es eine Wahrscheinlichkeit von }L +% = %, dass die Wichtel

parallel zueinander laufen, d. h. dieselbe Bewegungsrichtung haben.

Max bewegt sich hin: Max bewegt sicht fort:
p=1/2 p=1/2
Yann bewegt sich hin: sie laufen aufeinander zu: | sie laufen parallel:
p=1/2 p=1/2-1/2=1/4 p=1/2-1/2=1/4
Yann bewegt sicht fort: || sie laufen parallel: sie laufen voneinander weg:
p=1/2 p=1/2-1/2=1/4 p=1/2-1/2=1/4

Tabelle 3: Was in der ersten Stunde mit welcher Wahrscheinlichkeit passieren
konnte.

Betrachten wir zunéchst Strategie B: Die Wichtel kénnen sich hier nur
nach einer Stunde treffen, falls sie aufeinander zulaufen. Dieser Fall tritt mit
Wahrscheinlichkeit § ein.

Andernfalls treffen sie sich nicht und kehren innerhalb von zwei Stunden
jeweils zu ihrem Ausgangspunkt zuriick. Die Zeit, die sie dann noch brauchen,
um sich zu treffen, ist wieder b Stunden. Es gilt also:

b=21-14+3.(2+40)
& b=14+5+3b
& =1
& b=17

Betrachten wir nun Strategie C: Auch hier gibt es eine Wahrscheinlichkeit
von %‘, dass sich Yann und Max nach einer Stunde treffen.
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Gehen beide Wichtel zunéchst vom anderen davon, so haben sie nach einer
Stunde ihre Distanz auf vier Meilen erhoht. Dann aber drehen beide um und
laufen zwei Meilen auf den anderen zu und die Wichtel treffen sich nach drei
Stunden. Auch dieser Fall trifft mit Wahrscheinlichkeit i ein.

Mit Wahrscheinlichkeit % laufen die beiden Wichtel drei Stunden lang parallel
zueinander und konnen sich wihrenddessen nicht treffen. Danach hat sich ihr
Abstand nicht veréndert und die Wichtel brauchen ¢ Stunden, um sich zu
treffen. Es gilt also:

c=11+1-3+1B+0¢)
_ 1 3 6 1
& c=3+5;+3+t5¢
1._ 5
= 56—5
& c=2>5

Kommen wir nun zu Strategie A: Wieder gibt es eine Wahrscheinlichkeit
von %‘, dass sich die Wichtel nach einer Stunde treffen.

Mit Wahrscheinlichkeit % laufen die beiden Wichtel eine Stunde lang parallel
zueinander und konnen sich wiahrenddessen nicht treffen. Danach hat sich
ihr Abstand nicht verdndert und die Wichtel brauchen a Stunden, um sich
zu treffen.

Falls beide Wichtel eine Meile voneinander weglaufen, dann erhoht sich ihr
Abstand auf vier Meilen. Um sich zu treffen, miissen die beiden zunéchst
ihren Abstand auf zwei Meilen verringern. Dann wéren sie in der Ausgangs-
situation und sie brauchen a Stunden um sich zu treffen. Den Abstand von
vier auf zwei Meilen zu verringern dauert genau so lange, wie den Abstand
von zwei auf null Meilen zu verringern, also auch a Stunden. In diesem Fall
bendétigen die Wichtel also 2a Stunden, um sich zu treffen. D. h.:

a=1%1-14+3(1+a)+ 3(1+2a)
1 1 1 1 1
< a=3tgyT0titse
& a=a+1

Die letzte Zeile ist unerfiillbar (wenn a eine endliche reelle Zahl ist) und da-
her kann a keine endliche reelle Zahl sein. Man konnte fast meinen, dass a
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eine 8 ist, die gestolpert und *&hem™* in liegender Position verblieben ist...

Auf jeden Fall gilt
c<b<a.

Bemerkung: Die Problemfamilie, aus der diese Aufgabe stammt, ist in der
Literatur unter dem Namen ,,Rendezvous on the Line“ bekannt. Es wird ver-
mutet, dass es keine Strategie gibt, deren Erwartungswert unter 4,25 Stunden
liegt. In dieser Aufgabe haben wir gezeigt, dass eine Strategie mit Erwar-
tungswert 5 Stunden existiert. Es ist sogar eine Strategie bekannt, deren
Erwartungswert nur knapp iiber 4,25 Stunden liegt. Diese konnte nur mithil-
fe von Computern gefunden werden und in ihr wiederholen die Wichtel ein
recht komplizierte fiinfzehnstiindiges Suchmuster, die sie mit verschiedenen
Wahrscheinlichkeiten ausfiithren. Siehe, z. B.

http://garden.irmacs.sfu.ca/op/rendezvous_on_a_line.
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17 Lichterketten

Autorin: Luise Fehlinger (HU Berlin)

17.1 Aufgabe

Die Lichterkettenproduktion am Nordpol lauft wie am Schniirchen. Die Wich-
tel Dincho, Antonia und Bogdan sind sehr zufrieden mit ihrer neu erfunde-
nen Maschine, die die Arbeit enorm erleichtert. Sie laden daher alle anderen
Wichtel zu einer Spielerunde ein.

Leider passen sie dabei nicht mehr auf die Produktion auf und der Grinch
kann sich in die Fabrik schleichen. Er sabotiert die neue Maschine und wirft
auch noch die aussortierten kaputten Lampchen wieder in den Vorrat der
funktionierenden Lampchen. Wichtel Sinan merkt dies als erstes. Die Auf-
regung ist grofl: Was wird Nicolas, der Oberwichtel, nur sagen, wenn die
Lichterketten nicht piinktlich geliefert werden koénnen? Die Wichtel Daria
und Thore beginnen sofort mit der Reparatur. Die Wichtel Bendix und Jan
fangen an, die Ladmpchen zu testen und wieder auseinander zu sortieren.

Doch die Zeit rennt davon. Wichtel Joana meint: ,,Das Testen aller Limpchen
dauert zu lange. Wir sollten einfach die Maschine die Lichterketten bauen
lassen und dann die kompletten Ketten testen.*

Auch Wichtel Lennart ist dafiir: ,Die Lampchen sind nur mit einer Wahr-
scheinlichkeit von 0,1 % kaputt — viele Lichterketten werden also funktionie-
ren, wenn wir sie einfach so zusammenbauen.

Wichtel Kai legt also fest: ,, Wir bauen die Lichterketten und testen dann die
Ketten. Dann, wenn eine Kette nicht funktioniert, testen wir alle Lampchen
dieser Kette einzeln und tauschen die kaputten gegen die ganzen, die Bendix
und Jan schon kontrolliert haben.*

Wichtel Philipp sieht noch auf den Plan: ,,Fiir die nichste Lieferung brauchen
wir 100 Lichterketten mit jeweils 100 Lampchen.“

Und die Testexpertin Sara meint: ,,Fiir jeden Test — egal ob komplette Lich-
terkette oder einzelnes Léampchen — brauchen wir 3 Sekunden.“

Nun sind alle voll bei der Arbeit. Und da Wichtel sich sehr gut mit Mathe-
matik auskennen, vergniigen sie sich widhrenddessen damit, Vorhersagen zu
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den Tests zu finden. Ein Wichtel hat sich allerdings geirrt. Welcher?

"'

'
USRS

"'
)
""
)
’

Ilustration: Frauke Jansen

Antwortmoglichkeiten:

1. Wichtel Taha sagt: ,Wenn wir Gliick haben, sind wir nach genau 5
Minuten mit dem Testen fertig.“

2. Wichtel Marwan meint: ,Wenn wir aber Pech haben, brauchen wir 8
Stunden und 25 Minuten zum Testen.*

3. Wichtel Lara gibt zu bedenken: ,Im schlimmsten Fall, d. h. wenn alle
Lichterketten kaputt sind, wéren wir fiinf Minuten schneller, wenn wir
alle Lampchen einzeln testeten.*

4. Wichtel Andi erwidert: ,Aber eine Lichterkette ist mit einer Wahr-
scheinlichkeit von iiber 90 % ganz.“

5. Wichtel Katharina ergénzt sofort: ,, Allerdings tritt der beste Fall — also
dass alle Lichterketten funktionieren — mit einer Wahrscheinlichkeit von
weniger als 0,005 % ein.“
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6.

10.

Wichtel Jonathan weist darauf hin: ,,Der schlimmste Fall, d. h. dass alle
Lichterketten kaputt sind, tritt mit einer viel kleineren Wahrscheinlich-
keit ein, ndmlich nur mit weniger als 107200 %.

. Wichtel Yura meint: , Auf jeden Fall ist die Wahrscheinlichkeit dafiir,

dass genau zwei Ketten defekt sind, nicht genauso grof§ wie die Wahr-
scheinlichkeit dafiir, dass genau drei Ketten defekt sind.*

Und Wichtel Isabella ergéanzt: ,, Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass ge-
nau fiinf Lichterketten kaputt sind, ist kleiner als 5 %.

. Wichtel Fabian sagt: ,Wir konnen erwarten, dass weniger als elf der

hundert Lichterketten kaputt sind.*

Wichtel Clemens schlussfolgert: ,, Damit konnen wir also erwarten, dass
wir weniger als eine Stunde fiir das Testen der hundert Lichterketten
brauchen.“
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17.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 6.

1. Taha hat recht: Wenn die Wichtel Gliick haben, sind alle 100 Lich-
terketten ganz. Sie miissen also nacheinander nur die 100 Lichterketten
testen. Fiir jeden dieser Tests benotigen sie 3 Sekunden. Insgesamt also:

100-3s =300s = bmin.

2. Marwan hat recht: Wenn die Wichtel Pech haben, sind alle 100 Lich-
terketten defekt. Sie miissen also nacheinander die 100 Lichterketten
testen und dann noch die jeweils 100 Lampchen aller 100 Lichterket-
ten. Fiir jeden dieser Tests benotigen sie 3 Sekunden. Insgesamt:

100-3s+100-100-3s = (1 +100) - 100 - 3 s
=101-5-60s
= 505 min
= 8h 25 min.

3. Lara hat recht: Im schlimmsten Fall, d.h. wenn alle Lichterketten
defekt sind, brauchen die Wichtel — wie eben berechnet — 505 Minuten.
Testeten sie alle Lampchen einzeln, brauchten sie dafiir nur

100 - 100 -3s =500-20 -3 s = 500 min.
Sie waren dann also 5 Minuten schneller.

4. Andi hat recht: Da eine Lichterkette aus 100 Lampchen besteht und
jedes der Lampchen mit einer Wahrscheinlichkeit von 99,9 % ganz ist,
ist die komplette Lichterkette mit einer Wahrscheinlichkeit von

999 100

ganz.
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5. Katharina hat recht: Im besten Fall sind jeweils alle 100 Lampchen
aller 100 Lichterketten ganz. Da ein einzelnes Lampchen mit einer
Wahrscheinlichkeit von 99,9 % ganz ist, sind alle 100 Lichterketten mit
einer Wahrscheinlichkeit von

099 100-100 999 10.000
i = (== ~ 0,000045 = 0,0045 % < 0,005
<1ooo> <1000> ’ 00457 < 0.005%

ganz.

6. Jonathan liegt falsch: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Lich-
terkette kaputt ist, ist die Gegenwahrscheinlichkeit zur Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass eine Lichterkette ganz ist. Diese Wahrscheinlichkeit
haben wir in (4) berechnet. Die Wahrscheinlichkeit, dass alle 100 Lich-
terketten kaputt sind, betrdgt demnach

999 100 \100
(1 - (M) ) ~7-1071% = 7,107 % > 1072 %.

Viele Taschenrechner streiken bei diesen kleinen Zahlen schon. Aber
wir konnen das Ergebnis approximieren:

100
999 \}» 00

07 01100 — 10—200 — 10—198 %

liegt zwischen

und
0,1' =107" = 107" %.

Selbst die sehr grobe untere Abschétzung liegt noch iiber dem Wert
von Jonathan.

7. Yura hat recht: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Lichterkette
ganz bzw. kaputt ist, haben wir in (4) bzw. in (6) berechnet. Die An-
zahl der Moglichkeiten, wie die zwei bzw. drei defekten Lichterketten
auf die 100 Lichterketten verteilt sein kénnen, ist (130) bzw. (120). Ins-
gesamt ergibt sich die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau zwei bzw.
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drei Lichterketten (der 100) kaputt sind, als

2 98
100 999 \'*° 999 \'*
P 2 defekt) = N e (272
(genau 2 defekt) (2) ( (1000) ) ((1000)
~ 0,0025 = 0,25 %

und

3 97
100 999 \'% 999 \'*
P(genau 3 defekt) = ( 5 ) . (1 — (m) ) . ((W)
~ 0,0085 = 0,85 %.

8. Isabella hat recht: Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass eine Lichter-
kette ganz bzw. kaputt ist, haben wir in (4) bzw. in (6) berechnet. Die
Anzahl der Moglichkeiten, wie die fiinf defekten Lichterketten auf die

100 Lichterketten verteilt sein konnen, ist (120). Insgesamt ergibt sich

die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass genau fiinf Lichterketten (der 100)
kaputt sind, als

5 95
100 999 \*° 999 Y
o (22 ) (22 ~ 0,044 — 4.4 .
(5) ( (1000) ) <(1ooo) 0044 =44% < 5%

9. Fabian hat recht: Da eine Lichterkette mit einer Wahrscheinlichkeit

von
999 00
1— (222
< 1000)
kaputt ist, kénnen wir erwarten, dass von 100 Lichterketten

999 100
100 - (1 — <M> ) ~ 9,52 <10

defekt sind. Natiirlich muss dieser Wert nicht exakt angenommen wer-
den. Aber wenn vorher auf die Anzahl der defekten Lichterketten ge-
wettet wird, ist das ein guter Wert.
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10. Clemens hat recht: Mit den Uberlegungen von (9) erwarten wir
weniger als 10 defekte Lichterketten. Fiir diesen Fall miissen also die
100 Ketten getestet werden und von den 10 defekten Ketten noch alle
Lampchen. Dazu brauchen die Wichtel dann

(10 -100 4 100) - 35 = 3300 s = 55 min < 1 h

fiir ihre Tests.
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18 Bredelebacken

Autoren: Rafael Arndt (George Mason University),
Jo Andrea Briiggemann (WIAS),
Olivier Huber (WIAS)

Projekt: MATH+ Emerging Field EF3-5:
Direct Reconstruction of Biophysical Parameters Using
Dictionary Learning and Robust Regularization

Aufgabe

Jedes Jahr, ziemlich kurzfristig vor dem Fest, zerbrechen sich die kleinen
Helferlein des Weihnachtsmanns im Elsass den Kopf, um die perfekte Kom-
bination aus Bredele, der elsassischen Pliatzchenvariante, zu finden, die sie
dann in 20 gleich bestiickte Geschenktiitchen packen wollen.

Gliicklicherweise gibt es die Internetplattform www.bredele.alsace, die alle
géngigen Bredele-Rezepte mit Bewertungen von unzéahligen Probanden aus
aller Welt enthélt (siehe Abb. 19). Jedes Rezept listet die Zutaten auf, die fiir
eine Charge von 60 Bredele bendtigt werden (plus eine ausreichende Menge
an Teig und Bredele fiir die Qualitatskontrolle durch jeden der kleinen Hel-
ferlein).

Die Helfer suchen die aktuellen Bewertungen (siehe Abb. 19) und stellen
fest, dass die Spitzbuben eine durchschnittliche Bewertung von 25 © haben,
wahrend Butterbredele und Spritzbredele eine durchschnittliche Bewertung
von 20 © und 15 © haben. Die Kokosbredele haben nur eine durchschnitt-
liche Bewertung von 10 Q, da einige Leute den Geschmack von Kokosnuss
lieben, wihrend andere ihn nicht ausstehen kénnen. Sie gehéren aber zu den
Lieblingsbredele der kleinen Helferlein, da sie doch sehr leicht zu backen sind.

Die Herstellung der Bredelegeschenktiitchen wird allerdings nicht nur durch
die méfBigen Backkiinste der kleinen Helfer beeintréachtigt. Es ist zudem auch
noch recht knapp, alle bendtigten Zutaten rechtzeitig zu organisieren. Im
Friihjahr konnten die Helferlein exquisite Erdbeer- und Sauerkirschmarmela-
de herstellen. Aber jetzt, nach vielen kostlichen Friithstiicken, haben sie nur
noch ein Glas von jeder Sorte iibrig.
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K, okosbredele

500g Mehl 400g Kokosnygg
200g Zucker S Zucker
3 Eier

250g Butter
2 Eier
250g Haselnuss

15 ©

Abbildung 19: Rezepte und durchschnittliche Bewertung fiir Butterbredele,
Spritzbredele, Spitzbuben und Kokosbredele.

Gliicklicherweise gibt es die drei Anbieter Lebkuchenhausen, Elisenheim und
Himmelsberg, die ,Rundum-Sorglos-Pakete* anbieten. Die drei Pakete wer-
den zum gleichen Preis verkauft, beinhalten aber unterschiedliche Mengen an
Zutaten, die in der Tabelle 4 aufgefiihrt sind.

Anbieter | Lebkuchenhausen | Elisenheim | Himmelsberg
Mehl (g) 3500 4000 3000
Zucker (g) 2000 2000 2000
Butter (g) 3000 3000 1000
Eier (#) 30 22 16
Haselnuss (g) 500 1000 500
Kokosnuss (g) 0 0 400

Tabelle 4: Anbieter und Zutaten derer Pakete.

Die kleinen Helferlein haben genug gespart, um genau eines der drei Pakete
zu kaufen. Zudem sind sie zwar recht gut im Addieren und Multiplizieren,
haben aber ihre Probleme mit der Division. Daher entscheiden sie sich, nur
(nicht-negative) ganzzahlige Vielfache der gegebenen Rezepte zu backen.

Natiirlich mochten die kleinen Helferlein die , besten* Bredeletiiten zusam-
menstellen. Genauer: Sie wollen den Gliicksfaktor der Bredeletiiten maximie-
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ren, d. h. die Summe der O-Bewertung (gegeben durch www.bredele.alsace)
aller Bredele in einer einzelnen Tiite. Leider sind sich die Helferlein nicht ei-
nig, welche Strategie sie zu diesem Zweck verfolgen sollten:

A

Annika meint: , Wir sollten das Paket aus Lebkuchenhausen wéhlen.*

B) Bernd denkt: ,,Wir sollten das Paket aus Elisenheim wihlen.*

C

(A)
(B)
(C) Chrisleine ,,;: ”Wir sollten das Paket aus Himmelsberg wéhlen.“
(D) Daniél ist sich sicher: ,,Es werden nicht mehr als zwei Chargen von jeder

Bredelesorte gebacken.*
(E) Etienne antwortet: ,Eine Bredelesorte wird fiinfmal gebacken.*

(F) Fleurianne fiigt hinzu: ,Mindestens zwei Arten von Bredele werden
mindestens dreimal gebacken.*

(G) Gustav sagt: ,,Es werden keine Spitzbuben gebacken.

Welche der gegebenen Antworten ist richtig?

Illustration: Frauke Jansen
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Antwortmoglichkeiten:

1. Nur Annika und Etienne haben recht.

2. Nur Annika und Fleurianne haben recht.

3. Nur Annika, Etienne, und Gustav haben recht.

4. Nur Annika, Etienne, Fleurianne, und Gustav haben recht.
5. Nur Bernd und Daniél haben recht.

6. Nur Bernd und Fleurianne haben recht.

7. Nur Bernd, Etienne, Fleurianne und Gustav haben recht.

8. Nur Chrisleine, Daniél, and Etienne haben recht.

9. Nur Chrisleine, Daniél, Fleurianne und Gustav haben recht.

10. Nur Chrisleine, Etienne und Fleurianne haben recht.

Projektbezug:

Optimierungsprobleme entstehen in verschiedenen realen Anwendungen. Die
Suche nach optimalen Losungen fiir verschachtelte Optimierungsproblem, bei
denen ein Problem (das Problem der unteren Ebene) in ein anderes (das
Problem der oberen Ebene) eingebettet ist, werden als Bilevel Optimizati-
on Problems bezeichnet. Bilevel Optimization Problems entstehen z. B. bei
der Modellierung von Leader-Follower-Spielen in der Spieltheorie (sogenannte
Stackelberg-Spiele), bei der Investitionsplanung oder bei der Minimierung von
Kosten unter bestimmten Gleichgewichtsbedingungen (MPECs). Die vorlie-
gende Maximierungsaufgabe beinhaltet ein lineares, eingeschrinktes Opti-
mierungsproblem.

Die Modellierung des Problems ist auch ein wichtiges Thema in der Optimie-
rung: Wenn wir mehr iiber die Préferenzen der Beschenkten wissen wiirden,
z. B. iiber ihre Wertschitzung von Kokosbredele, konnten wir die Moglichkeit
einbeziehen, einige Geschenktiitchen mit und einige ohne Kokosbredele zu-
zubereiten.
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Losung

Die richtige Antwort ist: 6.

Zunéchst stellt man fest, dass es am besten ist, moglichst viele Spitzbuben
zu backen und nicht etwa Butterbredele oder Spritzbredele. Das liegt dar-
an, dass man aufler der Marmelade immer mehr Zutaten braucht, um eine
Charge Butterbredele oder Spitzbredele zu backen, und dass die Spitzbuben
eine bessere Bewertung haben. Man kann also immer eine Charge Butterb-
redele oder Spitzbredele durch eine Charge Spitzbuben ersetzen und damit
die Bewertung der Bredele-Geschenktiiten erh6hen. Wenn wir die gesamte
verfiighare Marmelade verwenden, konnen wir zwei Chargen Spitzbuben
backen. Fiir diese zwei Chargen bendtigen wir zusétzlich 1000 g Mehl, 400 g
Zucker, 500 g Butter und 4 Eier. Zieht man diese Mengen von den Paketen
ab, bleiben folgende Zutaten iibrig:

Lieferant | Lebkuchenhausen | Elisenheim | Himmelsberg
Mehl (g) 2500 3000 2000
Zucker (g) 1600 1600 1600
Butter (g) 2500 2500 500
Eier (#) 26 28 12
Haselnuss (g) 500 1000 500
Kokosnuss (g) 0 0 400

Tabelle 5: Zutaten der Pakete nach dem Backen von zwei Chargen Spitzbu-
ben.

Als néchstes wollen wir zeigen, dass Kokosbredele nicht Teil einer optimalen
Losung sind: Der einzige Lieferant, der die notwendigen Kokosflocken liefert,
ist Himmelsberg, dessen Paket ausreicht, um eine Charge Kokosbredele zu
backen. Auflerdem ist zu beachten, dass die Pakete aus Lebkuchenhausen
und Elisenheim (auBler den Kokosflocken) mindestens so viele Zutaten ent-
halten wie das Paket aus Himmelsberg. Wenn wir also keine Kokosbredele
herstellen, gibt es keinen Vorteil, diesen Lieferanten zu wihlen. Wenn wir ei-
ne Charge Kokosbredele backen, bleiben uns folgende Zutaten: 2000 g Mehl,
1200 g Zucker, 500 g Butter, 12 Eier und 500 g Haselniisse.

Beachte, dass die Menge der Butter der begrenzende Faktor ist: Wir sind nun
in der Lage, nur noch zwei weitere Chargen Bredele zu backen. Da Butterb-
redele hoher bewertet sind als Spritzbredele, ist es am besten, zwei Chargen
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Butterbredele zu backen.

Zwei Chargen Spitzbuben, eine Charge Kokosbredele und zwei Chargen But-
terbredele wiirden zu einer Bewertung von insgesamt 100 © fithren. Dies ist
aber nicht optimal, da wir (mit den Packungen aus Lebkuchenhausen oder
Elisenheim) immer zwei Chargen Spitzbuben und drei Chargen Butterbredele
backen kénnten, was eine Gesamtbewertung von 110 © ergeben wiirde.
Also werden wir in einer optimalen Losung keine Kokosbredele backen.

SchlieBlich miissen wir die Anzahl der zu backenden Chargen von Butterbre-
dele und Spitzbredele bestimmen. Dazu werden wir dieses Entscheidungspro-
blem als Linear Programming Problem darstellen und es mit einer grafischen
Methode 16sen.

Seien xpg bzw. xg die Anzahl der Chargen von Butterbredele bzw. Spritzbre-
dele. Dann konnen wir das Optimierungsproblem, wie folgt, aufschreiben:

Lebkuchenhausen: Elisenheim:
maximiere 20xp + 15xg maximiere 20xp + 15xg
sodass 0.5zp + 0.525 < 2.5 sodass 0.5zp + 0.52¢ < 3.0
0.25xp +0.22xs < 1.6 0.25x5 + 0.2z < 1.6
0.25xp + 0.25zg < 2.5 0.25xp + 0.25xg < 2.5
drp + 2xs < 26 dorp + 2xg < 18
Oxp + 0.2525 < 0.5 Ozp + 0.25x¢ < 1
rp>0andxg >0 x> 0and xg > 0

Die Ungleichungen beschreiben eine Menge, die wir zuldssige Menge nennen.
Die Darstellung der zulédssigen Menge erfolgt folgendermafien: Zeichne eine
Gerade, die dem Gleichheitsfall jeder Ungleichung entspricht. Die Halbebene,
die der durch die Ungleichung beschriebenen Menge entspricht, ist gegeben
durch die Normale auf die Gerade, entlang derer der Wert der linken Seite
abnimmt.

Fiir beide Optimierungsprobleme erhalten wir die folgende Darstellung:
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Butterbredele batches (zp)

Feasible set

Lebkuchenhausen offer

}amln\ut

2

5 Spritzbredele batches (zg)

xBEO

Butterbredele batches (zp)

Elisenheim offer

3 4

25 >0 Spritzbredele batches (zg)

Die optimale Auswahl wird auf folgende Weise gefunden: Die Werte von xg
und zg, bei denen die zu maximierende Zutaten konstant ist, kénnen als Ge-
raden dargestellt werden. Der Schnittpunkt dieser Gerade mit der zuléssigen
Menge gibt uns den Wert, der durch die Wahl der Chargen gegeben ist. Die
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optimale Auswahl besteht darin, den hochsten Wert der Zielfunktion so zu
finden, dass die zugehorige Gerade noch die machbare Menge schneidet.

Fiir das Paket aus Elisenheim ist eine solche optimale Auswahl gegeben
durch drei Chargen Butterbredele und drei Chargen Spritzbredele
— mit einer optimalen Bewertung von 105 Q fiir diese beiden Bredelesorten.
Insgesamt (d.h. mit den zwei Chargen Spitzbuben) erhalten wir 155 9.

Zusétzlich mochten wir einen alternativen Losungsansatz ohne den Ein-
satz von grafischen Methoden vorstellen:

Nach wie vor wissen wir, dass eine optimale Losung darin besteht, zwei Char-
gen Spitzbuben und keine Kokosbredele zu backen. Auflerdem wird das Paket
von Himmelsberg in einer optimalen Losung nicht gewahlt.

Wir erweitern die Tabelle 5, indem wir alle moglichen Chargen von Spritzb-
redele (begrenzt durch das Haselnussangebot) durchzéhlen. Die Tabelle zeigt
die Anzahl der Chargen Spritzbredele (SB), die restlichen Zutaten nach dem
Backen des Spritzbredele, die Anzahl der Chargen Butterbredele (BB), die
mit den restlichen Zutaten gebacken werden kénnen und die Gesamtbewer-
tung der Bredele-Geschenktiiten (einschlielich der 50 Q fiir die beiden Char-
gen Spitzbuben):

’ Lieferant H # SB ‘ Mehl ‘ Zucker ‘ Butter ‘ Eier ‘ Hasel H # BB H VY ‘

Lebkuchen- 0 | 2500 1600 2500 26 200 o || 150
hausen 1| 2000 1400 2250 24 250 41 145

2 | 1500 1200 2000 22 0 31| 140

Elisen- 0 | 3000 1600 2500 28 | 1000 41 130
heim 1| 2500 1400 2250 26 750 41 145

2 1 2000 1200 2000 24 200 3 || 140

3 | 1500 1000 1750 22 250 31| 155

4 | 1000 800 1500 20 0 2] 150

Schliefflich lesen wir aus der Tabelle ab, dass es am besten ist, das Eli-
senheim-Angebot zu wihlen und zwei Chargen Spitzbuben sowie drei
Chargen Butterbredele zu backen.

Zusammenfassend stellen wir fest:
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(A) Annika liegt falsch,
(B) Bernd hat recht,

(C) Chrisleine liegt falsch,
(
E) Etienne liegt falsch,

Fleurianne hat recht und

)
)
)
D) Daniél liegt falsch,
(E)
(F)
)

(G) Gustav liegt falsch.
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19 Glitzergeschenke

Autorin: Fleurianne Bertrand (HU Berlin)

19.1 Aufgabe

Letztes Jahr gab es in der Wichtelfabrik auch fiir die Wichtel ein Geschenk
— eine neue Verzierungsmaschine, die direkt mit einem Tablet gesteuert wer-
den kann: Die Wichtel kénnen sich dort einen Bastelbogen aussuchen, der von
der Software in Dreiecke unterteilt wird. Auf diesen konnen dann Verzierun-
gen platziert werden (dabei werden die Klebeflichen natiirlich ausgespart).
Anschlieflend fiillt man Pailletten in die Maschine und, hop!, fertig ist der
verzierte Bastelbogen. Bei einem internen Wettbewerb zum Design einer Ge-
schenkschachtel im Juni hat das folgende Modell von Wichtelin Nora in Form
eines Dodekaeders gewonnen:

Seitdem ist Oberwichtelin Veronoella allerdings sehr oft damit beschéftigt,
die kreativen Wichtel daran zu erinnern, dass die Verzierungen moglichst ef-
fizient eingesetzt werden sollen. Pro gewéhlter Verzierung werden néamlich
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1 g Pailletten verwendet. Aus Stabilitédtsgriinden wird bei jedem Bogen aber
noch zusdtzlich eine bestimmte Menge M an Pailletten auf dem Modell ver-
teilt.

So musste Veronoella erst letztens ein ernstes Wortchen mit Wichtelin An-
na reden: Anna meinte, dass es nicht sinnvoll sei, auch die Unterseite einer
Pyramide zu verzieren und hatte daher folgenden Entwurf gestaltet:

Darauf hatte Veronoella erklart, dass die Maschine in diesem Fall 3g fiir
die gewiinschten Verzierung verwendet und zusétzlich 6 g fiir die Stabilitét.
,Héttest Du eine vierte Verzierung auf das vierte Dreieck gelegt, wiren kei-
ne Pailletten fiir die Stabilitdt notwendig gewesen und wir hitten nur 4 g
Pailletten verwenden miissen. Also sei bitte sparsamer, damit wir fiir alle
Kinder wunderschone Verzierungen erstellen kénnen, und lege sie einfach
gleichméfiger. Um die Menge M der zusétzlichen stabilisierenden Pailletten
auszurechnen, miissen alle Dreiecke verglichen werden und dazu habe ich kei-
ne Lust und schon gar keine Zeit!“, sagte sie.

Ella ist nun sehr neugierig, wie sich die Menge M genau berechnet. Daher
schnappt sie sich die Bedienungsanleitung der Verzierungsmaschine und liest
laut vor:

Fiir einen Bastelbogen aus n Dreiecken 17,75, ..., T}, berechnet sich die Sta-
bilitdtsmenge M wie folgt:
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Fiir jedes Dreieck T; (i = 1,...,n) bezeichne |T;| den Anteil der Fliche
dieses Dreiecks an der Gesamtfliche des Bastelbogens (ohne Klebe-
flichen), d. h.

area(T;)
area(Ty) + area(Ty) + - - - + area(T,)

T3l =

Fiir jedes Dreieck T; sei n; die Anzahl der Verzierungen auf diesem
Dreieck. Sei N = ny + ng + - -+ + n,, die Gesamtzahl der Verzierungen
auf dem Bastelbogen.

Fiir jedes Dreieck T; sei die Stabilitidtsindex p; von T; gegeben als

n;
Pi = 77
| T

d. h. als Anzahl an Verzierungen auf diesem Dreieck geteilt durch den Anteil
der Flache dieses Dreiecks an der Gesamtflache.

Fiir je zwei Dreiecke T; und T; sei die (¢, j)-Stabilitdtszahl m,; gegeben
durch
mi; =TT (pi = pj)*.

Die Stabilitdtsmenge M berechnet sich dann als die Summe der m;; iiber
alle Dreieckspaare (73;,7;), d. h.

M :iimzj (DEF)
i=1 j=1
= Mmutmi+t-+ My
+ Ma1 + Moz + -+ + Moy
+ ...

+mn1+mn2++mnn
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Die anderen Wichtelinnen horen interessiert zu und machen sich ihre eigenen
Gedanken:

Liah behauptet: Man kénnte auch

n 1—1

M =23 ST (i - p)? (LIAH)

i=1 j=1
=2( (BT (2 = p1)?
HI T[T (ps — 1) + | T[ | T3| (ps — p2)?
+...
LT (= p2)? -+ [Tl [T (00 = pur)?)
berechnen.
Sara erklart: Ich werde immer nur eine Verzierung pro Dreieck legen, dann

gilt

M =YY (T - |Ty)? (SARA)

i=1 j=1
= (= |1+ (T = |I)? + -+ (|Th] = |Ta))?
+ (|To] = |T0])* + (| Ta] = |T2))? + -+ + (|To] — |T0l])?

+ (1Tl = 1T + (1Tl = [T2])? + - + (ITal = |T])*.

Nora verkiindet: Ich mochte gerne jede Seite eines Wiirfels in ein grofies
und zwei halb so grofle Dreiecke unterteilen. Auf die grofien Dreiecke
lege ich jeweils zwei Verzierungen und auf die kleinen jeweils eine. Dann
bendtige ich keine zusétzlichen Pailletten, d. h. M = 0.

Anna erwidert: Nein, hier ist ein Gegenbeispiel fiir einen Wiirfel, bei dem
M # 0 gilt:
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¥
%*é
3
*
o
w
o

Elsa murmelt: Haben alle Dreiecke die gleiche Fléche, dann gilt

M =" (0 —0) (ELSA)

i=1 j=1

= (P =p)+ i =)+ + (i —pp)
+ (o5 — P} + (05— p3) + -+ (05 — P})
T

+ (oo —p)+ (05— p3) + -+ (p2 — ph);

das bedeutet, dass keine Pailletten zusétzlich fiir die Stabilitdt verwen-
det werden miissen, wenn jedes Dreieck mit der gleichen Anzahl an
Verzierungen dekoriert wird.

Ella meint: Es gilt
M =2 Z|Ti|(N—,0i)2
i=1

=2 (ITI(N = p0)? + [T2l(N = po)? + . TV = py)?).
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Aufgabe 19

Welche Wichtelinnen liegen denn nun aber richtig?

—
—
I
—
—
—_—

~Zunm

\.

Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmoglichkeiten:

1.

ook W

© ® N o

10.

Anna und Elsa.
Anna und Ella.
Anna und Sara.
Anna und Nora.
Elsa und Liah.

Liah und Sara.

Nora und Sara.
Anna, Ella und Elsa.
Ella, Liah und Nora.
Ella, Nora und Sara.
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Projektbezug:

Die Finite-Elemente-Methode (FEM) ist ein numerisches Verfahren zur Lo-
sung von partiellen Differentialgleichungen, das bei unterschiedlichen physi-
kalischen Aufgabenstellungen angewendet wird. Das Berechnungsgebiet wird
dabei in endlich viele Teilgebiete aufgeteilt. Bei der HHO-Methode kénnen
beliebige Polyeder verwendet werden. Fiir die numerische Analysis kann es
allerdings manchmal von Vorteil sein, solche Polyeder in Dreiecke zu unter-
teilen.
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19.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 9.

Liah liegt richtig: Es gilt
mi; = |G| (pi — p3)* = T T (ps — pi)? = myi,

woraus
n

Zimﬁ:zﬂ: 2”: My,

i=1 j=1 i=1 j=i+1

folgt. Weiterhin sieht man, dass
my; = |Ti| |T| (pi — pi)* =0

gilt. Insgesamt erhalten wir

M=) my

i=1 j=1

n i—1

i=1 j=1 i=1 j=i+1

n i—1

=22 ) my

i=1 j=1

n i—1

=2 D ITIITl (o = pi)*,

i=1 j=1

wobei die letzte Gleichung der Aussage von (LIAH) entspricht.

Sara liegt falsch: Wir formen zunéchst die Formel (DEF) in der Definition
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der Stabilitdtsmenge M um:

M=) > my

i=1 j=1
= D ITHT (o = py)?
i=1 j=1
=Sl (- )
N
= Z Z T (il T5] = my[ T5])
i=1 j=1 7177
Setzen wir nun n; = 1, fiir alle ¢ = 1,...,n, sehen wir, dass Sara in ihrer

Formel (SARA) vergessen hat, jeden Summanden durch |T;| |1}| zu teilen.

Nora liegt richtig: Jede der sechs Wiirfelseiten sei in ein grofies Dreieck
und zwei halb so grofie unterteilt. Dies bedeutet, dass die grolen Dreiecke T’
jeweils einen Anteil an der Gesamtfliche von

1 1
TN=-:6=—
7l 2 12
haben, wihrend die kleinen Dreiecke ¢ einen Anteil von
f=7:6=5
Y

besitzen. Entsprechend stimmen die Stabilitdtskennzahlen pr und p; der
groflen bzw. kleinen Dreiecke {iberein:

2, by 11
P~ 12 - g

Es gilt also fiir alle Dreiecke m;; = 0 und folglich auch

i=1 j=1
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Anna liegt falsch: Wie wir eben gezeigt haben, gilt auch fiir Annas Wiirfel
m;; = 0 und somit M = 0.

Elsa liegt ebenfalls falsch: Fiir Annas Tetraederentwurf gilt
1
1| = 12| = || = |Tu] = §

sowie
pr=p2=p3=4 und  ps=0.

Es folgt m;; = my;, =0 fir i = 1,2,3,4 und k,l = 1,2,3. Aulerdem

mis = |Ti| | T4| (o — 0)* = 42 =1

R

1
4
fir k =1,2,3. Laut (DEF) gilt also

M:2(m14—|—m24+m34) :2(1+1+1) = 6.
Mit Elsas Formel (ELSA) erhédlt man jedoch

M = (pi —0) + (03 — 0) + (p5 — 0) 4+ (0 — pi) + (0 — p3) + (0 — p3) = 0.

Schliefllich hat Wichtelin Ella recht: Die Formel

2 Y TI(N =p) =) > LT (o = )
i=1

i=1 j=1

kann wie folgt gezeigt werden.

2 Y TN = pi)* =Y > LT (o = )
=1

i=1 j=1

= |2ITI(N?* = 2Np; + p}) = YT T3\ (0 = 20105 + 1)
=1 j=1
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Da p; = ‘T| erhalten wir:

ns

n [ n n2 = n? n; n; ;
_ 21T, ‘ Doy Mo ST i — ’
> 21T (Zn) (Zn) RRTEE Z' "J'{mw mrmﬁw}

nj 1]

. L g1t

B 2
n n 2
U3
- 2|73 (Zn]) —4<an> nH—Zm_

j=1

- 2T<Ji1nj)22n<]in]> +2i1|7;jj| Z (ZIA) i%(i!ﬂ)

i=1 i=1

Durch Umbenennung der Indizes (j — ¢) im letzten Summanden und wegen
> i |T5| folgt:

n [ n 2 n 7] n n
= |27 (an) —2n (Zn]> +2Z%—22%
i=1 L ]:1 ]:1 | = 1 i=1 1

:ZZZ; —2|T,-| (]Zn;nj)zm (i”ﬁ)
:2(;|Tl> (Z”) ‘zlim (Zn>

Abermals nutzen wir die Identitat > 7 |7} = 1 aus:

(5] % (E)

Zusammenfassend stellen wir fest, dass Liah, Nora und Ella richtig liegen
sowie Sara, Anna und Elsa falsch.
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20 Geschenkband

Autoren: Christian Hercher (Europa-Universitiat Flensburg)
Michael Schmitz (Europa-Universitiat Flensburg)

20.1 Aufgabe

Man sollte meinen, dass Willi Wichtel, welcher in der Weihnachtsgeschenke-
verpackungsfabrik werkelt, gerade jetzt viel zu tun hat. Doch weit gefehlt!
Gerade macht er Pause und beschéftigt sich mit einem interessanten Problem:

In der Hand hélt er mittig drei nicht unterscheidbare Schniire eines Geschenk-
bands. Schliefit er die Hand zu einer Faust, baumeln also sechs lose Enden
aus dieser heraus (s. Abbildung 20).

Abbildung 20: Willis Faust mit den drei Schniiren bzw. sechs losen Enden.

Abbildung 21: Ein Verknotungsbeispiel. In diesem Fall entsteht ein einzelner
Ring.

Hector Hilfswichtel verknotet nun véllig zuféllig immer zwei dieser sechs
Schnurenden, bis keine losen Enden mehr iibrig sind — Hector macht also
insgesamt drei Knoten. Willi 6ffnet seine Hand und betrachtet nun ein, zwei
oder drei geschlossenen Ringe (s. Abbildung 21). Eine alte Wichtelweisheit
besagt iibrigens, dass, sollte sich beim Verknoten nur ein einzelner Ring er-
geben, man den Tag nach Weihnachten frei hat :)
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(a) Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit ps, dass Willi nach dem Verknoten
genau zwei Ringe erhélt?

(b) Nun will es Willi wissen: Wenn er die Anzahl der zu Beginn in die
Hand genommenen Schniire von drei auf vier erhcht, wie grof} ist dann
die Wahrscheinlichkeit ps, nach dem Verknoten genau zwei Ringe zu
erhalten?

Illustration: Frauke Jansen

Antwortmoglichkeiten:

1. (a)ps=30% und (b) ps~41%.
2. (a) p3=30% und (b) ps~ 42%.
3. (a)ps;=30% und (b) py ~ 43%.
4. (a) ps; =30% und (b) py ~ 44%.
5. (a) ps =30% und (b) py ~ 45%.
6. (a) ps=40% und (b) py ~ 41 %.
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7. (a) p3 =40% und

- (a)

8. (a) ps =40% und
9. (a) ps =40% und
10. (a) ps =40% und
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20.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 7.

(a) Zunichst wihlt Hector ein beliebiges Schnurende aus. Nun unterschei-
det man zwei Falle:

1. Hector wéhlt mit der Wahrscheinlichkeit % das andere Ende dersel-
ben Schnur, wobei schon der erste Ring entsteht und zwei einzelne
Schniire verbleiben. Wieder greift Hector eines der (nun noch)
vier Schnurenden. Damit am Ende zwei Ringe entstehen, muss er
dieses mit einem Ende der anderen Schnur verknoten, was mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit von % passiert. Nun verbleiben noch zwei
Schnurenden, die auf jeden Fall (d.h. mit Wahrscheinlichkeit 1)
verknotet werden.

Insgesamt tritt dieser Fall also mit der Wahrscheinlichkeit

wN
I

1,
5
ein.

2. Im anderen Fall verknotet Hector das erste Schnurende mit einem
Ende einer anderen Schnur, was mit einer Wahrscheinlichkeit von
% passiert. Willi halt nun eine kurze Schnur und eine lange Schnur
(bestehend aus den beiden eben verknoteten) in der Faust. (Wir
unterscheiden die beiden Schniire im Folgenden nicht, da Hec-
tor seine Wahl vollkommen zuféllig trifft). Damit aus diesen zwei
Schniiren zwei Ringe entstehen, miissen ihre Ende jeweils mitein-
ander verknotet werden. Hector greift wieder eines der (noch) vier
Schnurenden. Mit einer Wahrscheinlichkeit von % verknotet er die-
ses mit dem anderen Ende derselben Schnur und erhélt den ersten
Ring. Der zweite Ring entsteht nun in jedem Fall (d. h. mit Wahr-
scheinlichkeit 1), da nur noch die beiden Enden der letzten Schnur
miteinander verknotet werden koénnen.

Insgesamt tritt dieser Fall also mit der Wahrscheinlichkeit

ein.
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(b)

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ergibt sich abschliefend als die Summe
der oben bestimmten Wahrscheinlichkeiten:

_ 2 4 _ 6 _ 2 __
p3—1—5+ﬁ—1—5—5—40%.

Man kann diesen Aufgabenteil geschickt auf (a) zuriickfithren. Dazu
fithren wir folgende Notation ein: Es sei P(X,, = k) die Wahrschein-
lichkeit dafiir, dass man beim Verknoten von n Schniiren genau k
Ringe erhélt. Im Aufgabenteil (a) haben wir die Wahrscheinlichkeit

P(X3 = 2) = p3 = 2 berechnet. Hier ist nun p; = P(X4 = 2) gesucht.

Berechnen wir nun die Wahrscheinlichkeit aus vier Schniiren durch Ver-
knoten genau zwei Ringe zu erhalten: Hector schnappt sich zunéchst
einen der acht Enden. Wieder unterscheiden wir zwei Falle

1. Hector verknotet das erste Ende mit einer Wahrscheinlichkeit von
% mit dem anderen Ende derselben Schnur, wobei der erste Ring
entsteht. Mit den verbleibenden drei Schniiren muss er nun noch
einen Ring bilden. Dies passiert mit der Wahrscheinlichkeit P(X3 =
1) — die wir noch berechnen miissen. Insgesamt ergibt sich in die-
sem Fall eine Wahrscheinlichkeit von

1. P(X5=1).

2. Im zweiten Fall verknotet Hector das erste Schnurende mit ei-
nem Ende einer anderen Schnur, was mit einer Wahrscheinlich-
keit von g geschieht. In Willis Faust befinden sich damit eine lan-
ge Schnur (bestehend aus den beiden eben verknoteten) und zwei
kurze. Da wir die Linge der Schniire auch hier vernachléssigen
konnen, halt Willi nun noch drei Schniire in der Faust, die Hector
zu zwei Ringen verbinden soll, was mit einer Wahrscheinlichkeit
von P(X3 = 2) passiert (die wir in (a) berechnet haben). Insge-
samt ergibt sich in diesem Fall eine Wahrscheinlichkeit von

Die gesuchte Wahrscheinlichkeit ist wieder die Summe der beiden oben
berechneten Wahrscheinlichkeiten:
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Die Wahrscheinlichkeit P(X3 = 2) = p3 = £ haben wir in (a) schon
bestimmt. Es verbleibt also noch P(X3 = 1) zu ermitteln, d.h. die
Wahrscheinlichkeit dafiir, aus drei Schniiren nur einen Ring zu bilden.
Hector muss also das erste der sechs losen Schnurenden mit dem En-
de einer anderen Schnur verbinden, was mit der Wahrscheinlichkeit %
passiert. Dabei entstehen zwei Schniire, aus denen nun mit Wahrschein-
lichkeit P(X, = 1) ein einziger Ring ensteht. Es gilt P(X, = 1) = 2, da
Hector eines der vier losen Enden (der zwei Schniire) mit einem Ende
einer anderen Schnur verknoten muss, um einen Ring zu erhalten. Wir
erhalten demnach

Abschlieffend berechnet man somit

& |

l

N [ N L i S [ SN {5
N
=
S
=~

L
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21 Alles muss raus!

Autor:  Max Klimm (HU Berlin)
Projekt: MATH+ Application Area AA3-5: Tropical Mechanism Design

21.1 Aufgabe

Jedes Jahr, wenn sich der Trubel der Weihnachtstage gelegt hat, veranstal-
tet der Weihnachtsmann eine Versteigerung unter seinen Wichteln, um die
vielen zuriickgegebenen und nicht angenommenen Geschenke aus dem Lager
zu bekommen. Die Wichtel bieten und zahlen mit Tannenzapfen, die belie-
big geteilt werden konnen. Der Weihnachtsmann veranstaltet grundsétzlich
Zweitpreisauktionen mit Mindestpreis. Dabei geben alle interessierten Wich-
tel ihr Gebot verdeckt ab. Es gewinnt das héchste Gebot, sofern es den Min-
destpreis erreicht. In diesem Fall ist der Erlos jeweils das Maximum aus dem
Mindestpreis und dem zweithochsten Gebot — sollte es nur ein Gebot geben,
dann muss eben der Mindestpreis gezahlt werden. Diesen Erlos erhélt der
Weihnachtsmann als Gutschrift fiir die Geschenke zum kommenden Weih-
nachtsfest.

(i) Der erste Artikel, der zur Versteigerung kommt, ist eine geschmack-
lose Vase. Nur Wichtel Cato hat daran Interesse. Aus Erfahrung ist
bekannt, dass Cato jeweils mit Wahrscheinlichkeit % einen oder zwei
Tannenzapfen bieten wird.

(ii) Der zweite Artikel ist ein Sockensortierer. Nur Wichtel Luca hat daran
Interesse. Luca bietet jeweils mit einer Wahrscheinlichkeit von % einen,
zwei oder drei Tannenzapfen.

(iii) Der dritte Artikel ist ein solarbetriebener Briefbeschwerer. Nur Wichtel
Elisa und Frana haben daran Interesse. Elisa bietet jeweils mit einer
Wahrscheinlichkeit von % einen oder drei Tannenzapfen. Frana bietet
jeweils mit einer Wahrscheinlichkeit von % zwei oder vier Tannenzapfen.

Beide Wichtel bieten unabhéngig voneinander.

(iv) Der vierte Artikel ist ein getopferter Blumenstrau. Es hat wieder-

um nur Cato daran Interesse. Er wird jeweils mit Wahrscheinlichkeit
% einen oder zwei Tannenzapfen bieten. Catos Interesse an dem Blu-

menstraufl ist unabhéngig von seinem Interesse an der geschmacklosen
Vase.

121



MATH+ Adventskalender 2019 Aufgabe 21

Der Weihnachtsmann macht sich nun einige Gedanken dariiber, wie er jeweils
die Mindestpreise fiir vier Auktionen wéahlen sollte, damit der zu erwartende
Erlés moglichst groff ist. Dabei ist der erwartete Erlos einer Auktion mit
Mindestpreis die Summe aller moglichen Erlose dieser Auktion jeweils multi-
pliziert mit der Wahrscheinlichkeit fiir das Erzielen dieses Erléses. Folgende
Hypothesen hat der Weihnachtsmann sich zu den vier Auktionen aufgeschrie-

ben:

(A)

Fiir die erste Auktion ergibt ein Mindestpreis von 2 einen erwarteten
Erlos von 1.

Fiir die erste Auktion ist der Mindestpreis von 2 optimal, das heifit, es
gibt keinen anderen Mindestpreis, der einen echt grofleren erwarteten
Erlos erwirtschaftet.

Fiir die dritte Auktion ist der Mindestpreis von 4 optimal.

Der erwartete Erlos der zweiten Auktion mit optimalem Mindestpreis
ist geringer als der der dritten Auktion mit einem Mindestpreis von 0.

Anstatt Vase und Blumenstrauf} einzeln zu verkaufen, kénnte man auch
beide Artikel zusammen als Biindel verkaufen. Nimmt man an, dass
Cato auf das Biindel die Summe der Gebote der darin enthaltenen
Artikel bietet, so ergibt ein Mindestpreis von 3 fiir das Biindel einen
erwarteten Erlos von %.

Der Mindestpreis von 3 ist fiir das Biindel optimal.

Angenommen Cato bietet in der ersten und in der vierten Auktion
jeweils mit Wahrscheinlichkeit % einen oder vier Tannenzapfen. Dann
ist es besser, die Artikel zusammen im Biindel zu verkaufen als beide
Artikel einzeln (wobei wir jeweils den erwarteten Erlos zum jeweiligen
optimalen Mindestpreis betrachten).

Welche der Aussagen (A) bis (G) sind korrekt?
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Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmoglichkeiten:

1.
2.
3.

4. Nur die Aussagen (A

N

10.

Keine der Aussagen (A) bis (G) ist korrekt.
Nur die Aussagen (A) und (B) sind korrekt.

Nur die Aussagen (A
Nur die Aussagen (A

(A)

(A), (B)
(A), (B)
(A), (B)
Nur die Aussagen (A), (B)
Nur die Aussagen (A), (B)
Nur die Aussagen (A), (B)
Nur die Aussagen (A), (B)
Jede der Aussagen (A) bis (G) ist korrekt.
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Projektbezug:

Das MATH+ Projekt Tropical Mechanism Design betrachtet Auktionen zum
Verkauf mehrerer Giiter. Eine Schwierigkeit dabei ist es zu entscheiden, wel-
che Giiter zusammen im Biindel verkauft werden sollen. Diese Entscheidun-
gen werden im Rahmen des Projektes mithilfe der tropischen Geometrie
gelost.
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21.2 Losung

Die richtige Antwort ist: 7.

(A)

Diese Aussage ist korrekt: Bei einem Mindestpreis von 2 wird die
geschmacklose Vase nur verkauft, wenn Cato zwei Tannenzapfen bie-
tet, was mit Wahrscheinlichkeit % eintritt. Da es keine weiteren Bieter
gibt, ist der Erlos in diesem Fall gerade der Mindestpreis, also 2. Der
erwartete Erlos ist demnach 2 - % =1

Diese Aussage ist korrekt: Da Cato nur entweder einen oder zwei
Tannenzapfen bietet, ist es nur sinnvoll die Mindestpreise 1 und 2 zu
betrachten.

Fiir den Mindestpreis 2 haben wir in (A) schon den erwarteten Erlos
E(2) = 1 berechnet.

Fiir den Mindestpreis 1 wird die Vase mit Wahrscheinlichkeit 1 ver-
kauft, und zwar zum Mindestpreis 1. Der erwartete Erlos betriagt also
in diesem Fall ebenfalls (1) = 1 = E(2) und damit nicht echt grofer
als £(2). Ein Mindestpreis von 2 ist folglich optimal.

Diese Aussage ist falsch: Elisa und Frana bieten fiir den solarbe-
triebenen Briefbeschwerer entweder einen oder drei bzw. zwei oder vier
Tannenzapfen — jeweils mit der Wahrscheinlichkeit % Fiir diese Auktion
gibt es also vier mogliche Paare,

(172>> (174)7 (372)7 (374>7

die jeweils mit einer Wahrscheinlichkeit von % . % = }L geboten werden.
Bezeichne 7(m, (i, 7)) den Erlos bei der Auktion mit Mindestpreis m €
[0, 00) zum Gebot (i, j), wobei i € {1,3} und j € {2,4}. Der erwartete

Erlos der Auktion mit Mindestpreis m ist folglich

E(m) = 1(7(m, (1,2)) + w(m, (1,4)) + 7(m, (3,2)) + 7(m, (3,4))).
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Es gilt

m(m,(1,2)) = <

m(m, (1,4)) =

W(m> (3v 2)) =

7T(m, (37 4)) =

Daraus ergibt sich

&

0

&

1

&

3

&

4

0)=2114+1+2+3)=
(I)=31141+2+3)=
(2)=31242+2+3) =
(3)=30+4+3+3+3) =
(4)=304+4+0+4) =

for 0 <m <1,
for 1 <m <2,
for 2 < m,

for 0 <m <1,
for 1 <m <4,
for 4 < m,

for 0 <m < 2,
for 2 <m <3,
for 3 < m,

for 0 <m < 3,
for 3 <m <4,
for 4 < m.

Pt
Pt
-2,
-2,
2.

Da E(4) =2 < 21 = E(3) = E(2) gilt, ist ein Mindestpreis von 4 nicht
optimal fiir die dritte Auktion.

Diese Aussage ist korrekt: Wir bestimmen zunéchst den optimalen
Mindestpreis und den zugehorigen erwarteten Erlos der zweiten Aukti-
on: Da Luca nur entweder einen, zwei oder drei Tannenzapfen fiir den
Sockensortierer bietet, ist es nur sinnvoll die Mindestpreise 1, 2 und
3 zu betrachten. Fiir den Mindestpreis 1 wird der Sockensortierer mit
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Wahrscheinlichkeit 1 verkauft, und zwar zum Mindestpreis 1. Der er-
wartete Erlos betriagt also in diesem Fall ebenfalls E(1) = 1. Fiir den
Mindestpreis 2 wird der Sockensortierer verkauft, wenn Luca zwei oder
drei Tannenzapfen bietet, also mit einer Wahrscheinlichkeit von % Da
es keine weiteren Bieter gibt, ist der Erlds in diesem Fall gerade der
Mindestpreis, also 2. Der erwartete Erlos betrégt also in diesem Fall
E(2) = 22 = 4. Fiir den Mindestpreis 3 wird der Sockensortierer nur
verkauft, wenn Luca drei Tannenzapfen bietet — dies geschieht mit ei-
ner Wahrscheinlichkeit von % Auch in diesem Fall entspricht der Erlos
dem Mindestpreis 3. Der erwartete Erlos ist demnach 3 - % =1.

Der optimale Mindestpreis der zweiten Auktion ist also 2 und der zu-
gehorige erwartete Erlos betragt %.

Fiir die dritte Auktion haben wir in (C) fiir den Mindestpreis von 0

einen erwarteten Erlos von ;1 > % ermittelt.

Diese Aussage ist korrekt: Da Cato fiir die beiden im Biindel ent-
haltenen Artikel jeweils mit Wahrscheinlichkeit % einen Preis von einem
oder zwei Tannenzapfen bietet, ergeben sich die folgenden Wahrschein-
lichkeiten fiir die Gebote auf das Biindel:

e Mit Wahrscheinlichkeit %1 bietet er zwei,
e mit Wahrscheinlichkeit % bietet er drei und

e mit einer Wahrscheinlichkeit von i bietet er vier Tannenzapfen.

Bei einem Mindestpreis von 3 betrigt die Verkaufswahrscheinlichkeit
genau % und der erwartete Erlos 3 - % = %.

Diese Aussage ist korrekt: Da Cato nur zwei, drei oder vier Tan-
nenzapfen bietet, ist es nur sinnvoll die Mindestpreise 2, 3 und 4 zu
betrachten.

Bei einem Mindestpreis von 2 wird das Biindel auf jeden Fall verkauft
und der erwartete Erlos ist gerade der Mindestpreis, also F(2) = 2.

Laut (F) ist E(3) = 4.

Bei einem Mindestpreis von 4 wird das Biindel mit der Wahrscheinlich-

keit von § verkauft und der erwartete Erlos ist E(4) =4 -1 = 1.

Folglich gilt E(4) < E(2) < E(3) und der Mindestpreis 3 ist ideal.
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(G) Diese Aussage ist falsch: Betrachten wir zunéchst jeweils die Ein-
zelauktionen der beiden Artikel: Bei einem Mindestpreis von 1 werden
die Artikel auf jeden Fall verkauft und der erwartete Erlos betriagt 1. Bei
einem Mindestpreis von 4 werden die Artikel (jeweils) mit einer Wahr-
scheinlichkeit von % verkauft und der erwartete Erlos betréigt 2. Werden
beide Artikel einzeln zum optimalen Mindestpreis (4) verkauft, dann
betragt der erwartete Erlos fiir beide Giiter zusammen also 2 + 2 = 4.

Werden nun beide Artikel im Biindel verkauft, dann bietet Cato

|—

e mit Wahrscheinlichkeit 1

e mit Wahrscheinlichkeit ; fiinf und

zwel,

e mit einer Wahrscheinlichkeit von i acht Tannenzapfen.

Es kommen demnach nur die Mindestpreise 2, 5 und 8 in Frage. Fiir
den Mindestpreis von 2 betriagt der erwartete Erlos fiir das Biindel
E(2) = 2 < 4. Fiir den Mindestpreis von 5 betrégt der erwartete Erlos
fiir das Biindel E(5) = 5-2 = L2 = 32 < 4. Fiir den Mindestpreis
von 8 betrédgt der erwartete Erlos fiir das Biindel E(8) = 8}1 =2 <4
Wir sehen also, dass es in diesem Falle besser ist, die Artikel einzeln zu
verkaufen.
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22 Baumschmuck

Autor:  Jacques Resing (TU Eindhoven)
Projekt: 4TU.AMI

22.1 Aufgabe

Der Weihnachtsmann sagt zu Knecht Ruprecht: ;/In dieser Kiste liegen viele
blaue und rote Christbaumkugeln, und es sind mehr blaue als rote Kugeln.*
Knecht Ruprecht greift in die Kiste und zieht zwei Kugeln heraus. Und
tatsichlich, die eine Kugel ist blau und die andere Kugel ist rot.

Der Weihnachtsmann sagt: , Interessant! Die Wahrscheinlichkeit, zwei ver-
schiedenfarbige Kugeln aus der Kiste zu ziehen, betréigt genau 1/2.“

Knecht Ruprecht wirft die beiden Kugeln zuriick in die Kiste, greift noch
einmal hinein und zieht drei Kugeln heraus. Alle drei Kugeln haben dieselbe
Farbe.

Der Weihnachtsmann sagt: ,, AuBerst interessant! Die Wahrscheinlichkeit, drei
gleichfarbige Kugeln aus der Kiste zu ziehen, betréigt genau 1/4.“

Knecht Ruprecht wirft auch diese drei Kugeln wieder zuriick in die Kiste.
Danach zieht er zuerst eine rote, dann eine blaue, und dann noch eine rote
Kugel heraus.

Der Weihnachtsmann sagt: ,,Hochst interessant! Die Wahrscheinlichkeit, rot-
blau-rot zu ziehen, betréagt auf sechs Nachkommastellen gerundet 0, 123456.

Frage: Wie viele Christbaumkugeln befinden sich denn (vor den Ziehungen)
in der Kiste?
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Illustration: Frauke Jansen

Antwortmoglichkeiten:

1.
2.
3.
4.

10.

In der Kiste befinden sich 5.929 Christbaumkugeln.
In der Kiste befinden sich 6.084 Christbaumkugeln.
In der Kiste befinden sich 6.241 Christbaumkugeln.
In der Kiste befinden sich 6.561 Christbaumkugeln.
In der Kiste befinden sich 6.724 Christbaumkugeln.
In der Kiste befinden sich 6.889 Christbaumkugeln.
In der Kiste befinden sich 7.056 Christbaumkugeln.
In der Kiste befinden sich 7.396 Christbaumkugeln.
In der Kiste befinden sich 7.569 Christbaumkugeln.

In der Kiste befinden sich 8.281 Christbaumkugeln.
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22.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 4.

Das vorliegende Problem kénnen wir als Urnenmodell beschreiben. Wir zie-
hen ohne zuriickzulegen und miissen dabei die Reihenfolge der gezogenen
Kugeln beachten.

Wir nehmen an, dass die Kiste b blaue und r rote Kugeln enthilt. Bei Ru-
prechts erster Ziehung gibt es dann 2 br Moglichkeiten, zwei verschieden-
farbige Kugeln zu ziehen (blau-rot und rot-blau). Weiters gibt es b (b — 1)
Moglichkeiten, zwei blaue Kugeln zu ziehen, und r (r — 1) Moglichkeiten,
zwei rote Kugeln zu ziehen. Da die Wahrscheinlichkeit, zwei verschiedenfar-
bige Kugeln zu ziehen, 1/2 ist, ist auch die Wahrscheinlichkeit dafiir, zwei
gleichfarbige Kugeln zu ziehen, 1/2. Wir erhalten demnach

2br =b(b—1)+1r(r—1)
= 2r=b"—b+ri-r
&= b+r=0b—2br+1"
= b+r=(b—1)

Die Gesamtzahl b + r aller Kugeln ist somit eine Quadratzahl.

Wir setzen
ri=b—r (5)

und erhalten
b+r =22 (6)

Wegen b,r > 1, gilt = > 2. Gleichungen (5) und (6) sind dquivalent zu
r=b—ux bzw. r=az%—b,

woraus

L o
b:§(:n + z) (7)

folgt. Analog zeigt man, dass

r =

N | —
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Bei Ruprechts zweiter Ziehung gibt es dann b (b—1) (b—2) Moglichkeiten
fiir drei blaue Kugeln und r (r —1) (r — 2) Moglichkeiten fiir drei rote Kugeln.
Insgesamt erhalten wir als Anzahl der giinstigen Ereignisse in der zweiten
Ziehung also:

b(b—1)(b—2)+r(r—1)(r—2)

- %(gﬂ b ) (;(:f +a)— 1> (;(:ﬂ +a) - 2>

+ %(a@ — ) (;(aﬁ —x) — 1> (;(xQ —x) — 2>
- %(.7;2 b )@ a2t —4) + é(.r? C )@ —a— )@ -z —4)
_ é [o(z + 1)@ — Dz +2)@? + 2 —4) + 2z — Dz — 2)(z + 1)(a? — 2 — 4)]
:%x(az—kl)(:ﬁ—l) (@ +2)(@2 +2—4)+ (¢ - 2)(a® -z — 4)]
= %x(xQ — 1)@ 2% — 4w+ 207 + 22 — 8+ 2% — 2% — 4 — 227 + 20 + 8)
_ %:p(:cz ~ 120" — 4a)
_ iﬁ(;ﬂ ~1)(a? - 2). (9)

Die Anzahl aller moglichen Ereignisse bei der zweiten Ziehung ist
b+r)b+r—1)(b+r—2)=2%(2*—1)(2* - 2). (10)

Der Quotient aus der Anzahl der giinstigen Ereignisse (9) und der Anzahl
aller moglichen Ereignisse (10) betrdgt daher 1/4. Die Aussage des Weih-
nachtsmanns zur zweiten Ziehung bringt also gar keine neue Information.

Bei Ruprechts dritter Ziehung gibt es schliellich b (r —1) Moglichkeiten,
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rot-blau-rot zu ziehen. Mit den Gleichungen (7) und (8) erhélt man

B —1) = 5( — ) S0 + ) (%(:ﬂ —a) - 1)
_ éx2(a: )@+ 1) -2 —2)
_ %1,2(33 D+ e+ 1)@ —2)
= %(m —2)(z — Da*(z + 1) (11)

Da die Anzahl aller moglichen Ereignisse in der dritten Ziehung wieder durch
(10) gegeben ist, betriagt der Quotient aus der Anzahl der giinstigen Ereig-
nisse (11) und aller moglichen Ereignisse (10)

s@—=2)(z 12>z +1)*> 1 (z—2)(z—1D2*(z+1)(z+1)

x?(2? —1)(2% —2) 8 22z —1)(x+1)(22 —2)

1(x—2)(z+1)
8 2 -2
1
8

2 —x—2
2 —2

_1 1 T
8 x2 -2

Die Funktion p(z) = % [1 - = 2} ist fiir z > v/2 streng monoton steigend.

Fiir 2 < o < 80 gilt daher

3159
< = — =~ 0,1234370.
p(z) < p(80) YT 0,1234370

Analog gilt fiir x > 82

415
> p(82) = —— ~ 0,1234752.

Fiir = 81 erhalten wir schliefSlich
3239
1) = —— ~ 0,1234563.
P8L) = o536 ~ U k
Daher muss © = 81 gelten und die Anzahl der Baumkugeln in der Kiste
ergibt sich als

b+r=2>=81%=6.561.
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23 Streichholzer und Papier

Autoren: Nicolas Grelier (ETH Ziirich)
Saced Gh. Tichi (ETH Ziirich)
Tillmann Miltzow (Utrecht University)
Shakhar Smorodinsky (Ben-Gurion University)

23.1 Aufgabe

Es ist Weihnachtszeit und Isabel nimmt am jéhrlichen obligatorischen Ker-
zenanziindeworkshop “Kerzen anziinden leicht gemacht!,, der Weihnachtsuni-
versitét teil. Sie langweilt sich wéhrend des Unterrichts sehr, hort auf dem
Lehrer zuzuhoren und legt drei Streichholzer auf den Tisch. Jetzt nimmt sie
ein sehr grofles Stiick Papier und bemerkt, dass sie die Streichhélzer so anord-
nen kann, dass sie jedes einzelne Streichholz mit dem Papier bedecken kann,
ohne die beiden anderen vollstéindig abzudecken. Auflerdem ist sie bei die-
ser Streichholzanordnung in der Lage, auch zwei beliebige der Streichhélzern
abzudecken, ohne den dritten vollstandig abzudecken.

,Das war einfach!“, denkt Isabel und versucht dasselbe mit vier Streichholzern.
Nach kurzer Zeit findet sie eine Anordnung von vier Streichhélzern, die es
ihr erlaubt, jedes einzelne Streichholz, jedes Streichholz-Paar und -Tripel ab-
zudecken, ohne die restlichen vollstdndig abzudecken (siehe Abbildung 22).

Am folgenden Wochenende reist Isabel von Wolfsburg nach Leipzig, um ih-
ren Cousin Jesko zu besuchen. Eifrig demonstriert sie ihre Beobachtungen.
Jesko ist fasziniert und guter Dinge, eine dhnliche Anordnung auch fiir fiinf
Streichhélzer zu finden. Nach einer Stunde présentiert er seine schone Losung:
eine Anordnung von fiinf Streichholzern, bei der sich jedes einzelne Streich-
holz, jedes Streichholz-Paar, -Tripel und -Quadrupel mit einem Blatt Papier
abdecken ldsst, wihrend die jeweils verbleibenden Streichhélzer zumindest
teilweise sichtbar sind. Motiviert durch Jeskos Erfolg sucht Isabel auch fiir
sechs Streichhélzer nach einer solchen Anordnung, gibt aber nach einer Weile
auf.

Natiirlich ist es nicht erlaubt, die Ecken des Papiers zu benutzen, um eini-
ge Streichholzer zu bedecken (wihrend andere unbedeckt bleiben). Wir be-
trachten das Blatt Papier eher als eine unendliche Halbebene. Daher suchen
wir nach Mdglichkeiten, eine Reihe von Streichholzern M = {mq,...,m,}
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B¢ O\

Abbildung 22: Eine Anordnung von vier Streichhélzern, sodass jede Teilmen-
ge der Streichholzer von dem groBen Papier (grau) bedeckt wird.

(n € N) so anzuordnen, dass jede Teilmenge S C M abgedeckt werden kann.
Wir sagen, dass S abgedeckt ist, wenn alle Streichholzer aus S vollstéandig
unter dem Papier liegen (d.h. unter der unendlichen Halbebene), wihrend
jedes Streichholz, das nicht in S enthalten ist, hochstens teilweise, aber nicht
vollstéandig bedeckt ist.

Frage: Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

(A) Isabel kann ihr Resultat verbessern: Es ist moglich vier Streichholzer
auf die oben beschriebene Weise anzuordnen, wobei sich nur zwei der
vier iiberschneiden.

(B) Jesko hat einen Fehler gemacht: Es ist unmdglich, fiinf Streichholzer
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auf die oben beschriebene Weise anzuordnen.

(C) Isabel und Jesko hétten es noch etwas linger herumprobieren sollen: Es
ist sogar moglich, zehn Streichholzer auf die oben beschriebene Weise
anzuordnen.

(D) Es ist sogar moglich, fiir beliebig viele Streichhdélzer eine solche Anord-
nung zu finden.

Illustration: Frauke Jansen

Antwortmoglichkeiten:

1. Keine der Aussagen ist korrekt.

2. Nur Aussage (A) ist korrekt.

3. Nur Aussage (B) ist korrekt.

4. Nur Aussage (C) ist korrekt.

5. Nur Aussagen (A) und (B) sind korrekt.
6. Nur Aussagen (A) und (C) sind korrekt.
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7. Nur Aussagen (B) und (C) sind korrekt.

8. Nur Aussagen (A), (B) und (C) sind korrekt.
9. Nur Aussagen (A), (C) und (D) sind korrekt.

10. Alle Aussagen sind korrekt.
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23.2 Losung:
Die richtige Antwort ist: 2.

Eine detaillierte Losung und mehr iiber das Abdecken von Streichholzern ist
im Manuskript der Autoren zu finden: https://arxiv.org/abs/1907.01241.

Von jetzt an nennen wir die Streichholzer Segmente. Das Abdecken aller Teil-
mengen S C M nennen wir Shattering.

Als erstes zeigen wir, dass Aussage (A) korrekt ist: Abb. 23 zeigt eine
mogliche Konfiguration von vier geshatterten Segmenten, wobei sich nur zwei

der Segmente schneiden.
4 3 3
\< 4

1 2
4 / 3
{1,2,3} {1}

A
{1,2}

{1,3}

Abbildung 23: Shattering einer Menge von 4 Segmenten mit nur einer
Uberschneidung. Es ist abgebildet, wie die Teilmengen {1, 2}, {1, 3},{1, 2, 3},
und {1} Abgedeckt werden kénnen. Alle weiteren Teilmengen folgen analog.

Als Néchstes zeigen wir, dass Jesko keinen Fehler gemacht hat und dass die
Aussage (B) falsch ist: In der Tat ist es moglich, fiinf Segmente zu shat-
tern, wie in Abbildung 24 zeigt.
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four segments three consecutive segments two non-adjacent segments

A

two adjacent segments one segment three non-consecutive segments

Abbildung 24: Shattering von fiinf Segmenten. Die abgedeckte Teilmenge ist
jeweils tiirkis, die restlichen Segmente sind orange abgebildet. Aufgrund der
Symmetrie der Anordnung kénnen wir so alle Teilmengen abdecken.

SchlieBlich zeigen wir, dass Aussagen (C) und (D) falsch sind: Zu die-
sem Zweck sei n die Anzahl der Segmente, die geshattert werden konnen.
Beachte, dass es 2" — 2 verschiedene Teilmengen der Segmente gibt, die ab-
gedeckt werden miissen. Sei S eine Teilmenge der Segmente, die durch das
Papier abgedeckt werden miissen. Sei ¢ die Gerade, die den Rand des Papiers
darstellt. Wir kénnen das Papier bewegen, sodass die Eigenschaft, dass es S
abgedeckt wird erhalten bleibt. An einem Punkt wird ¢ zwei Endpunkte von
Segmenten beriihren, siche Abbildung 25.

Dies impliziert, dass es hochstens 4(22”) = 4n(2n — 1) mogliche verschiedene
Teilmengen von S gibt, die wir abdecken koénnen, da es nur (22") viele Paare
von Segmentendpunkten gibt und jedes Paar von Segmentendpunkten zu
hochstens 4 verschiedenen Teilmengen fiihrt (siehe Abbildung 26).

Beachte, dass 4n(2n — 1) > 2" — 2 nur fiir n < 10 gilt (s. Tabelle 6).

Daher gibt es keine Moglichkeit, eine Konfiguration von zehn (oder mehr)
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Segmenten zu shattern.

Man kann tatséchlich zeigen, dass es nicht moglich ist, mehr als fiinf Segmente
zu shattern; siehe dazu das Manuskript der Autoren auf

https://arxiv.org/abs/1907.01241.

Also hat Isabel vergeblich versucht, die sechs Streichhélzer abzudecken.

Abbildung 25: Die Gerade ¢ wird verschoben und gedreht bis sie zwei Seg-
mentendpunkte beriihrt. Dies ist immer moglich.

Abbildung 26: Fiir jedes Paar von Segmentendpunkten erhalten wir héchstens
vier Teilmengen, die abgedeckt werden koénnen.
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| 4n(2n—1) [ 2" -2

4
24
60

112
180
264
364
480
612
760

O © 00D U WS

—

0

2

6

14
30
62
126
254
510
1022

Tabelle 6: Werte 4n(2n — 1) und 2" — 2 fiir 1 < n < 10.
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24 Sagewerk

Autor:  Hennie ter Morsche (TU Eindhoven)
Projekt: 4TU.AMI

24.1 Aufgabe

Die Séagewichtel Zick und Zack arbeiten im Ségewerk des Weihnachtsmannes.
Der heutige Arbeitsplan verlangt, die Holzplatte A in genau zwei kongruente
Teile zu zersdgen. Dabei sollen nur vertikale und horizontale Schnitte (ent-
lang der Linien in der Abbildung) gemacht werden und jedes einzelne der 40
kleinen Quadrate muss intakt bleiben. Danach sollen auch die drei Holzplat-
ten B,C, D unter analogen Bedingungen jeweils in genau zwei kongruente
Teile zerségt werden.

A B

D

Zick kratzt sich am Kopf und klagt: ,, Dieser Arbeitsplan ist doch furchtbar
ungenau. Da steht kein einziges Wort dariiber, wie diese kongruenten Teile
aussehen sollen.“
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Zack kratzt sich ebenfalls am Kopf und meckert: ,, Vielleicht hat uns die Zen-
tralverwaltung auch wieder einmal einen unmoglichen Auftrag erteilt. Das
wére ja nicht das erste Mal.*

Konnt Ihr den Wichteln helfen?

[ ]
SANTA'S
SAWMILL

&,

n

Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmoglichkeiten:

1. Nur die Platten A und B konnen jeweils in genau zwei kongruente Teile
zersigt werden.

2. Nur die Platten A und C' kénnen jeweils in genau zwei kongruente Teile
zersiagt werden.

3. Nur die Platten A und D koénnen jeweils in genau zwei kongruente Teile
zersiagt werden.

4. Nur die Platten B und C' kénnen jeweils in genau zwei kongruente Teile
zersagt werden.

5. Nur die Platten B und D konnen jeweils in genau zwei kongruente Teile
zersigt werden.
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10.

Nur die Platten A, B, C kénnen jeweils in genau zwei kongruente Teile
zersiagt werden.

Nur die Platten A, B, D konnen jeweils in genau zwei kongruente Teile
zersigt werden.

Nur die Platten A, C, D kénnen jeweils in genau zwei kongruente Teile
zersigt werden.

Nur die Platten B, C, D konnen jeweils in genau zwei kongruente Teile
zersagt werden.

Jede der vier Platten kann jeweils in genau zwei kongruente Teile
zersagt werden.
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24.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 10.
Jede der vier Platten A, B, C, D kann in genau zwei kongruente Teile zersagt

werden. Dieses Mal hat die Zentralverwaltung also gut gearbeitet und keinen
Fehler gemacht.

A
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