Digitaler Adventskalender 2005

www.mathekalender.de

Xl -y
g XXV XV |
- %
X - XX

i - XX

5 X1V
XXII Vil A l XIX

Aufgaben und L6sungen

DFG-Forschungszentrum MATHEON
Mathematik fur Schlusseltechnologien



INHALTSVERZEICHNIS

Inhaltsverzeichnis

1

Launische Elfen

1.1 Aufgabe . . . . . .
1.2 Losung . . . . . . oo

Beriithrende Kreise

2.1 Aufgabe . . .. ..
2.2 Losung . . ...

Dominoschlangen

3.1 Aufgabe . . . . ...
3.2 Losung . . . ...

Die Geschenkefabrik

4.1 Aufgabe . . . ...
4.2 Losung . . ...

Rut s Weihnachtsbild

5.1 Aufgabe . . . . . ...
5.2 Losung . . . . ..o

Das erste Weihnachts-Axiom

6.1 Aufgabe . . . . .. ...
6.2 Losung . . . . . . ..

Ein Kredit fiir Weihnachtsbaumkugeln

7.1 Aufgabe . . . . ...
T2 LOsung . . . . ...

Wann geht der Laser an?

81 Aufgabe . . . . . ...
8.2 Losung . . . . . ...

Buddy-Bar

9.1 Aufgabe . . . . .. ...
9.2 Losung . . . . . ..

10 Gartenarbeit

10.1 Aufgabe . . . . . . ..
10.2 Losung . . . . o oo

11 Fahrplanentwurf

11.1 Aufgabe . . . . . . . . .
11.2 Losung . . . . . . . o oo



INHALTSVERZEICHNIS 2

12 Postwichtel 54
12.1 Aufgabe . . . . . . 54
12.2 Losung . . . .« . o o 95

13 Mit dem Schlitten im Labyrinth 57
13.1 Aufgabe . . . . . . . 57
13.2 Losung . . . . . o o 59

14 Regen 60
14.1 Aufgabe . . . . . . 60
14.2 Losung . . . . . o oo 62

15 Rohrsystem 64
15.1 Aufgabe . . . . . .. 64
15.2 Losung . . . . . .o 66

16 Aufzug 67
16.1 Aufgabe . . . . . . . 67
16.2 Losung . . . . . . o 68

17 Geschenkverteilung 76
17.1 Aufgabe . . . . . 76
17.2 Losung . . . . . . o o 78

18 Katz und Maus 79
18.1 Aufgabe . . . . . . . 79
182 Losung . . . . . . o e 81

19 Fuf3ball-Weltmeisterschaft 2006 87
19.1 Aufgabe . . . . . . . 87
19.2 Losung . . . . . . o e 89

20 Vergesslicher Weihnachtsmann 91
20.1 Aufgabe . . . . . . 91
20.2 LOSUNE . . . . .. 93

21 Telekommunikationsplanung in der Agiis 94
21.1 Aufgabe . . . . . . 94
21.2 Losung . . . . oL e 96

22 Baumverkéufer 105
22.1 Aufgabe . . . . .. 105

22.2 LOSUNE . . . . . L 106



INHALTSVERZEICHNIS

23 DNA
23.1 Aufgabe . . . . ..
23.2 Losung . . . ..o e e

24 Zahlenritsel
24.1 Aufgabe . . . . . . ..
24.2 Losung . . . ..o



INHALTSVERZEICHNIS 4

Das DFG-Forschungszentrum MATHEON veranstaltete in Dezember 2005 den Jugendwett-
bewerb: |, Digitaler Adventskalender 2005. Insgesamt knobelten zirka 9400 Teilnehmer an
den téglich neu erscheinenden Aufgaben. Das vorliegende Heft beinhaltet die Aufgaben
und Losungen dieses Adventskalenders.

Das Copyright liegt bei den Autoren. Der Leser ist berechtigt, personliche Kopien fiir wis-
senschaftliche oder nichtkommerzielle Zwecke zu erstellen. Jede weitergehende Nutzung
bedarf der ausdriicklichen vorherigen schriftlichen Genehmigung der Autoren.

Das DFG-Forschungszentrum MATHEON mochte die angewandete Mathematik Schiilern
in verschiedenartigen Aktionen néher bringen. Informationen dazu findet man unter
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Viel Spafl beim Nachrechnen der Aufgaben wiinscht das Mathekalender-Team.
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1 Launische Elfen

Autorin: Heike Siebert
Projekt: A8

1.1 Aufgabe

Es ist allseits bekannt, dass der Weihnachtsmann seine Arbeit nicht allein schafft und ihm
fleifige und freundliche Geschopfe, ndmlich die Elfen, zur Seite stehen. Beschéftigt man
sich allerdings etwas ndher mit den Elfen, so stellt man fest, dass ihr Image nur auf eine
sehr gute PR-Kampagne zuriickgehen kann, da sie alles andere als freundliche, frohliche
Gesellen sind. Sie sind sogar auflerordentlich launisch und starken Stimmungsschwankun-
gen unterworfen. Die Schwierigkeit fiir den Weihnachtsmann liegt nun darin, dass Elfen
nur dann arbeiten, wenn sie gut gelaunt sind.

In diesem Jahr stehen dem Weihnachtsmann die drei Elfen Egbert, Egfried und Egmont
zur Seite. Die drei kennen sich schon sehr lange und ob sich die Laune eines von ihnen in
naher Zukunft dndert, hangt, wenn keine besonderen Ereignisse eintreten, nur davon ab,
wer welche Gemiitslage zum augenblicklichen Zeitpunkt hat. Im Einzelnen sieht das so aus:

e Egmont mag Egfried nicht besonders. Er bekommt gute Laune, wenn Egfried schlecht
gelaunt ist, und schlechte Laune, wenn Egfried gut gelaunt ist.

e Egbert ist der wohl Launischste von den dreien. Seine eigene gute Stimmung ist fiir
ihn schon Anlass genug, schlechte Laune zu bekommen.

e Egberts Laune iibertragt sich auf Egfried, falls Egmont gute Laune hat.

e Egmonts gute Laune farbt auf Egbert ab, aber nur, wenn dieser selbst gerade schlechte
Laune hat.

e Hat Egmont schlechte Laune, so fiihrt dies zu guter Stimmung bei Egfried.

e Ist Egmont schlecht gelaunt, so verdirbt es auch Egbert die Stimmung.

Was man iiber Elfen im Allgemeinen sagen kann, gilt natiirlich auch fiir diese drei. Obwohl
kurzzeitig mehr als ein Elf gute Laune haben kann, so haben doch dauerhaft nie zwei Elfen
gleichzeitig eine positive Gemiitslage. Des Weiteren dndern nie zwei Elfen gleichzeitig ihre
Laune, auch wenn die Voraussetzungen fiir einen Stimmungsumschwung bei mehr als einem
gegeben sind. Nur welcher Elf als Erster seine Laune &ndert und damit eine neue Situation
fiir alle drei Elfen und ihre Stimmungen schafft, wissen wir meist nicht und miissen dement-
sprechend verschiedene Moglichkeiten der Stimmungsentwicklung in Betracht ziehen. Tritt
jedoch eine bestimmte Situation wiederholt auf, so verhalten sich die Elfen immer wie beim
ersten Eintreten dieser Situation.
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Da Elfen korperliche Arbeit verabscheuen, verursacht die Nachricht, dass sie dem Weih-
nachtsmann helfen sollen, bei allen dreien schlechte Laune. Die Frage ist jetzt, ob der
Weihnachtsmann mit Hilfe rechnen kann. Wie wird die Mitarbeit der Elfen aussehen?

Antwortmoglichkeiten:

1. Es arbeitet Egbert mit vielen Pausen, wiahrend die Anderen gar nichts tun, oder es
arbeitet Egfried mit gelegentlicher Unterstiitzung von Egbert.

2. Letztlich arbeitet nur Egfried, oder Egmont arbeitet und bekommt ab und zu Hilfe.

3. Alle drei arbeiten zusammen, keiner génnt sich eine Pause. Der Weihnachtsmann
kann sich freuen.

4. Egbert arbeitet allein, und in seinen Pausen arbeiten Egmont und Egfried zusammen.

5. Letztlich arbeitet nur Egfried, oder Egfried und Egmont arbeiten non-stop und be-
kommen immer mal wieder Hilfe von Egbert.

6. Letzlich arbeitet entweder nur Egfried oder nur Egmont, jeweils ganz allein ohne
weitere Hilfe.

7. Uberwiegend arbeiten Egfried und Egbert, Egmont schaut missmutig zu.
8. Egmont und Egbert horen immer gleichzeitig mit dem Arbeiten auf.
9. Der Weihnachtsmann erhélt keine Hilfe.

10. Die drei Elfen arbeiten immer eine lange Zeit zusammen, in den Pausen spielen sie

Skat.

Es stellt sich hier die Aufgabe, die Entwicklung eines mit sprachlichen Mitteln beschrie-
benen Systems von Objekten (Elfen) und Interaktionen zwischen den Objekten zu unter-
suchen. Um keine in der Zukunft moglichen Zusténde des Systems (Launenverteilung) zu
iibersehen oder Fehler aufgrund der Uniibersichtlichkeit der Situation zu begehen, bietet
es sich an, ein mathematisches Modell fiir das System zu entwickeln. In vielen Naturwis-
senschaften geschieht die Beschreibung eines Systems mittels Differentialgleichungen. Es
gibt jedoch auch die Moglichkeit der logischen Beschreibung, die einfacher ist, aber eben-
falls eine Analyse der zu erwartenden Entwicklung des Systems in der Zukunft erlaubt. Die
letztgenannte Methode wird am DFG-Forschungszentrum MATHEON in der Projektgruppe
A8 im Hinblick auf die Beschreibung genregulatorischer Netzwerke, die angeben, in wel-
cher Weise sich bestimmte Gene durch ihre Produkte gegenseitig beeinflussen, untersucht.
Viele Fragen theoretischer und praktischer Natur sind auf diesem Gebiet noch offen, deren
Klarung den Biologen und Medizinern in ihrer Forschungsarbeit weiterhelfen kann.
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1.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 2

Damit man die Ubersicht besser behalten kann, lohnt es sich, das Problem etwas abstrak-
ter zu behandeln. Wir bezeichnen den Gemiitszustand unserer Elfen Egbert, Egfried und
Egmont mit Eb, Ef und Em. Hat Egbert gute Laune, so schreiben wir Eb = 1, hat er
schlechte Laune, schreiben wir Eb = 0. Ebenso verfahren wir mit den anderen beiden El-
fen.

Nun versuchen wir, die Aussagen iiber die Gemiitsverdnderungen unserer Elfen in eine
iibersichtliche Form zu bringen.Der erste Punkt auf der Liste verrdt uns zunéchst, dass
gute Laune bei Egfried zu schlechter Laune bei Egmont fiithrt. Wir verwenden das Symbol
— um deutlich zu machen, dass der rechts von dem Pfeil stehende Zustand aus dem links
davon stehenden folgt. Wir erhalten also

Ef=0— Em=1.
Der erste Punkt verrat auflerdem
Ef=1— Em=0.

In dieser Weise arbeiten wir die gesamte Liste durch. Im dritten Punkt miissen zwei Voraus-
setzungen erfiillt sein, damit wir auf Egberts Laune schliefen konnen. Wir benutzen das
Symbol A fiir ,und“. Die Liste in der Aufgabe liefert uns dann die folgenden Beziehungen:

EFf=0 — Em=1,
Ef=1 —- Em=0,
Eb=1 — FEb=0,
Em=1ANFEb=0 — FEf=0,
Em=1ANEb=1 — Ef=1,
Eb=0ANFEm=1 — Eb=1,
Em=0 — Ef=1,
Em=0 — Eb=0.

Mit Hilfe der obigen Auflistung kénnen wir nun ausgehend von einem gegebenen Zustand
von Gemiitslagen der Elfen errechnen, wie sich die Laune jedes Einzelnen veréindern wird.
Haben etwa alle drei Elfen gute Laune, d.h. es gilt (Eb, Ef, Em) = (1,1, 1), so folgt aus der
zweiten Zeile der obigen Liste, dass sich Egmonts Laune verschlechtern wird, d.h. EFm = 0,
aus der dritten, dass Egberts Laune abféllt, d.h. £b = 0, und aus der fiinften Zeile, dass
Egfried gut gelaunt bleibt, d.h. Ef = 1. So kénnen wir also dem Zustand (1,1,1) den
Zustand (0, 1, 0) zuordnen, der angibt, in welcher Weise sich die Situation entwickeln kann.
Da wir es mit drei Elfen zu tun haben, die jeweils zwei Gemiitslagen erfahren, gibt es
23 = 8 unterschiedliche Gemiitszustinde. Wie oben beschrieben erhalten wir die folgende
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Tabelle:

(Eb, Ef, Em) | (Eb, Ef, Em)
(0,0,0) (0,1,1)
(0,0,1) (1,0,1)
(0,1,0) (0,1,0)
(0,1,1) (1,0,0)
(1,0,0) (0,1,1)
(1,0,1) (0,1,1)
(1,1,0) (0,1,0)
(1,1,1) (0,1,0)

Wir wollen nun untersuchen, wie sich die Gemiitslagen der drei Elfen mit der Zeit ent-
wickeln. Zu Beginn haben alle drei schlechte Laune, d.h. wir starten mit der Situation
(0,0,0).Nun wissen wir, dass nie zwei Elfen gleichzeitig ihre Laune &ndern.Somit wird auf
die durch (0,0, 0) beschriebene Situation nicht die Situation (0, 1, 1) folgen, sondern entwe-
der die Situation (0,1,0) oder (0,0, 1). Welche der beiden Situationen tatséchlich eintritt,
héngt davon ab, ob Egfried oder Egmont seine Laune schneller dndert. Da uns dariiber
keine Information zur Verfiigung steht, miissen wir beide Moglichkeiten weiter verfolgen.
Stellen wir die Ubergénge mittels Pfeilen graphisch dar und verfolgen alle moglichen Ent-
wicklungen ausgehend vom Zustand (0, 0,0), so erhalten wir das folgende Bild:

e |
I, 4
*
n, |
(14} - — (1. 1in
o
L0 W 1
", Vo,
“"ll'll'll %, ..__.-" - l:l I II
LT s o Mk
; g - 7 ;'r
.___a-"- "'-.
r .__.-"':.
e
{0,0,1) =+ 5 SR o
- (10,1}
e
., A

Indem wir den Pfeilen in dem Diagramm folgen, kénnen wir ablesen, was in der Zukunft
geschehen kann.Von (0,0,0) aus kénnen wir entweder Pfeil 1 oder Pfeil 3 folgen. Pfeil 1
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fithrt zum Zustand (0, 1,0). Von diesem Zustand aus fiihrt kein Pfeil zu einem anderen Zu-
stand, d.h. die Situation wird unveréndert bleiben. Somit ist eine Moglichkeit, dass Egfried
allein arbeitet und ihm keiner der anderen hilft. In dieser Situation enden wir auch, wenn
wir die Pfeile 3, 4, 6, 11 und 12 oder 3, 4, 6, 9 und 10 verfolgen. Verlduft das Geschehen
in einer dieser beiden Bahnen, so arbeiten zwar kurzzeitig auch andere Elfen, aber nach
einiger Zeit arbeitet doch wieder Egfried allein und kann auch mit keiner Hilfe mehr rech-
nen. Die Situation konnte sich aber auch anders entwickeln. Folgen wir den Pfeilen 3 und
4 zum Zustand (1,0, 1), so fithrt Pfeil 5 zuriick zum Zustand (0,0, 1). Da sich die Elfen in
einer erneut auftretenden Situation immer wieder so verhalten wie beim ersten Eintreten
der Situation, kénnen wir schlieen, dass bei dieser Variante Egmont abwechselnd allein
und mit Egbert arbeiten wird. Eine dhnliche Situation tritt auf, wenn wir den Pfeilen 3, 4,
6, 9 folgen. Wir landen im Zustand (0,1, 1). Hier konnen wir ausschlieen, dass der Weg
tiber Pfeil 7 zuriick zu (1,1, 1) fithrt. Wire dies der Fall, so wiirden dauerhaft zwei unserer
drei Elfen, ndmlich Egfried und Egmont, gute Laune haben. Das ist ausgeschlossen. Folgen
wir jedoch Pfeil 8, landen wir wieder bei Zustand (0,0, 1). Somit sind wir wieder in der
Situation, dass Egmont durcharbeitet und ab und zu Hilfe, kurzzeitig sogar von Egbert
und Egfried, bekommt.

Insgesamt haben wir nun alle Moglichkeiten der Launenentwicklung der drei Elfen betrach-
tet und sehen, dass Antwort 2 die richtige ist.
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2 Beriihrende Kreise

Autoren: Ivan Izmestiev, Boris Springborn
Projekt: F1

2.1 Aufgabe

Wenn die drei grolen Kreise im Bild unten den Radius 1 haben, welchen Radius hat dann
der ganz kleine Kreis?

(Der exakte Radius ist gefragt.)

Antwortmoglichkeiten:

Y
11 33

0. 21
11 33

3 0.0628

4. 0.06225
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10.

16

13

207

2

2V3-1
3\/_

16 4
V= ——=+V3
11 33+\/_
74

V3 33

11
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2.2 Losung

Richtige Losung: Antwort 2

Bezeichnen wir die Mittelpunkte der drei Einheitskreise mit A, B, C' und die Mittelpunkte
der kleineren Kreise mit O; und Os, so dass der Kreis um O, die Einheitskreise um A, B,
C und der Kreis um O, die Kreise um A, B, Op beriihrt.

Berechnen wir den Radius des Kreises um O;. Die Punkte A, B, C' bilden ein gleichseitiges
Dreieck mit Seitenlénge 2.

Fiir Oy gilt
OlA = OlB = 010 — 1 +T17

wobei r; der gesuchte Radius ist. Folglich sind die Dreiecke AO1B, BO:C und CO;A
gleichschenklig und kongruent. Dann hat jedes von ihnen den Winkel 120° an der Spitze.
Da die Basis AB die Liange 2 hat, erhalten wir

1 2

T sin60° V3

0.1A

und schliellich

2 2

Um den Radius 72 des ganz kleinen Kreises zu bestimmen, betrachten wir das Dreieck
ABO; und den Punkt Os:
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Es gilt

AB =2,
O1A=0B=1+rmr,
O2A = 03B =1+ 1y,

0,09 = 1r{ + 19.

Sei H der Mittelpunkt der Strecke AB. Nach dem Satz des Pythagoras gilt

4
OH = /(1+r)—1= 5—1475,
OQH: \ (1+T‘2)2—1:\/T%+2T2.

Andererseits ist

2
01H20102+02H=T1+T2+\/T%—I—Qrgz \/Tg—l—ng +r2+(—1+§\/§)'

Daraus ergibt sich die Gleichung

2 3
\/ 734 2rs +T2+(—1+§\/§)=\/?_.

Wir bringen alle Terme aufler /73 + 2r9 auf die rechte Seite und quadrieren dann beide
Seiten der Gleichung. Der Term r3 fillt weg, und nach dem Lésen einer linearen Gleichung
erhalten wir die Antwort:

reg=-—— —

Es entsteht natiirlich die Frage: Was ist der Radius vom n-ten Kreis, wenn man die Kette
aus kleinen Kreisen fortsetzt? Nach dem oben angegebenen Verfahren kann man immer den
(n + 1)-sten Radius anhand des n-ten bestimmen. Interessant ist aber, dass die folgende
Formel gilt:

1 1

2(n + Y3 (n + Y1) 202 + 14203
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Fiir n = 1 und n = 2 ergeben sie die beiden Radien, die wir eben ausgerechnet haben. Man
kann diese Formel mit Hilfe einer Spiegelung am Kreis herleiten. Das ist eine Abbildung,

die Kreise auf Kreise abbildet. Mehr dazu findest du in dem Buch Zeitlose Geometrie von
H. S. M. Coxeter und S. L. Greizer.
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3 Dominoschlangen

Autoren: Frank Lutz, Brigitte Lutz-Westphal
Projekt: G5*, G6

3.1 Aufgabe

Immer noch so lange bis Weihnachten! Sebastian vertreibt sich die Zeit, indem er Domi-
noschlangen legt. Dabei werden die Dominosteine so hintereinander in eine Reihe gelegt,
dass benachbarte Steine mit derselben Zahl aneinanderstoflen:

Beim ersten Versuch bleiben einige Steine iibrig. Er fragt sich, ob man diese Steine nicht
auch noch hétte anlegen kénnen, wenn man geschickter angefangen hétte.

Er spielt mit einem 9er-Dominospiel, das fiir alle moglichen Paare der Zahlen 0 bis 9 genau
einen Stein enthélt.

Wie viele Steine bleiben beim Bau solch einer Dominoschlange mit 9er-Dominosteinen
mindestens iibrig?

Tipp: Am Fenster von Sebastians Zimmer hingt ein Weihnachtsstern. Er weist den Weg
zur Losung! Zwischen dem Stern und den Dominosteinen gibt es eine geheimnisvolle Be-
ziehung. Auflerdem hat Sebastian gerade ein ,,Haus vom Nikolaus* gezeichnet.
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Antwortmoglichkeiten:

1. Keiner, es konnen alle Steine in eine Schlange gelegt werden, wenn man es geschickt
anstellt.

2. Es bleibt immer mindestens ein Stein iibrig.

3. Es bleiben immer mindestens zwei Steine iibrig.
4. Es bleiben immer mindestens drei Steine iibrig.
5. Es bleiben immer mindestens vier Steine iibrig.

6. Es bleiben immer mindestens fiinf Steine iibrig.
7. Es bleiben immer mindestens sechs Steine iibrig.
8. Es bleiben immer mindestens sieben Steine {ibrig.
9. Es bleiben immer mindestens acht Steine iibrig.

10. Es bleiben immer mindestens neun Steine iibrig.

Diese Aufgabe stammt aus der diskreten Mathematik und hat mit der Planung von op-
timalen Wegen zu tun. Themen der diskreten Mathematik eignen sich sehr gut fiir den
Mathematikunterricht. In zwei MATHEON-Projekten (Projekt G5*, http://www.math.tu-
berlin.de/ westphal/projekt/ und Projekt G6, http://www.math.tu-berlin.de/didaktik /tiki-
index.php?page=Matheon+G6) wird an Konzepten und Materialien fiir den Unterricht
iiber kombinatorische Optimierung gearbeitet.
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3.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 5

Das 9er-Dominospiel hat 55 Steine, wie man sich durch Abzéhlen klarmachen kann oder
mit Hilfe der Formel w (n ist die Anzahl der verschiedenen Ziffern, in diesem Fall also
10) ausrechnen kann. Der Weihnachtsstern (der ein Graph ist) hat 55 Kanten, so dass fiir
jeden Stein eine Kante vorhanden ist. Die Knoten stehen fiir jeweils eine der Zahlen von 0
bis 9. Verbindet beispielsweise eine Kante die Knoten 1 und 5, so ist der Dominostein mit
dem Zahlenpaar {1,5} gemeint.

:

Eine Schlange zu legen bedeutet also, in dem Graphen einen Kantenzug ohne Kantenwie-
derholungen (weil es ja jeden Stein nur einmal gibt) zu suchen. Beim Haus vom Nikolaus
wird auch nach solch einem Kantenzug gesucht. Dort kann man alle Kanten in einem Zug
zeichnen. Alle Dominosteine in eine Schlange zu legen hiefle, alle Kanten des Graphen in
einem einzigen Kantenzug ablaufen zu konnen. Das kann beim 9er-Domino nicht gehen,
weil der zugehorige Graph nur Knoten ,,ungeraden Grades“ (d.h. mit ungerader Anzahl von
Kantenenden) hat. Knoten mit ungeradem Grad haben die Eigenschaft, dass man beim
Ablaufen der Kanten irgendwann dort stecken bleibt und keine Kante mehr zur Verfiigung
hat, die von dem Knoten wieder wegfiithren wiirde.

Beim Haus vom Nikolaus gibt es nur zwei Knoten ungeraden Grades, so dass man dort
beginnen bzw. enden kann. In dem Dominographen kann man sich auch zwei Knoten mit
ungeradem Grad auswéhlen, die Beginn bzw. Ende der Schlange sein sollen. Es bleiben
dann aber immer noch 8 Knoten ungeraden Grades iibrig. Nimmt man nun von jedem
dieser Knoten ein Kantenende weg (das sind insgesamt 4 Kanten, die zwischen je zwei
dieser ungeraden Knoten verlaufen), so ist der Graph ,repariert”, und es kann ein Kan-
tenzug ohne Kantenwiederholungen durch alle Kanten gefunden werden, der in dem einen
iibriggebliebenen Knoten mit ungeradem Grad beginnt und in dem anderen endet. Die
4 weggenommenen Kanten entsprechen 4 Dominosteinen. Man kann natiirlich auch mehr
Kanten herausnehmen, um fiir alle bis auf zwei Knoten gerade Knotengrade zu bekommen,
so dass immer mindestens 4 Steine iibrigbleiben.

Der gesuchte Kantenzug ist eine sogenannte ,,Euler-Tour®. Euler-Touren spielen bei der
Planung von Touren fiir die Miillabfuhr oder die Briefzustellung, aber auch in der techni-
schen Fertigung eine Rolle.
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4 Die Geschenkefabrik

Autoren: Soéren Bartels, Riidiger Miiller

Projekt: C16

4.1 Aufgabe

18

In der Geschenkefabrik des Weihnachtsmanns arbeiten 20 Elfen. Eine von ihnen verwechselt
niemals die Wunschzettel. Von jeweils zwei Elfen vertauscht eine regelméflig die Listen mit

den Wiinschen. Wie viele der Elfen arbeiten immer korrekt?

Antwortmoglichkeiten:

1.

2.

10.

1 Elf

2 Elfen
3 Elfen
9 Elfen
10 Elfen
11 Elfen
15 Elfen
18 Elfen
19 Elfen

20 Elfen
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4.2 Losung

Richtige Losung: Antwort 1

Durch Paarbildung der richtig arbeitenden Elfe mit den anderen ergibt sich, dass alle
anderen regelméssig Fehler machen.

Diese Aufgabe spiegelt ein fiir die mathematische Forschung typisches kombinatorisches
Argument wider. Durch logische Argumentation lésst sich hdufig die Grofle eines Problems
entscheidend verkleinern.
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5 Rut s Weihnachtsbild

Autor: Dietmar Homberg
Projekt: C11

5.1 Aufgabe

In Vorfreude auf Weihnachten hat Rut ein groses Weihnachtsbaumbild gemalt, das ihr
Vater sofort hoch an die Wand gehéngt hat. Leider hat er es aber so hoch gehédngt, dass sie
es iiberhaupt nicht sehen kann, wenn sie direkt vor der Wand steht. Wenn sie an das andere
Ende des grosen Zimmers geht, ist das Bild auch schon wieder ziemlich klein. Koénnt ihr Rut
helfen und sagen, in welchem Abstand z,, sie sich von der Wand hinstellen soll, damit
sie das Bild moglichst gro$ sieht, d.h. unter einem moglichst grosen Blickwinkel a? Die
Oberkante des Bildes ist im Abstand H = 2m vom Boden, Ruts Augenhohe ist h = 1m,
das Bild ist a = 0.75m hoch, die Breite ist nicht wichtig. Die Skizze ist nicht perspektivisch,
dafiir enthéalt sie ein Selbstportrait von Rut und den von ihr gemalten Weihnachtsbaum.

Noch zwei Tipps: Statt den Abstand so zu berechnen, dass der Winkelas maximal wird, ist
es vielleicht einfacher und genauso richtig, den Tangens von a zu maximieren. Auflerdem
kann die Anwendung des folgenden Additionstheorems die Rechnung erleichtern

tan @1 + tan @,
1 — tan p; tan o

tan(pr + o) =



5 RUT’S WEIHNACHTSBILD 21

Der optimale Abstand fiir Rut ist:

1. Em
2

2. 1.7Tm
3. 0.b6m
4. Am Ende des Zimmers

5. An der Teppichkante

6. %—1—0,4771

7. Immer neben Mama
8. 0.5m
9. 1.78m

10. Unberechenbar

Bemerkung: Dieses Problem wurde bereits 1471 von dem deutschen Mathematiker Jo-
hann Miiller (1436-76), besser bekannt als Regiomontanus, formuliert, allerdings in et-
was anderer Form. Optimierungsprobleme sind allgegenwirtig in unserer Welt. Im DFG-
Forschungszentrum beschéftigt sich z. B. das Projekt C11 damit, die Materialbearbeitung
mit Laserlicht zu optimieren.
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5.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 8

H—h H—-h—-a
tany = —— tanf= ———
z x
_ _ tany —tan
tana = tan(y —f) = 1 + tanytan 3
axr ax )
BT f(z) = fl)  mit b= (H—h)(H—h-a)

Zu bestimmen ist also das Maximum von f, wobei wir natiirlich voraussetzen (vgl. Skizze),
dass @ > 0 und b > 0 ist. Dazu gibt es zwei Mdoglichkeiten:

(1) Verwendung der Optimalitatsbedingungen fiir differenzierbare Funktionen:

_alb—a?)

f’(a:)fm fllz)=0 & z=+Vb

Topt 20 = 2o =Vb=+/(H—h)(H—h—a)
" I s .
[ (xop) = —5 ab™2 <0 = Maximum!

(2) Elementare Umformungen:
Statt f zu maximieren, betrachten wir die dquivalente Aufgabe, % zu minimieren und
erhalten durch quadratische Ergéinzung folgende fiir alle x > 0 giiltige Abschétzung

1 :x2+b:(x—\/5)2+2x\/l_):2\/5+(x—\/5)2 >2\/5‘

f(x) azx azx a azx T a
————
>0

AuBerdem gilt fiir z = v/b:
1 2vb

f@)” a

7 und damit das globale Maximum von

Also ist Zop = Vb das globale Minimum von
f.
Durch Einsetzen der Zahlenwerte ergibt sich schliefSlich

H=2h=1,a=07 = x5 =+/1-(1-0.75)=+0.25=0.5
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6 Das erste Weihnachts-Axiom

Autor: Thorsten Zander

6.1 Aufgabe

Der kleine Peter steht mit Onkel Kurt am 23. Dezember in der Kiiche. Durch die bevor-
stehenden Feiertage inspiriert, fragt Peter aufgeregt: ,,Onkel Kurt, Onkel Kurt, wie funk-
tioniert eigentlich Weihnachten?“Onkel Kurt, der gerade die Nase riimpfend und anschei-
nend unbegriindet besorgt dreinschauend eine Flasche Mineralwasser aus dem Kiihlschrank
nimmt, antwortet: ,Mmmh, das gehen wir mal axiomatisch an. Ein Axiom ist {ibrigens eine
Grundannahme, also etwas, was wir glauben, ohne es beweisen zu wollen oder zu koénnen.
Die Annahme der Wahrheit des Axioms beruht allein auf unserer Erfahrung, unserer In-
tuition oder dem Kontext unserer Fragestellung. Hat man die Axiome ausgewiéhlt, so kann
man, wenn man ein wenig dariiber nachdenkt und sich an die Spielregeln des ,logischen
Denkens“hélt, einiges iiber das System lernen, welches diese Axiome als Grundpfeiler hat.
Hat man eine ungefihre Vorstellung von einem System, so kann man sich iiberlegen, welche
grundlegenden Eigenschaften dieses System hat und somit, wenn man es gut gemacht hat,
das System beschreiben. Jedoch ist es bei weitem nicht so, dass jede Wahl von Axiomen
ein verniinftiges System beschreibt oder dass man jedes System auf diese Weise vollsténdig
beschreiben kann. Vollstédndig... mmmmmmbh.“Onkel Kurt nippt gedankenverloren an dem
Glas, welches er wihrend seiner unerwartet langen Rede iiber die Axiome mit dem Wasser
aus dem Kiihlschrank gefiillt hat. Peter fragt vorsichtig, einen weiteren Ausflug in die Welt
der Axiome befiirchtend: ,Und ... was hat das mit Weihnachten zu tun?*

,Nun ja!*“, erwidert Onkel Kurt: ,, Weihnachten kann man schon als so ein System auf-
fassen, und wenn man die Spielregeln kennt, so weifl man, wie Weihnachten funktioniert.
Eine Spielregel, also ein Axiom vom System Weihnachten, wie ihr es feiert, ist zum Beispiel
Folgendes:

An jedem Heiligen Abend bekommt man Geschenke, wenn man im Jahr zuvor brav war.

Denk doch mal dariiber nach, was du daraus schliefen kannst und erzéihl es mir. Ich bin si-
cher, dann kénnen wir beide noch etwas iiber Weihnachten lernen.“Der kleine Peter schaut
ein wenig skeptisch zu Onkel Kurt hinauf, beschliefit jedoch, seinem Onkel zu glauben -
geht in sein Zimmer, denkt nach und schreibt seine Schlussfolgerungen auf.

Am néchsten Morgen trifft er Onkel Kurt wieder in der Kiiche - diesmal einen Kaffee trin-
kend. Als er Peter bemerkt, wendet er seinen Blick vom Kiihlschrank ab, den er bis dahin
misstrauisch bedugte.

,Na Peter: “, sagt er, ,was haben wir denn da?*

Hier sind nun die Ergebnisse von Peters Gedanken iiber das erste Weihnachts-Axiom auf-
gelistet. Hat er richtig geschlussfolgert?
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Das erste Weihnachts-Axiom lautet:

(EWA) An jedem Heiligen Abend bekommt man Geschenke, wenn man im Jahr
zuvor brav war.

Peters Schlussfolgerungen:

a) Wenn man brav war und an einem Abend Geschenke bekommt, so muss es der Heilige

Abend sein.
b) Wenn man am Heiligen Abend keine Geschenke bekommt, so war man nicht brav.

¢) War man brav und bekommt an einem Abend keine Geschenke, so kann es nicht der
Heilige Abend sein.

d) Ist es der Heilige Abend, so kann man ausschliefen, dass man brav war und trotzdem
keine Geschenke bekommt.

e) An keinem Abend ist es moglich, dass es der Heilige Abend ist, man brav war und
keine Geschenke bekommt.

f) Fiir jeden Abend gilt mindestens eine der Aussagen: Es ist nicht der Heilige Abend
oder man war nicht brav oder man bekommt Geschenke.

g) An jedem Heiligen Abend, an dem man Geschenke bekommt, war man brav.

h) Falls an einem Abend die Erwartung, dass man Geschenke bekommt, weil man brav
war, nicht erfiillt ist, so kann es nicht der Heilige Abend sein.

i) Fiir jeden Abend gilt mindestens eine der Aussagen: Es ist der Heilige Abend oder
man war nicht brav oder man bekommt Geschenke.

j) Wenn ich brav bin und es ist der Heilige Abend, so bekomme ich Geschenke.

In jeder dieser Behauptungen versteht Peter unter der Aussage ,brav war“, dass man
vom letzten Weihnachtsabend bis zum derzeitigen Abend jederzeit brav war.Peters Aus-
sagen werden von nun an abgekiirzt durch den zugehorigen Buchstaben aus der obigen
Aufzihlung. Die Menge der Aussagen, die Peter oben getroffen hat, nennen wir P.

Also:

P:{G/’b’C,d,e,f;g)h?Z‘?j}

Ein Aussagentupel ist eine geordnete Menge von Aussagen. Ein Beispiel fiir ein Aussagen-
tupel, welches zuerst die Aussage b und dann die Aussage a enthélt, ist das 2-Tupel:

(b, a)
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Wir definieren nun eine Funktion Oey, : P — {0, 1}, die Orakelfunktion unter der Voraus-
setzung (EWA). Diese erkennt immer, ob eine Aussage von Peter, unter der Annahme, dass
unser erstes Weihnachtsaxiom gilt, wahr ist. Sie ordnet der gepriiften Aussage den Wert 1
zu, falls sie stimmt - im anderen Fall den Wert 0.Auf diese Weise kann jedem Aussagentu-
pel ein Wahrheitstupel, also ein Tupel, dessen Eintrdge nur aus 0 und 1 sind, zugeordnet
werden. Ein korrektes Wahrheitstupel ist ein Tupel, dessen Eintrige immer 1 sind.

In der folgenden Liste gibt es genau ein korrektes Wahrheitstupel (1,1, 1,1). Welches ist
es?

1. (a,e, f,h)
2. (be, f,J)
3. (¢,d,g,h)
4. (d,b,g,1)
5. (e, f,h,i)
6. (a,c,e, f)
7. (a, f,9,7)
8. (e,d, g, h)
9. (a,c,e,i)
10. (b, f,9,7)

Onkel Kurt ist eine Anspielung auf den genialen Mathematiker und Logiker Kurt Godel
(siehe http://de.wikipedia.org/wiki/Kurt_G%C3%B6del bzw. suche <google> define: Kurt
Godel). Das Verhiltnis von Kurt Godel zu seinem Kiihlschrank ist belegt, jedoch an anderer
Stelle nachzulesen.
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6.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 2

Die Aufgabe kann man durch sprachliche Formalisierung 16sen. Man transformiert Peters
Aussagen in aussagenlogische Formeln, die mit den Junktoren — (Negation), A (Konjunk-
tion), V (Disjunktion) und — (Implikation) konstruiert sind. Die Negation entspricht der
sprachlichen Verneinung, also der Umkehrung der Aussage, z.B. A = [Peter ist schlau],
dann ist A = [Peter ist nicht schlau]. Die Konjunktion entpricht dem sprachlichen Und,
die Disjunktion dem sprachlichen nicht ausschlieenden Oder. Die Implikation ist dem
sprachlichen Wenn ...dann ..., aber nicht dem sprachlichen genau dann ...wenn ...
gleichzusetzen. Sind nun drei aussagenlogische Behauptungen namens A, B, C' gegeben, so
kann man sie z.B. wie folgt miteinander verkniipfen:

—|A—><B\/C)

Umgangssprachlich bedeutet das: Wenn die Aussage A nicht wahr ist, so gilt die Aussage B
oder die Aussage C'. Die Wahrheit der gesamten Aussage, der sogenannte Wahrheitswert,
héngt also von der Wahrheit der einzelnen Teilaussagen und den genutzten Junktoren
ab. Die Junktoren funktionieren so, wie man deren umgangssprachliche Ubersetzung im
taglichen Gebrauch nutzt. Um dies zu formalisieren, benutzt man folgende Wahrheitstafeln:

A|B|ANANB A|B|AVB A|B|A—B

w | w w w | w w w | w w
Al -A w | f f w | f w w | f f
w | f flw f flw w flw w
flw firry 7 Frrr flr w

Wie man diese liest, sei am Beispiel der Implikation in der Behauptung , Wenn es regnet,
dann ist die Strafie nass“ erkliart. Sei A = [es regnet] und B = [die Strafle ist nass|, dann

betrachten wir die Aussage
A— B

Anhand der Wahrheitstabelle fiir die Implikation ist diese Aussage nur dann falsch, wenn
die Teilaussage A richtig ist und die Teilaussage B falsch ist. Das entspricht unserer Vorstel-
lung. Wenn es regnet und die Strafie nicht nass ist, so stimmt die oben gestellte Behauptung
nicht. Im Fall, dass es regnet und die Strafle nass ist, ist alles so, wie es behauptet wurde.
Regnet es nicht, so kann man daraus nicht den Zustand der Strafle erschliefen. Sie kann
trocken sein, aber auch nass, z.B. wenn ein Tanklaster, gefiillt mit Benzin, auf ihr ausge-
laufen ist. Die gesamte Aussage ist also wahr, da ihr nicht widersprochen wurde.

Sei nun 7" die Menge aller Tage zwischen dem Heiligen Abend des letzten Jahres und dem
kommenden Heiligen Abend, diesen mit eingeschlossen. Nun wéhlen wir einen dieser Tage
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aus, sei also t € T' gewihlt. Dann seien drei Aussagen wie folgt definiert:

A(t) ist genau dann wahr, wenn t der Heilige Abend ist.
b(t) ist genau dann wahr, wenn man an jedem Abend k € T', der vor ¢t liegt, brav war.
G(t) ist genau dann wahr, wenn man am Abend ¢ mindestens ein Geschenk erhélt.

Mit diesen lésst sich die Fragestellung beantworten. Aussagenlogisch heiffit unser erstes
Weihnachtsaxiom, wenn man die obigen Aussagen A, B, C' nutzt, namlich:

(EWA) Fiir jedes t € T [A(t) — (b(t) — G(t))]

Peters Behauptungen lauten aussagenlogisch formuliert:
Fiir jedest € T' ...

a) [(b(t) AG(t) — A(t)]

b) [A(t) = (=G(t) — —b(?))]

c) [(b(t) A =G(t)) — ~A()]
() = =(b(t) A G(1)]

(

)

)

)
d)
e) ~[AQ®) A (b(t) A=G(2))]
)

)

)

i)

)

At

J

£) [FA(8) v =b(t) v G(1)]
g) [A(t) = (G(t) — b(1))]
b(t) = G(1)) — ~A(?)]
)V

A(t

h

:E

1

—b(t) v G(1)]
[b(t) NA(t) — G(1)]

Mochte man nun den Wahrheitsgehalt einer dieser Behauptungen unter der Voraussetzung
(EWA) bestimmen, so muss man iiberpriifen, ob fiir jede mogliche Wahrheitskombina-
tion der Aussagen A(t),b(t), G(t) die aussagenlogische Wahrheit dieser Behauptung mit
derjenigen der Aussage (EWA) iibereinstimmt. Beispielsweise ist der Wahrheitswert der
Behauptung a) falsch, wenn b(¢) und G(¢) wahr sind und A(t) falsch ist. In diesem Fall ist
jedoch der Wahrheitswert von (EWA) wahr. Mit diesen Grundannahmen fiir die Aussagen
A(t),b(t), G(t) ergeben sich unterschiedliche Wahrheitswerte fiir a) und (EWA). Also kann
diese Behauptung von Peter unter der Voraussetzung (EWA) nicht stimmen. Bei komple-
xeren Behauptungen, also solchen mit mehr als einem Junktor, ist es wichtig, dass man
bei der - in Bezug auf die Klammerung - innersten Aussage beginnt und deren Wahrheits-
wert unter Beriicksichtung der drei Grundannahmen und der Wahrheitstafeln bestimmt.
Danach kennt man den Wahrheitswert dieser innersten Aussage, man kann sie von nun an

J
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ebenfalls als Grundannahme ansehen. Im Beispiel ist die innerste Aussage (b(t) A G(t)),
welche wahr ist. Mit diesem Wahrheitswert als neue Grundannahme, z.B. abgekiirzt mit
c(t), kann man weiterarbeiten. Dann bleibt die Aussage c¢(t) — A(t) stehen, welche nur
noch einen Junktor hat und deren Wahrheitwert somit iiber eine Wahrheitstafel bestimmt
werden kann. Fiithrt man dieses fort, so siecht man, dass genau Peters Behauptungen a), g)

und i) falsch sind.Man erhélt also folgende Wahrheitstupel:
1. (0,1,1,1) nicht korrekt

2. (1,1,1,1) korrekt
1,1,0,1) nicht korrekt
1,1,0,0) nicht korrekt

1,1,1,0) nicht korrekt

0,1,0,0) nicht korrekt
1,1,0,1) nicht korrekt

9. (0,1,1,0) nicht korrekt

( )
( )
( )
( )
( )
6. (0,1,1,1) nicht korrekt
( )
( )
( )
10. ( )

1,1,0,1) nicht korrekt

Somit ist das einzige korrekte Aussagentupel der Liste das an zweiter Stelle, und das ist die
Antwort auf die gestellte Frage. Auf diese Weise hat man nun die Arbeit der oben genannten
Orakelfunktion Oy, ausgefithrt. Nun kénnte man sich fragen, ob so eine Orakelfunktion,
die immer entscheidet, ob eine Aussage unter den gegebenen Axiomen stimmt, wirklich
existiert.
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7 Ein Kredit fiir Weihnachtsbaumkugeln

Autorin: Sina Tutsch
Projekt: E4

7.1 Aufgabe

Eine Mathematikerin aus dem DFG-Forschungszentrum MATHEON arbeitet an Methoden
zur dreidimensionalen Visualisierung. Sie hat die Geschiftsidee, Weihnachtsbaumkugeln
mit bewegten Hologrammen herzustellen, die sich individuell gestalten lassen, und plant
eine Existenzgriindung. Aus einem oOffentlichen Forderprogramm erhélt sie ein giinstiges
Darlehen in Héhe von 50000 Euro. Fiir die Startphase ihres Unternehmens bendétigt sie
jedoch den vierfachen Betrag.

Ihre Hausbank bietet ihr einen Kredit iiber 150 000 Euro mit einer Laufzeit von 5 Jahren zu
den folgenden Konditionen an: Die Bank leiht der Mathematikerin die 150 000 Euro, und
nach 5 Jahren zahlt diese den Betrag plus Zinsen zuriick, also 150 000 - (1+r)> Euro, wobei
r den jahrlichen Zinssatz bezeichnet. Hat sie mit den Hologramm-Weihnachtsbaumkugeln
Erfolg, so kann sie nach 5 Jahren ihre Schulden tilgen, und die Bank wiirde durch die
Zinsen einen Gewinn in Héhe von 150 000 - (14 r)® — 150 000 Euro machen. Die Bank zieht
aber auch ein zweites Szenario in Betracht, ndmlich den Ausfall der Schuldnerin, also das
Scheitern des Projekts. In diesem Fall hitte die Bank einen Totalverlust von 150 000 Euro.

Anhand des vorliegenden Businessplans und ihrer Erfahrungen mit dhnlichen Existenz-
grilmdungen schitzt die Bank die Wahrscheinlichkeit p fiir einen Ausfall auf 28%. Sie wéhlt
den Zinssatz r so, dass der erwartete Gewinn

150000 - ((147)° —1) - (1 —p) — 150000 - p

so hoch wie bei einer risikofreien Anlage der 150000 Euro mit einem Zinssatz r* von 2%
ist. Nun muss die Mathematikerin entscheiden, ob sie den Kredit unter diesen Bedingungen
aufnehmen mochte. Sie will den Vertrag nur unterschreiben, falls der Zinssatz r nicht hoher
als 10% ist.

Angenommen, es kommt tatséchlich zur Vergabe des Kredits. Dann bildet die Bank eine
Riicklage fiir den Fall, dass die junge Unternehmerin mit ihrer Firma Bankrott geht und
ihre Schulden nicht zuriickzahlen kann. Das Geld wird risikofrei mit Zinssatz r* angelegt.
Welcher Betrag R ist als Riicklage ausreichend? Dazu beurteilt die Bank das Ausfallrisiko
erneut, diesmal unter strengeren Kriterien im Sinne eines Stress-Tests. Sie setzt also eine
hohere Ausfallwahrscheinlichkeit p an. Mit dieser pessimistischen Schéitzung sinkt natiirlich
auch der erwartete Gewinn. Das heifit, es steigt der erwartete Verlust, definiert als negativer
erwarteter Gewinn. Die Bank wéhlt nun die Riicklage R so, dass sie in fiinf Jahren diesen
hoheren erwarteten Verlust abdeckt. Das bedeutet, dass R die folgende Ungleichung erfiillt:

—150000 - ((147)° —1) - (1 —p) + 150000 - < R - (1 +17)°.
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Frage: Akzeptiert die Mathematikerin die Konditionen des Kreditvertrags? Wenn ja, auf
welcher pessimistischen Schatzung fiir die Ausfallwahrscheinlichkeit p wiirde eine Riicklage
in Hohe von mindestens 10 860 Euro beruhen?

1. Sie lehnt die Konditionen ab.

2. Sie akzeptiert, und p wurde auf circa 31% angesetzt.
3. Sie akzeptiert, und p wurde auf circa 35% angesetzt.
4. Sie akzeptiert, und p wurde auf circa 40% angesetzt.
5. Sie akzeptiert, und p wurde auf circa 43% angesetzt.
6. Sie akzeptiert, und p wurde auf circa 45% angesetzt.
7. Sie akzeptiert, und p wurde auf circa 49% angesetzt.
8. Sie akzeptiert, und p wurde auf circa 53% angesetzt.
9. Sie akzeptiert, und p wurde auf circa 58% angesetzt.

10. Sie akzeptiert, und p wurde auf circa 59% angesetzt.
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7.2 Lo6sung
Richtige Losung: Antwort 4

Zunéchst muss man den Zinssatz r berechnen. Der erwartete Gewinn unter p mit Zinssatz
r soll gleich dem Gewinn einer risikofreien Anlage mit Zinssatz r* sein. Das bedeutet:

150000 - ((1+7)° —1) - (1 = p) — 150000 - p = 150000 - ((1 +r*)° —1).

Durch Umstellen der Gleichung erhélt man:

147+ 140,02
po o o 0 gy

JT—p JT-0,28

Das heifit, die Mathematikerin unterschreibt den Kreditvertrag.

Danach bestimmt man den Wert fiir p, bei dem die Bank eine Riicklage in Héhe von
mindestens 10 860 Euro bilden miisste. Also 16st p die folgende Gleichung:

—150000 - ((1+7)° — 1) - (1 — p) + 150000 - p = 10860 - (1 + r*)°.
Einsetzen von r und Zusammenfassen der Terme ergibt:

(L+7)°-(1—-p)
(1-p)

Diese Gleichheit gilt genau dann, wenn p ungefahr 40% ist.

5= 1_<1_10860.(1+T*)5>. 1—p)

150 000 - (1 - ) = 10860 - (1 4 7*)°.

150 000 (1+7r*)5
o 1_10860-(1+0,02)5 (1—0,28)
B 150000 (14 0,02)5

~ 40%
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8 Wann geht der Laser an?

Autoren: Mark Lichtner, Lutz Recke
Projekt: D8

8.1 Aufgabe

Ein Laser ist eine Lichtquelle, bei der durch stdndige Energiezufuhr Licht besonderer
“Giite” oder “Reinheit” (einfarbig, kohérent, polarisiert, groge Intensitdten bzw. Amplitu-
den) erzeugt werden kann. Das Verhalten héngt wesentlich von der Energiezufuhr ab, d.h.
sie bestimmt, ob ein Laser dauerhaft Licht liefern kann. Mathematisch kann die Dynamik
von vielen Lasern, ganz grob gesprochen, durch die Gleichung

Tppr = A, — 20, n=0,1,2,... (1)

beschrieben werden. Dabei ist A € R ein Maf} fiir die Energie, die in den Laser gepumpt
wird, und z,, € R beschreibt die Amplitude des Laserlichtes nach n Zeitschritten. Wenn A
und z( gegeben sind, so kann man z,, fir n = 1,2,... mit Hilfe von (1) ausrechnen. Zum
Beispiel gilt fiir beliebiges A und fiir zy = 0, dass

1'1:152:"':0 (2)
ist. Oder fiir beliebiges A > 1 und z¢o = VA — 1 gilt

Die Losungen (2) bzw. (3) beschreiben den ausgeschalteten bzw. den eingeschalteten stati-
ondren Laserzustand. Mit Hilfe von (1) mochte man das Verhalten des Lasers voraussagen.
Zum Beispiel mochte man wissen, fiir welche Pumpraten A (im Intervall [0, 2] der technisch
verniinftigen Werte) der Laser langfristig ausgeht, denn solche A muss man vermeiden,
falls der Laser in einem dauerhaft eingeschalteten Zustand (wie in einem DVD- oder CD-
Player) betrieben werden soll. Dabei beschrankt man sich auf technisch verniinftige Werte
der Pumprate A und der Anfangsamplitude z(, im Fall unserer Gleichung (1) sind das fiir
A das Intervall [0, 2] und fiir zy das Intervall [—1, 1].

Frage: Fiir welche A € [0,2] gilt die Eigenschaft

lim z, =0 fiiralle xy€[—1,1]7 (4)
Die Schreibweise
lim z, =0

n—oo

bedeutet, dass der Betrag |z, | fiir grofe Indizes n beliebig klein wird. Eine prézise Defini-
tion lautet: Fiir jedes € > 0 gilt |x,| < € fiir alle bis auf endlich viele Indizes n.
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Antwortmoglichkeiten:

1. Die Eigenschaft (4) gilt fiir alle A € [0, 2].
2. Die Eigenschaft (4) gilt fiir kein A € [0, 2].
3. Die Eigenschaft (4) gilt nur fiir A = 0.

4. Die Eigenschaft (4) gilt fiir alle A € [0, 1] und nur fiir diese A.

(4)
(4)
(4)
(4)
5. Die Eigenschaft (4) gilt fiir alle A €]0, 1] und nur fiir diese .
6. Die Eigenschaft (4) gilt nur fiir A = 1.

7. Die Eigenschaft (4) gilt fiir alle A € [1,2] und nur fiir diese .
8. Die Eigenschaft (4) gilt fiir alle A € |1,2] und nur fiir diese .
9. Die Eigenschaft (4) gilt nur fiir A = 2.

(4)

10. Die Eigenschaft (4) gilt fur alle A € [0.5, 1.5] und nur fiir diese A.

Im Projekt D8 des DFG-Forschungszentrums MATHEON wird das dynamische Verhalten
von Halbleiterlasern in Abhéngigkeit von verschiedenen Steuerparametern untersucht. Die
dort verwendeten Gleichungen sind natiirlich deutlich komplizierter und realistischer als die
Gleichung (1). Detaillierte Informationen kann man unter http://www.wias-berlin.de /research-
groups/laser/projects/FZ86_D8/index.html finden.
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8.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 5

Ein geometrischer Losungsweg:

y
14

0.5

~_ A=05

N

1 0806 -04 027| 02 04 06 08 1

34
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y y
1 1
ﬁ'.
057 0.5
pd A=l
, A=17
-"1'“‘-"6.5":6.6""-'64':d.'z/bfé“b.}i"6fé""b.'é"'"'1" 1 08 —06 04 02/ 02 04 08 08 1.
-0.5 -0.5
=14 4 -
Wir betrachten den Parameter A = 0.5 und zeichnen den zugehorigen Graphen y =
0.5z — 2. Als Startwert wihlen wir zp = —0.9. Ausgehend vom Punkt (zg,xq) zeich-

nen wir eine vertikale Linie parallel zur y-Achse bis wir den Graphen in (xg, z1) schneiden.
Den néchsten Zustand x, erhalten wir, indem wir eine horizontale Linie, ausgehend vom
letzten Schnittpunkt (zg,x1), bis zur Geraden y = = (blau eingezeichnet) zeichnen und
dann vom erreichten Schnittpunkt (x, z1) aus wieder eine vertikale Linie bis zum Schnitt-
punkt (x1,x9) mit dem Graphen zeichnen, usw. Die Prozedur ist in der Graphik durch den
griinen Linienzug dargestellt. Man erkennt, dass die Punkte (x,,, z,+1) gegen den Nullpunkt
(0, 0) konvergieren. Falls man einen anderen Startwert xy wéhlt, so ergibt sich ein dhnliches
Bild, also gilt Eigenschaft (4) fir A = 0.5. Man iiberlegt sich dann, dass fiir 0 < A < 1 das
geometrische Bild qualitativ nicht anders ist. Also gilt (4) fiir 0 < A < 1.

Fiir A =0 und zg = 1 gilt x,, = (—1)" fiir alle n, also gilt (4) nicht.

Auch fur A > 1 gilt (4) nicht: Man stellt fest, dass der Graph die y = = Achse in zwei wei-
teren Punkten schneidet (griine Punkte). Die Schnittpunkte mit der y = x Achse werden
unter der beschriebenen graphischen Iteration festgehalten und befinden sich fiir A €]1, 2]
im Einheitswiirfel —1 < z < 1, —1 < y < 1, entsprechen also Zustédnden im Intervall
[—1,1]. Also gilt (4) nicht fiir 1 <\ < 2.

Ein analytischer Losungsweg:

Wenn A € |1, 2] ist, so ist g = /1 — X € [—1, 1] ein zugelassener Anfangswert. Zu diesem
Anfangswert gehort die Losung (3), und fiir die gilt nicht lim, ., z, = 0. Mit anderen
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Worten: Alle A € ]1,2] haben die Eigenschaft (4) nicht.
Fir A =0 und zy =1 gilt x,, = (—1)" fiir alle n, also gilt (4) ebenfalls nicht.
Wir zeigen nun, dass alle A\ €]0, 1] die Eigenschaft (4) besitzen. Es sei also A €0, 1] und
xo € [—1,1]. Dann gilt
1] = [wol[A — 25| < o] < 1.

Dabei haben wir benutzt, dass A und 22 Zahlen zwischen Null und Eins sind, ihre Differenz
also dem Betrag nach kleiner oder gleich Eins ist. Analog erhélt man

|zo| = |21 ||A — 27| < |z1] <1 usw.

Die Folge |x1], |x2], ... ist also eine monoton fallende Folge nichtnegativer Zahlen. Folglich
konvergiert sie gegen einen Grenzwert, nennen wir ihn y. Wenn wir in der Gleichung

|Znr] = |2allX = |zl
den Grenziibergang n — oo durchfiihren, erhalten wir
y=yA—y’.

Diese Gleichung besitzt aber fiir A €]0, 1] und y € [0, 1] nur die Losung y = 0. Daraus folgt
0=y =lim, . |z,|, also lim,, ., x, = 0.

Ein Losungsweg mit dem Taschenrechner:

Fiir A €]1,2] beobachtet man durch sukzessive Berechnung mit dem Taschenrechner der
Werte z,, mit Hilfe von (1), dass fiir Startwerte zo nahe Null die x,, von Null wegdriften und
gegen die Grenzwerte v/ A — 1 oder —y/\ — 1 konvergieren. So kommt man zur Vermutung,
dass (4) fiir A > 1 nicht erfiillt ist.

Fir A =0 und zy =1 gilt x,, = (—1)" fiir alle n, also gilt (4) ebenfalls nicht.

Wahlt man hinreichend viele verschiedene Parameter 0 < A < 1 und Startwerte z, €
[—1, 1], so kann man sich davon iiberzeugen, dass stets die z,, gegen Null streben, d.h. dass
die Antwort 5 richtig ist.
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9 Buddy-Bar

Projekt: F5

9.1 Aufgabe

Am 11.06.2005 war es soweit - der erste wissenschaftliche Buddy-Bér wurde zur Er6ffnung
der ,Langen Nacht der Wissenschaften’“enthiillt. Seitdem steht er vor dem Mathematik-
gebaude der Technischen Universitédt Berlin.

Abbildung 1: Der MATHEON Buddy-Bér

Die Gestaltung des Béren wurde von den Visualisierern des MATHEON iibernommen. So
hat das Projekt F'5 neue mathematische Methoden eingesetzt, um ein Muster aus Kreisen
und MATHEON-Logos so auf den Béren zu iibertragen, dass das urspriinglich ebene Muster
bei der Abbildung auf den gekriimmten Baren moglichst wenig (und auf kontrollierte Weise)
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verzerrt wird. Diese Methoden (sogenannte diskrete konforme Abbildungen) spielen sowohl
in der reinen Mathematik als auch in der Computergraphik eine wichtige Rolle und wurden
von Forschern an der TU und bei Caltech in Pasadena, Kalifornien, USA entwickelt.

Abbildung 2: Das MATHEON-Logo

Auf seiner rechten Tatze triagt der Bar das MATHEON-Logo (Abbildung 2), das aus drei
kongruenten Rechtecken zusammengesetzt ist, die paarweise senkrecht zueinander stehen
und einen gemeinsamen Mittelpunkt haben. Die Kantenldngen der Rechtecke stehen im
Verhiltnis 2 zu 1 + v/5 ;das Kantenverhltnis ist also der goldene Schnitt. Abbildung 3
zeigt die Einzelteile des Logos zum Ausdrucken und Nachbauen.

Da der Bér nun den ganzen Tag vor der Tiir herumsteht und sonst nichts zu tun hat,
vertreibt er sich die Zeit mit mathematischen Betrachtungen. Zum Beispiel fallt ihm auf,
dass man ein interessantes geometrisches Objekt, ein Polyeder, erhélt, wenn man die Ecken
des MATHEON-Logos richtig verbindet.

Berechnen Sie den Flédcheninhalt des Polyeders, das von den Ecken des Logos aufgespannt
wird, unter der Voraussetzung, dass die Lange der kiirzeren Seiten zwei ist.

Hilfestellung:

e Was fiir Polygone treten als Seiten des Polyeders auf? (Vorschlag: Logo nachbauen
und auf der Tischplatte herumrollen.)

e Wie viele Seiten hat das Polyeder?
e Welche Kantenldngen treten auf?

Antwortmoglichkeiten:

1. 247
2. 20V/3
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3. 245
4. 20m

5. 12v/5
6. 24v/3
7. 12

8. 205
9. 12v/3
10. 6v/3
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1+v5

Abbildung 3: Logo zum Ausdrucken und Nachbauen

40
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9.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 2

Alle Seiten des Polyeders sind Dreiecke. Das Polyeder hat zwolf Ecken. Jede Ecke ist in
fiinf Dreiecken enthalten, so dass das Polyeder aus &35 = 20 Dreiecken besteht. Die Kanten
dieser Dreiecke sind entweder kurze Kanten eines Rechtecks (und haben damit Lénge zwei),
oder die Lange s einer Kante erfiillt die Gleichung

) 2 2
2o (2 L (ivs2) L (1evE)
2 2 2 ’
die man durch zweifache Anwendung des Satzes von Pythagoras erhalt.

Das Polyeder ist damit ein regelméfiges Ikosaeder, d.h., die Seitenflichen sind 20 kongru-
ente gleichseitige Dreiecke mit Seitenldnge zwei, und seine Oberfliche ist

1
20-5-2-\/3:20@.

RegelméBige Tkosaeder konnten bekannt sein von den zwanzigseitigen Wiirfeln, die in eini-
gen Spielen verwendet werden.
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10 Gartenarbeit

Autor: Andreas Tuscherer
Projekt: C6

10.1 Aufgabe

Die drei Gértner Nob, Hob und Bob stehen vor einer schwierigen Aufgabe. Sie sind unter
anderem fiir die Bewésserung von mehreren Blumenbeeten in einer Berliner Gartenanlage
verantwortlich. Aufgrund der Empfindlichkeit der Pflanzen diirfen diese nicht bei direk-
ter Sonneneinstrahlung gegossen werden. Andererseits muss es zum Gieflen aber noch hell
genug sein, damit die Gértner nicht eventuell stolpern und in eines der kostbaren Blumen-
beete fallen. Daher eignen sich téglich nur 30 Minuten am Abend fiir den Gielvorgang.
Jeder der drei Blumengiefer ist fiir die Bewésserung bestimmter Blumenbeete verantwort-
lich. Er gieit in einer festen Reihenfolge. Jedes Beet benotigt eine bestimmte Begieizeit, die
der Gértner genau einhalten muss. Die folgende Tabelle zeigt die GieBzeiten der einzelnen
Beete in Minuten:

Ny | Ny | Ns | Ny | N |
5] 3 [15] 1 | 2 |

Hy | Hy | Hy | Hy | By | B | By | By | Bs
2 [ 5 ]2 15 1] 4] 1] 2]1

Nachdem ein Gértner das Gielen eines Beetes beendet hat, lduft er geméafl der gegebenen
Reihenfolge zu dem néchsten Blumenbeet. Fiir diesen Laufweg benétigt er eine bestimmte
Zeit. Die néchste Abbildung zeigt die Aufteilung der Blumenbeete auf die drei Gértner
in der jeweils bearbeiteten Reihenfolge inklusive der Laufzeiten zwischen den einzelnen
Beeten in Minuten:

Nob: N; =25 N, =% Ny 25 N, 22 N,
HOb: Hl LHQ LHg i) H4

Bob: B, —— B, -2 Bs — B, - B:

Ungiinstigerweise sind in der Gartenanlage nur zwei verwendbare Wasserhédhne vorhanden.
Mit Hilfe einer speziellen Vorrichtung ist es allerdings moglich, mehrere Gartenschlauche an
einen Wasserhahn anzuschliefen. Jeder Géartner muss sich also entscheiden, an welchen der
beiden Wasserhédhne er seinen Gartenschlauch anschliefft. Fiir den gesamten Gievorgang
kann er dann nur iiber diesen Wasserhahn versorgt werden. Der Druck der Wasserquelle
reicht aber zur Zeit nicht aus, um mehr als einen Schlauch gleichzeitig mit Wasser zu
versorgen. Durch eine neuartige Technik lasst sich jedoch innerhalb von 10 Sekunden die
Wasserversorgung von einem Schlauch zu einem anderen umschalten. Das Umschalten
erfolgt immer dann, wenn ein Beet vollstdndig gegossen wurde.

Wihrend ein Géartner von einem Beet zum anderen lduft, benttigt er kein Wasser, da er ja
gerade nicht giet. Diese Zeit kann also problemlos dafiir genutzt werden, einen anderen
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Schlauch, der an demselben Wasserhahn befestigt ist, mit Wasser zu versorgen. Die Lauf-
zeit von einem Beet kann auch fiir das Umschalten der Wasserversorgung genutzt werden.
Auflerdem kann ein Blumengiefler natiirlich auch am néchsten Beet warten, bis sein Was-
serhahn wieder zur Verfiigung steht. In diesem Fall ist die Umschaltzeit von 10 Sekunden
aber zu beriicksichtigen.

Die Aufgabe der Gartner besteht darin, unter sich die Wasserversorgung mittels der zwei
Wasserhidhne zu kldren und einen moglichen Giefiplan zu finden. AuBerdem wiirde der
Verwalter der Gartenanlage aus &dsthetischen Griinden gern einen der beiden Wasserhéhne
entfernen. Er mochte von den Gértnern wissen, ob es auch unter diesen Bedingungen einen
moglichen Gieiplan gibt.

Von den folgenden Aussagen ist nur eine richtig. Welche ist es?

1. Sofern nur ein Wasserhahn verwendet wird, gibt es einen Gieiplan, der nicht ldnger
als 30 Minuten dauert.

2. Bob muss am meisten gieflen.

3. Bei Verwendung von zwei Wasserhdhnen gibt es einen Giefiplan, so dass Hob seine
Beete in 18 Minuten fertig gegossen hat.

4. Wenn ein dritter Wasserhahn vorhanden wére, gébe es einen Gieiplan, der 21 Minu-
ten und 30 Sekunden dauert.

5. Bei Verwendung von zwei Wasserhdhnen existiert ein Giefiplan, der 24 Minuten und
30 Sekunden dauert.

6. Wenn Hob und Bob alle ihre Beete tauschen, gibt es bei zwei Wasserhdhnen einen
besseren Giefiplan.

7. Auch wenn das letzte von Bob zu gieende Beet Bj in eine Schonung zur Aufzucht
von Weihnachtsbaumen umgebaut wiirde (und nicht mehr gegossen werden miisste),
gibe es keinen Giefiplan, der bei Verwendung von nur einem Wasserhahn hochstens
30 Minuten dauert.

8. Wenn man zwei Wasserhdhne benutzt, betriagt die Dauer von jedem Giefiplan min-
destens 25 Minuten.

9. Wenn der Verwalter hilft und man zwei Wasserhidhne zur Verfiigung hat, kann man
mit 13 Minuten und 30 Sekunden auskommen.

10. Wenn Nob und seine Beete einen Ruhetag haben, reichen bei zwei Wasserhdhnen
20 Minuten zum Gieflen aller Beete.
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Problemhintergrund

Ahnliche Probleme wie in der obigen Aufgabe treten im modernen Karosseriebau auf.
Die beschriebene Bestimmung eines Giefiplans ist jedoch eine stark verfremdete Formu-
lierung solcher Probleme. In der realen Anwendung besteht die Aufgabe darin, innerhalb
einer bestimmten Taktzeit Schweiindhte an Karosserieteilen zu fertigen. Das Schweiflen
iibernehmen Schweifiroboter, die wihrend des Schweiflvorgangs von externen Laserquellen
gespeist werden. Der Output einer Laserquelle kann im Bruchteil einer Sekunde von ei-
nem Roboter zu einem anderen umgeschaltet werden. Zum Gieflproblem bestehen folgende

Assoziationen:
Gieflproblem Schweifiproblem
Wasserhidhne Laserquellen
Gartner Schweifiroboter
Beet Schweifinaht
GieBzeit Schweifizeit
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10.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 5

Zum Losen der Aufgabe ist es zunéchst sinnvoll den Gieiplan aufzuzeichnen, der méglich
wére, wenn jeder Gértner einen Wasserhahn fiir sich allein hétte. Offensichtlich kann kein
Beet frither gegossen werden, als es in diesem Gieplan der Fall ist. Abbildung 1 zeigt
diesen Giefiplan.

0:00 4:30 13:30 18:00  20:30 3
Nob  m— —— == - —— 22:30

000 3:00 13:00 1 8:00 Q.
Hob — — = 19:30

(1:0H) 5:04) 11:04) 16:00 20:00 21
Bob mmm e = PRy 21:00

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Abbildung 1: Schnellster Giefiplan bei drei Wasserhdhnen. Die Blocke reprisentieren die
Beete und zeigen an, in welchem Zeitraum gegossen wird.

Durch diesen GieBplan kann man leicht feststellen, dass Antwort 3 (Hob braucht immer
mindestens 19 Minuten und 30 Sekunden), Antwort 4 (Bei drei Wasserhdhnen dauert je-
der GieBplan mindestens 22 Minuten und 30 Sekunden) und Antwort 10 (Bob braucht
mindestens 21 Minuten) falsch sind.

Antwort 1 ist aus folgendem Grund falsch: Wenn nur ein Wasserhahn verwendet wird,
konnen keine zwei Beete gleichzeitig gegossen werden. Die benétigte Zeit fiir einen Gief3-
plan ist also mindestens die Summe aller Gieflzeiten. Das sind 28 Minuten und 30 Sekun-
den. Allerdings vergehen zwischen dem Gielen zweier aufeinander folgender Beete minde-
stens 10 Sekunden (entweder zum Umschalten des Wasserhahns oder fiir das Laufen zum
néichsten Beet). Da es insgesamt 14 Beete gibt, kommen also nochmal mindestens 2 Minu-
ten und 10 Sekunden (13mal 10 Sekunden) hinzu. Das macht insgesamt 30 Minuten und
40 Sekunden.

Ahnlich ist die Begriindung fiir Antwort 9: Da insgesamt 28 Minuten und 30 Sekunden
gegossen werden muss (Summe aller Gieflizeiten), dauert jeder Giefiplan mit zwei Was-
serhihnen mindestens halb so lang. Das sind 14 Minuten und 15 Sekunden.

Hob giet mit 10 Minuten und 30 Sekunden offensichtlich am meisten. Nob und Bob gieflen
jeweils insgesamt 9 Minuten. Antwort 2 ist daher auch falsch. Ein méglicher Giefiplan bei
zwei verfiigharen Wasserhdhnen, der 24 Minuten und 30 Sekunden dauert (Antwort 5) ist
in Abbildung 2 dargestellt.

Antwort 5 ist also wie versprochen richtig.

Natiirlich verdndert sich das Problem iiberhaupt nicht, wenn Hob und Bob ihre Beete
tauschen. Es miissen dann ja immer noch die gleichen Beete gegossen werden, und die
Laufzeiten zwischen den Beeten gelten fiir jeden Gértner (sie sind nicht unterschiedlich
schnell). Demnach ist Antwort 6 falsch.

Antwort 7 ist auch falsch, da es in dem beschriebenen Fall einen Giefiplan gibt, der genau
30 Minuten dauert. Dieser Giefiplan ist in Abbildung 3 dargestellt. Einen besseren Giefiplan
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0:00 4:30 13:30 18:00  20:30 :

Nob e —— === _— E— 22:30
(00 3:20 | 6:50) 21:50 23:

Hob . i— s = 23:20
2:10 8:30 14:3( 19:30 23:3( 24:

Bob — — = —— PR 24:30

0 5 10 15 20 25 30 35 40

Abbildung 2: Schnellster Gieiplan bei zwei Wasserhdhnen.

gibt es in diesem Fall nicht.

0:00 5:00 17:30 23:00 25:50 :
Nob s EE— = == = 27:50
1:40 8:10 19:10 24:10 25:
Hob — e — P o 2540
3:50 13:20 21:20 28:00 g
Bob - e = = 30:00
0 5 0 15 20 25 30 35 40

Abbildung 3: Schnellster Giefiplan bei nur einem Wasserhahn ohne Beet Bs.

Als Letztes bleibt noch Antwort 8. Diese widerspricht offensichtlich Antwort 5, welche
richtig ist. Aus diesem Grund ist Antwort 8 falsch.



11 FAHRPLANENTWURF

11 Fahrplanentwurf

Autor: Christian Liebchen
Projekt: B5

11.1  Aufgabe

47

Alljahrlich zum europaweiten Fahrplanwechsel Mitte Dezember stellt sich fiir Eisenbahnver-
kehrsunternehmen die Frage, ihr Liniennetz neu zu gestalten. In dieser Aufgabe betrachten

wir diese Fragestellung aus der Sicht der Regionalleitung Nordost.

Betrachtet die (tagsiiber) stiindlich tiber die Berliner Stadtbahn verkehrenden RegionalEx-
press-Linien: RE2, RE3, RE4 und RE5. Diese besitzen jeweils einen westlichen und einen
ostlichen Linienabschnitt. Vom Referenzbahnhof Berlin-Friedrichstrale bestehen die fol-

genden Fahrzeiten in Minuten zu ihren jeweiligen Endpunkten (Auswahl):

RE4 | Rathenow 60’
RE5 | Rostock 185’

Westabschnitte Ostabschnitte
RE2 | Wismar 195’ | Cottbus 95’
RE3 | Dessau 120’ | Stralsund 200’

Lutherstadt Wittenberg 100’

Senftenberg

1357

Fiir den mit Abstand grofiten Teil der Reisenden, die in Berlin einen RegionalExpress
nutzen, liegen Abfahrts- oder Ankunftsbahnhof auf dem Abschnitt zwischen Berlin Zoolo-
gischer Garten und Berlin Ostbahnhof. Daher sind bei der Zuordnung zwischen westlichen
und ostlichen Linienabschnitten eher betriebsinterne Uberlegungen ausschlaggebend. Da-
bei nimmt der Fahrzeugbedarf eine entscheidende Rolle ein.
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Teilaufgaben:

a) Wie viele Ziige werden zum Betrieb der bestehenden RegionalExpress-Linien RE2,
RE3, RE4 und RE5 insgesamt benotigt (geméfl den obigen Daten und einer Min-
destkehrzeit von einheitlich 20 Minuten in allen Endbahnhéfen)?

b) Ihr habt nun die Freiheit, eine neue Zuordnung zwischen westlichen und 6stlichen
Linienabschnitten vorzunehmen. Welches ist die kleinste Zahl an Ziigen, die ihr zum
Betrieb eurer vier Linien erreicht?

¢) Geht noch einmal wie in Teilaufgabe b) vor. Jedoch diirft ihr diesmal keine Linie
von der Ostsee wieder zuriick zur Ostsee durchbinden: Wismar-Berlin-Stralsund und
Rostock-Berlin-Stralsund sind also verboten. Ebenso wenig darf Dessau direkt mit
Lutherstadt Wittenberg verkniipft werden. Wie viele Ziige erfordern eure modifizier-
ten Linien dann?

Hinweis:
Der Fahrzeugbedarf einer Linie berechnet sich folgendermaflen:

Umlaufzeit

Zugzahl =

Taktzeit

Die Umlaufzeit errechnet sich wiederum als

Fahrzeiten+Mindestkehrzeiten

Umlaufzeit = [ —‘~Taktzeit,

Taktzeit

wobei [x] := min{z € Z |z > z} die Funktion ,, Aufrunden“codiert, also beispielsweise [3.14] =
4, aber auch [4] = 4.

Betrachtet beispielhaft die halbstiindlich verkehrende RegionalExpress-Linie RE1. Die Fahr-
zeit Magdeburg - Friedrichstrafle betragt 105 Minuten, die Fahrzeit Friedrichstrafie - Ei-
senhiittenstadt betrdgt 90 Minuten. Damit ergibt sich fiir sie exemplarisch:

105+-90+20+90+105+20

Umlaufzeit — { ] .30 = 450,

30
bzw. eine Zugzahl von 15 Ziigen.

Anmerkungen:

Selbstversténdlich gibt es bei der Definition der RegionalExpress-Linien weitere vielschich-
tige Anforderungen zu beriicksichtigen. Viele davon ergeben sich im Rahmen der Fahrplan-
konstruktion. So kann das Erreichen der von euch berechneten Zugzahlen unter Umstédnden
nicht moglich sein, wenn ihr die bestehenden eingleisigen Strecken beriicksichtigen oder
aber einen Halbstundentakt zwischen Berlin und dem Flughafen Berlin-Schénefeld (Lini-
enabschnitte in Richtung Lutherstadt Wittenberg und Senftenberg) herstellen miisstet.
Schliellich haben wir der Einfachheit halber auch noch alternative Linienendpunkte ver-
nachléssigt. So verkehrt beispielsweise nur alle zwei Stunden ein RegionalExpress der Li-
nie RE3 (im Wechsel mit InterCity-Ziigen) nach Stralsund. Jeder zweite RE3 findet hin-
gegen seinen Endpunkt in Schwedt.
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Im DFG-Forschungszentrum MATHEON wurden mathematische Modelle entwickelt, mit
denen diese Art von Fragestellungen umfassend beantwortet werden kénnen.

Antwortmoglichkeiten:
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11.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 5

Losung Teil a)

Erlauterung:

Betrachtet exemplarisch die aktuelle RegionalExpress-Linie RE2. Hier verfolgen wir einen
Zug, der beispielsweise um 06:00 Uhr den Bahnhof Wismar in Richtung Cottbus verlésst.
Nach 290 Minuten erreicht er Cottbus und kann frithestens 20 Minuten spéter eine Fahrt
in die Gegenrichtung antreten. Diese dauert erneut 290 Minuten und bevor derselbe Zug
eine zweite Fahrt von Wismar aus nach Cottbus aufnehmen kann, muss auch in Wismar
die Mindestumkehrzeit von 20 Minuten vergehen. Nach insgesamt 620 Minuten kdénnte
derselbe Zug also die nichste Fahrt seiner Linie iibernehmen. In einem Stundentakt findet
jedoch erst 660 Minuten nach seiner ersten Fahrt, also um 17:00 Uhr, wieder eine Fahrt
der RegionalExpress-Linie RE2 statt. Entsprechend ist jeweils ein anderer Zug erforderlich,
um die Fahrten um 06:00, 07:00, 08:00 usw. bis 16:00 Uhr zu bedienen. Dies ergibt einen
Bedarf von (mindestens) 11 Ziigen. Das Ganze etwas kiirzer:

" 195+95+20+95+195+20-‘
60

Zur Erinnerung: Die Schreibweise [2] bedeutet sozusagen ,aufrunden”.

Analog ergeben sich fiir den RE3 12 Ziige, fiir den RE4 6 Ziige und fiir den RE5 ebenfalls
12 Ziige, also insgesamt 41.

In Hinblick auf die Aufgabenteile b) und c) kénnt ihr bereits feststellen, dass die Berech-
nung auch folgendermafien aufgeteilt werden kann:

"410—&-210" 360+180 4 "50—&—30-‘

60 60 60

Losung Teil b) und c)

Bei dieser Aufgabe ist es natiirlich so, dass es mehrere Wege gibt, um die Losung zu
finden. Eine wére vollstdndiges Ausprobieren aller moglicher Kombinationen. Um dabei
nicht vollstandig den Uberblick zu verlieren, kann man sich einen so genannten Graphen
wie in Abbildung 1 skizzieren. Die Knoten entsprechen den Linienésten, und jede Kante
reprasentiert eine mogliche Verbindung zweier Linienéiste zu einer Linie.

Fiir jede der 4 - 4 moglichen Linien kénntet ihr dann analog zu Aufgabenteil a) den
Fahrzeugbedarf an der entsprechenden Kante notieren (in Abbildung 1 ist dies exemplarisch
fiir sechs mogliche Linien geschehen).

Schliefllich ware dann noch der Fahrzeughedarf jeder der 4! = 24 moglichen Zuordnungen
zu berechnen, wobei eine Zuordnung natiirlich die Auswahl von vier der 16 Kanten ist, so
dass fiir jeden Knoten genau eine Kante ausgewéahlt wurde.

Hier nun ein anderer Vorschlag. Die fiir diese Aufgabe wesentliche Information ist jeweils
der Modulo-Divisionsrest beziiglich 60.Allgemein gibt ,,m modulo n“den Divisionsrest an,
der beim Teilen von m duch n iibrig bleibt. Fiir m = 410 und n = 60 ergibt sich der
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Wismar Cottbus
Dessau Stralsund
Rathenow Lutherstadt Wittenberg
Rostock Senftenberg

Abbildung 1:

Modulo-Divisionsrest 50.

GeméB der obigen Umformung konnt ihr also beispielsweise fiir den Westabschnitt nach
Wismar getrost sechs Mal die Taktzeit herausrechnen und lediglich den Divisionsrest von
50 weiter betrachten. Wenn ihr dies fiir alle Linien&ste vornehmt, rechnet ihr insgesamt
also 2100 Minuten heraus. Bei einem Stundentakt entspricht dies bereits unmittelbar einem
unvermeidbaren Sockelbetrag fiir die Zugzahl von 35 Ziigen.

In dem Graphen in Abbildung 2 haben wir dies nun vollzogen. An den Knoten stehen nun

Wismar 50 30 Cottbus
Dessau 20 0 Stralsund

Rathenow 20 () 40 Lutherstadt Wittenberg
Rostock 30 @ 50 Senftenberg

Abbildung 2:

also Werte aus dem halboffenen Intervall [0,60). Demnach gibt es fiir jede Kante genau
eine von drei Moglichkeiten:

1. An beiden Endknoten steht der Wert 0.

2. Die Werte an den beiden Endknoten addieren sich zu einem Wert des halboffenen
Intervalls (0, 60](diesmal genau andersherum halboffen!)
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3. Die Werte an den beiden Endknoten addieren sich zu einem Wert des offenen Inter-
valls (60, 120).

GeméB der Umformung, die in Aufgabenteil a) vorgestellt wurde, entspricht also jede Ka-
tegorie iiber die 35 bereits identifizierten Ziige hinaus unmittelbar einem Zusatzbedarf an
weiteren Ziigen:

1. 0 zusétzliche Ziige
2. 1 zuséatzlicher Zug
3. 2 zusétzliche Ziige

Eine erste Beobachtung ist, dass es keine Kante gibt, an deren beiden Endpunkten eine
Null steht. Die beiden anderen Kategorien sind in Abbildung 2 unterschiedlich dargestellt:
Diejenigen Kanten, die nur einen zusétzlichen Zug nach sich ziehen, sind fett gezeichnet.
Die Kanten, die in der Losung vermieden werden sollten, da sie zwei zusétzliche Ziige
erfordern, sind hellgrau dargestellt. Anhand des Astes nach Senftenberg konnt ihr dann
leicht feststellen, dass in jeder Zuordnung eine hellgraue Kante enthalten sein muss. Die vier
in einer Zuordnung enthaltenen Kanten ergeben also immer mindestens einen Zusatzbedarf
von 5 Ziigen. Zusammen mit den zuvor identifizierten kommt ihr damit auf den Wert 40
als eine untere Schranke.

SchlieBlich kénnt ihr anhand des gem&f Aufgabenteil ¢) angepassten Graphen in Abbildung

Wismar 50 ) 30 Cottbus
Dessau 20 0 Stralsund

Rathenow 20 {0 40 Lutherstadt Wittenberg
Rostock 30 @ 50 Senftenberg

Abbildung 3:

3 schnell erkennen, dass Wismar mit Senftenberg verkniipft werden sollte, da jede andere
Zuordnung zwei der ,teuren“grauen Kanten enthalten muss. Im Weiteren ergeben sich
dann sehr schnell:

Rostock-Cottbus,

Dessau-Stralsund und

Rathenow-Lutherstadt Wittenberg

Last but not least soll nicht ungenannt bleiben, dass ihr die Zahl der zuséatzlichen Ziige
als Gewichte der Kanten definieren konnt. Dann erhaltet ihr unmittelbar ein so genanntes
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perfect matching-Problem in einem ungerichteten bipartiten Graphen. Zu dessen Losung
bietet die Kombinatorische Optimierung sehr effiziente (polynomielle) Verfahren, die auch
mit mehreren zig-tausend Knoten gut umgehen konnen.
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12 Postwichtel

Autor: Falk Ebert
Projekt: D13

12.1 Aufgabe

Bekanntlich bekommt man ja zu Weihnachten selten das, was man sich wirklich wiinscht.
Schuld daran ist der Postwichtel, der grundsétzlich immer die Wunschzettel der Kinder
durcheinander bringt. Auch in diesem Jahr wurden alle Wunschzettelbriefe gedffnet, vom
kalten Polarwind durcheinander gewirbelt und dann wahllos den Adressen zugeordnet. Wie
wahrscheinlich ist es, dass nach diesem Durcheinander iiberhaupt niemand seine eigenen
Geschenkwiinsche erfiillt bekommt?

Antwortmoglichkeiten:

1. 0% - Irgendjemand bekommt sicher sein richtiges Geschenk.
2. ~ 10%
3. =~ 20%
4. ~ 30%
5. ~ 40%
6. ~ 50%
7. ~ 60%
8. ~ 70%
9. =~ 80%

10. =~ 100% - In dem Durcheinander kann niemand sein richtiges Geschenk erhalten.
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12.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 5

Die exakte Losung ist 1/e, also etwa 36,79%. Wie soll man da jetzt drauf kommen? Die
einfachste Variante ist, man schaue sich das Problem fiir sehr kleine Weltbevolkerungen N
an. Dann betrachte man alle Permutationen der Zahlen (1, 2, ..., N) und suche diejenigen
heraus, in denen keine Zahl an ihrer urspriinglichen Stelle steht. Bei N = 2 Kindern auf
der Welt ist das nur die Permutation (1, 2) - also eine von 2 Moglichkeiten. Bei N = 3
ergeben sich 2 von 6 Moglichkeiten und bei N = 4 sind es 9 von 24. Damit ist man bei
37,5% und liegt sehr nahe am richtigen Ergebnis. Wer es per Hand weitertreibt erhélt bei
N = 5 immerhin 120 Permutationen, von denen 44 zu komplett vertauschten Positionen
fithren.

Die analytische Herangehensweise ist folgende: Die Wahrscheinlichkeit dafiir,dass man aus
N Adressen und Wunschzetteln ein passendes Paar herausgreift, ist %.Wir definieren jetzt
eine Folge von Wahrscheinlichkeiten:

1
N

pi = ﬁi—l)(l_pi_l)'

pr =

Dabei kann p; folgendermaflen interpretiert werden: p; ist die Wahrscheinlichkeit, dass
man, nachdem man ¢ Paare von Adressen und Wunschzetteln ohne Zuriicklegen gezogen
hat, erstmalig ein richtiges Paar findet. Zu diesem Zeitpunkt sind bereits i — 1 Paare gezogen
worden, es bleiben also noch N — (i —1). Die Wahrscheinlichkeit, daraus ein richtiges Paar
zu ziehen, ist m.Da p; aber die Wahrscheinlichkeit ist, erstmalig ein richtiges Paar zu
ziehen, darf vorher noch keines gezogen worden sein, also darf der letzte Schritt nicht der-
jenige gewesen sein, in dem das erste richtige Paar gezogen wurde. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir ist 1 —p;_1. Es ist nicht von Bedeutung, ob vor dem letzten Schritt ein richtiges Paar
gezogen wurde, da man in diesem Fall das Experiment bereits eher abgebrochen hétte.
Die Wahrscheinlichkeit, dass also nach der :—ten Ziehung ein richtiges Paar vorliegt und

vorher noch keines gezogen wurde, ist m(l — pi—1), also p;.

Was uns jetzt interessiert ist die Wahrscheinlichkeit, dass nach N Ziehungen kein richtiges
Paar vorliegt. Das ist das Gegenereignis dazu, dass wir mit dem Ziehen bis zum letzten
Element gekommen sind und dort erstmalig ein richtiges Paar auftaucht, also P =1 — p,.
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Wie genau sieht aber p; und konkret p,, aus?

1
p1 = N
1 1 1 1
- (1 )= _
R S Gl 2l v dl vy
1 1 1
- - (1-— _
D e Gl v Sl vy gy
o 1 . 1
~ N-2 (N—-1)(N-2) N(N-1)(N-2)
11
Pt = 973 T3y
.— jo1- L4t —_—
PN = 1 PN-1) = 539 1.3.07

Die Wahrscheinlichkeit P ergibt sich als 1 —py = 1 — (1 — py_1) = py_1. Diese ist aber
nichts Anderes als die nach N — 1 Schritten abgebrochene Reihe)>°, (_z—,ly Diese Reihe
konvergiert sehr schnell und hat den Grenzwert % Da die Anzahl der Kinder auf der Welt
ziemlich grofl ist, kann man ruhig den (unendlichen) Grenzwert annehmen. Die richtige
Antwort ist also etwa %, also 36, 79%, und damit Antwort 5.
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13 Mit dem Schlitten im Labyrinth

Autor: Thomas Richter
Projekt: G4

13.1 Aufgabe

Auf Karopapier lassen sich ganz wunderbar Labyrinthe zeichnen und entwickeln. Wéande
werden hierzu entlang der Késtchenkanten mit einem Bleistift gezogen, Freirdume dazwi-
schen sind die Génge durch ein verschlungenes Labyrinth.

Die heutige Aufgabe beschéftigt sich mit genau dieser Art von Labyrinthen, also Karopa-
pier, Bleistift und Radiergummi bereithalten. Wir beginnen damit, auf ein solches Blatt
Karopapier ein Rechteck zu zeichnen, welches den dufleren Rand des Labyrinths darstellt.
Auf der linken Seite des Rechtecks bitte zweimal ein Késtchen Platz lassen, diese werden
die Eingdnge des Labyrinths. Auf der rechten Seite bitte ebenso Platz fiir zwei Ausgéinge
lassen.

Die Ausgangssituation

Wir konnen nun entlang der Kanten des Karopapiers Wéande ziehen; eine wichtige Spielre-
gel ist hierbei, dass eine Wand aufler an ihrem Anfangspunkt nirgendwo sonst sich selbst
oder eine andere Wand beriihren darf.

Beginnt die Wand in der Mitte eines freien Raumes, so nennen wir diese eine freistehende
Wand.

Entsteht sie als Abzweig von einer bereits bestehenden Wand oder auch an der Aulenmau-
er, so nennen wir sie eine abzweigende Wand.

Damit die Aufgabe nicht zu schwierig wird, erlauben wir nur eine einzige freistehende
Wand, die Anzahl der abzweigenden Winde ist aber beliebig - wir wollen sie N nennen.
Auf diese Weise wird das Labyrinth Wand fiir Wand aufgebaut, bis sich mit den oben
formulierten Regeln keine weiteren Wande mehr ziehen lassen.

Das Labyrinth ist dann fertig.

In den Abbildungen sind Beispiele fiir Labyrinthe dargestellt, die jedoch noch nicht fertig
sind.
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N A =

Eine abzweigende Wand Eine freistehende Wand

Fortgeschrittenes Sta-
dium: Eine freistehen-
de und zwei abzwei-
gende Winde

Der Weihnachtsmann will jetzt mit seinem Schlitten durch dieses Labyrinth fahren und
zwar so, dass er niemals seine eigene Spur im Schnee iiberkreuzen muss. Zur Vereinfachung
wollen wir annehmen, dass diese Spur sehr diinn ist.

Ferner kann der Weihnachtsmann im Labyrinth nicht wenden, dazu ist der Schlitten zu
grof}, und der Platz reicht nicht.

Die heutige Frage lautet nun: Wie viele verschiedene Wege gibt es durch dieses Labyrinth,
d.h. von einem der beiden (linken) Eingéinge bis zu einem der beiden (rechten) Ausginge?

Anwortmoglichkeiten:

1.
2.

10.

Es gibt vier Wege.
Es gibt acht Wege.
Die Anzahl der Wege hiangt von der Anzahl N der Wénde ab und ist 4/V.

. Die Anzahl der Wege hiingt von der Anzahl N der Winde ab und ist 2.

Die Anzahl der Wege hiingt von der Anzahl N der Winde ab und ist 4 2V,
Die Anzahl der Wege héingt von der Anzahl N der Winde ab und ist 2 4",
Die Anzahl der Wege hiingt von der Anzahl N der Winde ab und ist 4.
Die Anzahl der Wege hiingt von der Anzahl N der Winde ab und ist N2.

Die Anzahl der Wege hingt vom Aufbau des Labyrinths ab und lédsst sich nicht
allgemein angeben.

Es gibt unendlich viele Wege.
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13.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 2

Dieses Problem wird in der Mathematik im Bereich der Topologie behandelt. Hierbei be-
trachtet man Objekte und deren Eigenschaften, die man wie einen Kaugummi deformieren
und verschieben kann, aber nicht zerschneiden oder zusammenkleben darf.

Die Losung unseres Labyrinthproblems lédsst sich mit diesem Trick wie folgt bestimmen:
Wenn wir annehmen, dass die Wénde des Labyrinths aus einem beliebig dehnbaren und
verschiebbaren Material bestehen, so verdndert sich die Anzahl der Wege durch das Laby-
rinth nicht, wenn wir die Wénde deformieren - solange wir nicht neue Durchgéinge durch
Zerschneiden erzeugen oder vorhandene Durchginge durch Zusammenkleben von Wénden
schlieen. Eine abzweigende Wand kénnen wir jetzt mit sehr vielen Deformationen in die
Wand zuriickschieben, von der sie abzweigte, ohne dass sich hierbei die Anzahl der Wege
durch das Labyrinth verédndern wiirde. Die Regel, die Spur nicht {iberkreuzen zu diirfen,
bleibt dabei natiirlich erhalten. Die zweite Regel, nicht wenden zu diirfen, sorgt lediglich
dafiir, dass wir Wege, die in Sackgassen hineingehen, ausschliefen bzw. gar nicht mitzihlen.

Nach dieser Prozedur bleibt nur noch die eine freistehende Wand iibrig. Durch weitere
Deformation konnen wir sie nun soweit glitten, dass sie nur noch gerade und horizontal
innerhalb des Labyrinths verlauft. Da es nur eine solche Wand gibt, kann ein Weg von links
nach rechts nur entweder oberhalb oder unterhalb dieser Wand verlaufen. Da es zusétzlich
noch zwei Moglichkeiten gibt, in das Labyrinth einzutreten, und weitere zwei Moglichkeiten,
es zu verlassen, macht das insgesamt acht Wege.
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14 Regen

Autoren: René Lamour, Caren Tischendorf
Projekt: D5

14.1 Aufgabe

Schon fiirchtete der Weihnachtsmann, in diesem Jahr seine Geschenke nicht piinktlich aus-
teilen zu konnen - es hatte so stark geschneit, dass er in seiner Alpenhiitte eingeschneit
war. Zum Gliick fing es aber an zu tauen, und die Tropfen des schmelzenden Schnees fielen
vom Dach der Alpenhiitte. Jede Sekunde fielen zehn Tropfen von der Kante nach unten.
Dieses erfreuliche Ereignis musste im Foto festgehalten werden.

Aber auf dem Foto waren nicht die Tropfen, sondern Striche zu sehen. Kann man daraus
die Belichtungszeit berechnen, mit der der Weihnachtsmann das Foto aufgenommen hat?

Auf dem Foto hatten zwei Tropfen einen Abstand von 2 cm, und der obere der beiden war
als 2 mm langer Strich zu sehen. Ein Vergleich mit der Hiittenhche zeigte einen Verkleine-
rungsmafstab von 1 : 25.

Wir nehmen an, dass die Tropfen ohne Reibung und nur unter dem Einfluss der Erdanzie-
hung (g = 9.81%) nach unten fallen.

Zcm

Welche Belichtungszeit wurde von der Kamera automatisch gewéhlt?

1. Etwa 5 s

2. Etwa 1ls
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10.

Etwa 1/10 s
Etwa 1/25 s
Etwa 1/60 s
Etwa 1/100 s
Etwa 1/250 s

. Etwa 1/500 s

Etwa 1/1000 s

Die Berechnung der Belichtungszeit ist nicht moglich.

61
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14.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 6

VAl

I
7]

2 cm

|J

Der Weg eines fallenden Korpers unter Einfluss der Erdanziehung ist durch

s =v(0)t + th

gegeben. Dabei ist v(0) die Anfangsgeschwindigkeit. Entsprechend der Skizze suchen wir
zuerst die Zeit ty, die der Tropfen zum Durchlaufen der mit L bezeichneten Strecke benotig-
te. Bezeichnen wir mit At die Abtropfzeit, so ergeben sich mit v(0) = 0 die Gleichungen

9,2
L = =t
o'L

L+A = g(tL + A2,

wobei A den Abstand der aufeinanderfolgenden Tropfen bezeichnet.

Hieraus ergibt sich t;, = ﬁ — %At.

Betrachtet man nun beginnend im Zeitpunkt ¢; den Fall des Tropfens, so wird die Ge-
schwindigkeit zum Zeitpunkt ¢; benotigt. Diese ist gegeben durch vy, = g - ty. Sei tp die
gesuchte Belichtungszeit. Damit ergibt sich fiir die durchlaufene Strecke entsprechend der
Strichlinge S des Tropfens auf dem Foto

S:g-tL-tB+%t2B.

Umstellen durch quadratische Ergéinzung ergibt

25,
tg =] —= 412 —tg.
g
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Bei einem Mafistab von 1:25 ist A = 0.5 m und S = 50 mm = 0.05 m. Die gegebene

Abtropfzeit war 0.1 s und g = 9.8175.
Damit ergibt sich fiir ¢, ~ 0.460 s und t5 ~ 0.011 s. Die Belichtungszeit ist etwa 1/100 s.
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15 Rohrsystem

Autor: Volker Kaibel
Projekt: B11

15.1 Aufgabe

Das folgende Bild skizziert ein Rohrsystem mit unterschiedlich dicken Rohren, deren Durch-
messer {iber ihre Farbe angezeigt wird (sieche Legende):

4

Abbildung 1: Das Rohrsystem

Ein Knoten in unserem Netz wird durch ein rundes oder eckiges, graues bzw. schwarzes
Feld markiert. Eine Kante sei eine Verbindung zwischen zwei benachbarten Knoten.

Ein Weg in unserem Netz sei eine Verbindung von einem Knoten A zu einem Knoten B
iiber verschiedene Kanten. So kénnen wir von Knoten 7 zu Knoten 8 z.B. iiber folgenden
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Weg fahren: Erst {iber die Kante von Knoten 7 zu Knoten b und dann von Knoten b zu
Knoten 8.
Die Kapazitit eines Weges in diesem Rohrsystem soll der Durchmesser des diinnsten Roh-
res auf dem Weg sein.
Ein Rohr vom Durchmesser 9 sei noch iibrig. Es kann allerdings nur zwischen zweien der
eckigen (mit Zahlen versehenen) Kreuzungspunkte (Knoten) verlegt werden.
Wo muss man dieses zusétzliche Rohr verlegen, damit die grofitmogliche Kapazitét eines
Weges, der die beiden grofien, runden, schwarzen Knoten verbindet, vergrofiert wird?
Antwortmoglichkeiten:

1. Zwischen 4 und 9

2. Zwischen 3 und 4

3. Zwischen 1 und 9

4. Zwischen 1 und 5

5. Zwischen 2 und 7

6. Zwischen 6 und 9

7. Zwischen 2 und 9

8. Zwischen 4 und 1

9. Zwischen 8 und 3

10. Zwischen 1 und 8

Ahnliche Probleme treten als algorithmische Kernaufgaben im Bereich der Netzwerkpla-
nung und -analyse auf. Das Rohrnetz entspricht dann z.B. einem Verkehrsnetz mit verschie-
denen Kapazitéten auf Straflen oder Strecken (wie z.B. bei den Berliner Verkehrsbetrieben
BVG) oder einem Telekommunikationsnetz, in dem die einzelnen Verbindungen zwischen
Knotenpunkten unterschiedlich viele Daten pro Zeiteinheit transportieren kénnen.
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15.2 Losung

Richtige Losung: Antwort 5

Am einfachsten findet man die Losung folgendermaflen:

Drucke das Bild aus.

Ubermale die Rohre vom Durchmesser 9 mit einem dicken schwarzen Stift. Man sieht,
dass durch diese Strecken kein Weg zwischen den groflen, runden, schwarzen Punkten
entstanden ist. Das zusétzliche Rohr kann man nicht verwenden.

Ubermale jetzt zusétzlich die Rohre der Dicke 7 mit dem dicken schwarzen Stift. Wenn
du die Bereiche ansiehst, die Du jetzt iiber deine schwarzen Kanten erreichen kannst,
erkennst du, dass es auch keinen Weg der Kapazitit 7 gibt. Das zusétzliche Rohr
kannst du immer noch nicht verwenden, da du dafiir zwei eckige Knoten brauchst.
(Du hast erst einen, ndmlich Knoten Nummer 2.)

Ubermale jetzt zusitzlich die Rohre vom Durchmesser 6 mit dem dicken schwarzen
Stift.

Es sind zwei Bereiche mit jeweils einen grofien, runden, schwarzen Knoten entstanden.
Zwar iiberschneiden sich nun die beiden Bereiche immer noch nicht (d.h., es gibt auch
keinen Weg zwischen den beiden schwarzen Knoten mit Kapazitit 6.), aber jetzt hat
auch der zweite Bereich einen eckigen Knoten (nédmlich den mit Nummer 7). Also
kann man durch Einfiigen des Rohres zwischen Knoten 2 und 7 die bestmogliche
Kapazitéit eines Weges zwischen den beiden schwarzen Knoten erhchen.
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16 Aufzug

Autor: Stefan Korkel
Projekt: C12

16.1 Aufgabe

Wir sind in einem Hochhaus mit [ Stockwerken und r Aufziigen Nr. 1 bis r.

Wir befinden uns am Eingang, d. h. im ersten Stock.

Wir kénnen die Aufziige folgendermafien benutzen: Nach oben fahren und/oder in Aufziige
mit héherer Nummer umsteigen.

Wie miissen die Aufziige halten, damit wir jeden Stock vom ersten Stock aus erreichen
kénnen, und zwar mit maximal ¢ Mal Anhalten, jeweils mit oder ohne Umsteigen?

Wie grofl darf [ maximal sein, damit alle Stockwerke erreicht werden koénnen?

Lose die Aufgabe fiir r = 5 und ¢ = 3.

Antwortmoglichkeiten:
1. [ darf maximal 8 betragen.
2. | darf maximal 15 betragen.

[ darf maximal 20 betragen.

-~ W

[ darf maximal 56 betragen.
5. [ darf maximal 64 betragen.
6. | darf maximal 69 betragen.
7. [ darf maximal 101 betragen.
8. [ darf maximal 102 betragen.
9. [ darf maximal 125 betragen.

10. [ darf maximal 243 betragen.

Bemerkung:

Im Projekt C12 entwickeln wir Algorithmen zur effizienten Losung von nicht-linearen Opti-
mierungsproblemen mit Hunderten bis Tausenden von Variablen und Nebenbedingungen.
Wichtig ist dabei die effiziente Bereitstellung von Ableitungsvektoren und -matrizen. Das
Aufzugproblem ist analog zu einer Fragestellung, wie man adjungierte Ableitungen (z. B.
Gradienten der Zielfunktion) im sogenannten Riickwértsmodus bei vorgegebenem Spei-
cheraufwand moglichst schnell berechnen kann.
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16.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 4

Kurze Losung

Halteschema der Aufziige

Stockwerk Halteschema
Aufzug

1 [* *x *x *x x]
2 - - - - %
3 - - - - %
4 - - - - %
5 - - - * ]
6 - - - -
7 - - - - %
8 - - - o %]
9 - - - -
10 - - - x -]
11 [- - x x %]
12 [- - - - %
13 - - - - %
14 - - - *]
15 - - - - %]
16 - - - x -]
17 [- - x x x]
18 [- - - - %
19 - - - * -]
20 - - x - -]
21 [- *x x *x ]
22 [- - - - %
23 [- - - - %
24 - - - x %]
25 - - - - %]
26 - - - x -]
27 [- - x x %]
28 - - - - %
29 - - - % -]
30 - - x - -]
31 [- * *x *x x]

w
N
—/

|

|

[

[

*

—
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33 - - - % -]
34 [- - * - -]
35 - * - - -]
36 [ *x % x x]
37 - - - - x]
38 - - - - x]
39 - - - x %]
40 [- - - - %
41 [- - - % -]
42 [- - *x * %]
43 - - - - x]
44 - - - % -]
45 [- - * - -]
46 [- *x x x x]
47 - - - - %]
48 - - - * -]
49 - - x - -]
50 - * - - -]
51 [* *x *x *x x]
52 - - - - %
53 - - - * -]
54 - - * - -]
55 - * - - -]
56 x - - - -]
(*: Aufzug h&lt, -: Aufzug halt nicht.)

Man kann also 56 Stockwerke erreichen.

Beispiele fiir das Anhalten und Umsteigen

Fahrplan ins Stockwerk 15:

Einsteigen: Aufzug 3, Stockwerk 1

Stopp: Aufzug 3, Stockwerk 11
Umsteigen: Aufzug 4, Stockwerk 11
Stopp: Aufzug 4, Stockwerk 14
Umsteigen: Aufzug 5, Stockwerk 14
Stopp: Aufzug 5, Stockwerk 15

Stockwerk 15 erreicht mit 3 Stopps.
Fahrplan ins Stockwerk 46:

Einsteigen: Aufzug 1, Stockwerk 1

69
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Stopp: Aufzug 1, Stockwerk 36
Umsteigen: Aufzug 2, Stockwerk 36
Stopp: Aufzug 2, Stockwerk 46

Stockwerk 46 erreicht mit 2 Stopps.
Fahrplan ins Stockwerk 56:

Einsteigen: Aufzug 1, Stockwerk 1

Stopp: Aufzug 1, Stockwerk 36
Stopp: Aufzug 1, Stockwerk 51
Stopp: Aufzug 1, Stockwerk 56

Stockwerk 56 erreicht mit 3 Stopps.

Ausfiihrliche Losung

Wir leiten die Losung fiir allgemeines r und ¢ her. Der Fall fiir r = 5 und ¢ = 3 ist als
Beispiel angegeben.

Konstruktion des Halteschemas

Wenn wir jeweils r Zahlen a; € {0,...,c}, i =1,...,r nebeneinander schreiben: [a; ... a,]
mit a; < a; fiir 1 <7 < j <r, nennen wir das ein geordnetes r-Tupel. Der i-te Eintrag des
Tupels gehort zum i-ten Aufzug.

Alle geordneten r-Tupel, die man bilden kann, schreiben wir nun untereinander, und zwar
(lexikographisch) aufsteigend sortiert, und nummerieren sie durch:

1 [0O...0 0O 0]
2 [0...0 0 1]
3 [0... 0 0 2]
ctl1 [0 ... 0 O (]
c+2 [0 ... 0 1 1]
ct3 [0 ... 0 1 2]
2¢c-1 [0 ... 0 1 ]
2c [0 ... 0 2 2]
??? [c ... c ¢ c]

Jede Zeile dieser Tabelle steht fiir ein Stockwerk, jede Spalte fiir einen Aufzug.

Achtung: Wir unterscheiden hier jetzt in der Sprechweise zwischen den Zahlen, die in den
Tupeln stehen, und den Nummern der Stockwerke oder Aufzige.

Aus dieser Liste von Tupeln kénnen wir nun das Halteschema der Aufziige konstruieren.
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Wir betrachten die Zahlen in den Aufzug-Spalten dieser Tabelle. Wenn sich fiir aufsteigende
Stockwerknummern die Zahl in der Spalte dndert, also entweder von a — 1 nach a oder von
¢ nach a, legen wir in das Stockwerk mit der Zahl a einen Stopp dieses Aufzugs. Andert

sich die Zahl nicht, hdilt der Aufzug hier nicht.

Unten werden wir sehen: Die Zahlen an den Aufzughaltestellen geben an, mit wie vielen

Stopps wir ein Stockwerk erreichen kénnen.

Beispiel

5 Aufziige, maximal 3 Stopps

Stockwerk geordnete Tupel

1

1 [0
2 (o
3 [0
4 [0
5 [0
6 [0
7 [0
8 [0
9 [0
10 [0
11 (o
12 (O
13 (o
14 (o
15 [0
16 (o
17 [0
18 [0
19 (o
20 [0
21 [0
22 [0
23 (o
24 (o
25 [0
26 [0
27 [0
28 [0
29 [0

Aufzug

i o L el el el ol ol eolNolNololNolNolNolNolNolNolNolNolNoloRoRN b

3

NNNMNNF,F R PP RPRPRFPRPONMNMNMMDMDNRPRRPRPRPPRPRPOOOOCOOOOOOO

W NN WNNEPPRPPOWONDMNDNONMNE,EFRPRPPRP,WONDMNDNRPR,P PP OOOO B

5
0]
1]
2]
3]
1]
2]
3]
2]
3]
3]
1]
2]
3]
2]
3]
3]
2]
3]
3]
3]
1]
2]
3]
2]
3]
3]
2]
3]
3]

Halteschema

Aufzug
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30 0O 1 3 3 3 > [- - x - -]
31 0 2 2 2 21 -> [- * * * %]
32 0 2 2 2 3 -> [- - - - %]
33 0o 2 2 3 3 > [- - - % -]
34 0 2 3 3 3 > [- - % - -]
35 [0 3 3 3 3 > [- x - - -]
36 1 1 1 1 1] > [*x *x * *x %]
37 1 1 1 1 21 -> [- - - - %]
38 [t 1t 1 1 3 -> [- - - - %]
39 1t 11 2 21 => [- - - % x]
40 1 1 1 2 3 > [- - - - ]
41 1 1 1 3 3 > [- - - % -]
42 1 1 2 2 21 - [- - *x * %]
43 1 1 2 2 3 -> [- - - - %]
44 [t 1 2 3 3 -> [- - - x -]
45 [t 1 3 3 3 > [- - *x - -]
46 1 2 2 2 21 -> [- * * * x]
47 1 2 2 2 3 > [- - - - %]
48 1 2 2 3 3 -> [- - - x -]
49 [t 2 3 3 3 > [- - % - -]
50 [t 3 3 3 3 > [- x - - -]
51 [2 2 2 2 21 -> [* *x *x *x x]
52 2 2 2 2 3 -> [- - - - %]
53 2 2 2 3 3 > [- - - x -]
54 2 2 3 3 3 > [- - *x - -]
55 2 3 3 3 3 > [- x - - -]
56 3 3 3 3 3 > [*x - - - -]

Man kann also 56 Stockwerke erreichen.

Fahrplan zur Benutzung der Aufziige

Mit dem Halteschema kénnen wir nun einen Fahrplan ermitteln, wie man jedes Stockwerk
mit maximal ¢ Stopps erreichen kann.

Und zwar gehen wir umgekehrt vor. Wir verfolgen den Weg vom Stockwerk k zuriick zum
Eingang im ersten Stock. Dabei benutzen wir die Aufziige folgendermaflen:

Nimm den Aufzug mit der kleinsten Nummer, der in diesem Stockwerk hdalt und fahre so
weit nach unten, bis du nach links umsteigen kannst. Tue das so lange, bis du 1m ersten
Stock bist.

Die Umkehrung dieser Fahrt ergibt den Fahrplan vom ersten in den k-ten Stock.

Beispiel
Fahrplan ins Stockwerk 15:
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Einsteigen: Aufzug 3, Stockwerk 1

Stopp: Aufzug 3, Stockwerk 11
Umsteigen: Aufzug 4, Stockwerk 11
Stopp: Aufzug 4, Stockwerk 14
Umsteigen: Aufzug 5, Stockwerk 14
Stopp: Aufzug 5, Stockwerk 15

Stockwerk 15 erreicht mit 3 Stopps.
Fahrplan ins Stockwerk 46:

Einsteigen: Aufzug 1, Stockwerk 1

Stopp: Aufzug 1, Stockwerk 36
Umsteigen: Aufzug 2, Stockwerk 36
Stopp: Aufzug 2, Stockwerk 46

Stockwerk 46 erreicht mit 2 Stopps.
Fahrplan ins Stockwerk 56:

Einsteigen: Aufzug 1, Stockwerk 1

Stopp: Aufzug 1, Stockwerk 36
Stopp: Aufzug 1, Stockwerk 51
Stopp: Aufzug 1, Stockwerk 56

Stockwerk 56 erreicht mit 3 Stopps.

Eigenschaften von Halteschema und Fahrplan

1. Wenn sich die Zahl bei einem Halt eines Aufzugs von ¢ nach a andert, steigt hier
niemand ein.

2. Alle Haltestellen in einem Stockwerk haben dieselben Zahlen.

3. Wenn die Zahl eines haltenden Aufzugs kleiner als ¢ ist, halten in diesem Stockwerk
alle Aufziige mit hoherer Nummer auch.

4. Wenn die Zahl eines haltenden Aufzugs gleich ¢ ist, hélt in diesem Stockwerk nur
dieser Aufzug.

5. Im Fahrplan wird bei jedem Stopp die Zahl um eins gréfer.

6. Die Zahl der in diesem Stockwerk haltenden Aufziige gibt an, mit wie vielen Stopps
man dieses Stockwerk erreicht.

Diese Eigenschaften kann man leicht beweisen, indem man benutzt, dass die Tupel geordnet
und lexikographisch sortiert sind.
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Wie viele Stockwerke kann man erreichen?

Da wir alle geordneten r-Tupel aufgeschrieben haben, haben wir alle Haltemoglichkeiten
der Aufziige beriicksichtigt. Die Anzahl der erreichbaren Stockwerke ist also gleich der
Anzahl der geordneten r-Tupel.
Anzahl geordneter r-Tupel

Seien die natiirlichen Zahlen ¢ > 0 und r > 1 gegeben. Wir halten ¢ fest und betrachten
r=1,2,...
Wir definieren die Menge der geordneten r-Tupel mit Elementen aus {0, ..., c}

Sri=A{(a;)iz1,. »: a; €{0,....¢c}, a; <ay, i,j=1,...,r, i < j}

und die Menge der geordneten Tupel mit erstem Element i € {0,...,c}

Die Anzahl der Elemente dieser Mengen bezeichnen wir mit
=S, n.(0):=1S.(4)], i=0,...,c
Zunéchst berechnen wir die n,.(7) rekursiv:

Lemma 1

m() =1 n(i)=> n_a(j), r>1, i=0,.. ¢
Jj=t

Beweis: Die Konstruktion von S, aus S,_; durch Hinzufiigen eines neuen Elements am
Anfang jedes r — 1-Tupels ergibt aufgrund der Forderung, dass die Tupel geordnet sein
miissen, die obige Formel; denn ¢ kann nur am Anfang hinzugefiigt werden, wenn ¢ kleiner
gleich als das erste Element des (r — 1)-Tupels ist. n
Aus der rekursiven Formel kénnen wir die geschlossene Darstellung herleiten:

1 .
nT(@'):(T e Z), i=0,... ¢

r—1

Lemma 2

Beweis: Induktion iiber 7.

Induktionsanfang: r = 1: ny(i) = 1 = (Cgi), i=0,...,c

Induktionsannahme: Sei n,(7) = (“:jffi), 1=0,...,c

Induktionsschritt: n,41(i) = Y27 ;n.(j) = 327, (T*ijf’j) = Z;;g (Tfl:ffzi*j) = (’"*ﬁf’))
1=20,...,c

Induktionsschluss. n

Die Anzahl der geordneten r-Tupel ist also:
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Korollar 3

Beweis:

5
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17 Geschenkverteilung

Autor: Matthias Peinhardt
Projekt: B11

17.1 Aufgabe

Der Weihnachtsmann hat wieder einmal ein Problem mit der Geschenkverteilung. Ein be-
sonders schwieriger Fall sind diesmal die Familien Lindemann, Borel, Hilbert und Schlegel.
Diese vier Familien bestehen alle aus zwei Eltern, einer Tochter und einem Sohn. Um
nicht als einfallslos zu gelten, hat sich der Weihnachtsmann vorgenommen, dass in kei-
ner Familie ein Geschenk doppelt vorkommen soll. Da die Familien Lindemann und Borel
Hertha BSC-Fans sind und sich deswegen h&ufig sehen, sollen deren Eltern ebenfalls alle
unterschiedliche Geschenke bekommen, genauso wie die vier Kinder dieser beiden Famili-
en. Gleiches gilt jeweils fiir die Eltern und Kinder der Familien Hilbert und Schlegel, die
Fans von Alba Berlin sind. Damit nicht genug: Die ménnlichen Mitglieder der Zehlendor-
fer Familien Lindemann und Schlegel sind im dortigen Mannerchor und sollen auch nicht
das Gleiche bekommen, wahrend die Frauen dieser beiden Familien (Carmen Lindemann
und Marita Schlegel) ebenfalls nicht gleich beschenkt werden sollen, da alle vier zusammen
Schach spielen. Diese beiden Einschrankungen gelten auch fiir die Kreuzberger Familien
Borel und Hilbert.

All dies wére nicht so schlimm, wenn die Elfen fiir die vier Familien nicht jeweils genau
vier Abakusse, Fufibélle, Liederbiicher und Kuschelschweine hergestellt hiatten. Auflerdem
haben einige der zu Beschenkenden echte Herzensw “iinsche geduflert: So méchte der Vater
der Familie Lindemann unbedingt ein Liederbuch, wihrend seine Tochter ebenso wie der
Sohn der anderen Zehlendorfer Familie gern Abakusse hétten. Der Vater der Familie Borel
soll schliefllich einen Fufiball bekommen, die Tochter der anderen Kreuzberger Familie
wiinscht sich ein Kuschelschwein.

Kann der Weihnachtsmann all diese Wiinsche beriicksichtigen, und wenn ja, was bekommt
dann Sophie Schlegel?

Antwortmoglichkeiten:

1. Kuschelschwein oder Fuball, das kann der Weihnachtsmann sich aussuchen.
2. Man kann nicht alle Wiinsche gleichzeitig erfiillen.

3. Es ist das Liederbuch.

4. Nur der Fuflball kommt in Frage.

5. Alle Geschenke wéren moglich.
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6. Natiirlich bekommt sie den Abakus.
7. Es ist das Kuschelschwein.

8. Kuschelschwein oder Abakus sind moglich.
9. Abakus oder Liederbuch.

10. Bis auf den Fufiball sind alle Geschenke moglich.

7
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17.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 4

Da die Mutter der Familie Lindemann nicht das Gleiche bekommen soll wie die anderen
Familienmitglieder und ebenso nicht das Gleiche wie der Vater der Familie Borel, muss
sie ein Kuschelschwein bekommen, wihrend ihr Sohn dann einen Fufiball bekommt. Da
die ménnlichen Mitglieder der Familien Lindemann und Schlegel ebenso nicht das Glei-
che bekommen sollen, bekommt daher Vater Schlegel ein Kuschelschwein. Mutter Hilbert
bekommt schliefllich einen Fufiball, da Vater Borel ebenfalls schon einen Fuflball hat und
dies fiir ihren Mann und ihren Sohn ausscheidet. Da die Eltern der Familien Hilbert und
Schlegel nicht das Gleiche bekommen sollen, scheidet ein Fuf3ball fiir Mutter Schlegel aus,
und daher bekommt ihn Sophie!

Der mathematische Hintergrund

Dieses Problem ist eng verwandt mit den bekannten Sudoku-Problemen (siehe
http://www.sudokumania.de/). Sie gehdren zur mathematischen Klasse der Fithrungspro-
bleme. Diese treten in den unterschiedlichsten Bereichen der Optimierung auf, etwa bei der
Frequenzzuweisung von Mobilfunkantennen. Sie gehéren zu den recht schwer zu 16senden
Problemen, jedenfalls ab gewisser Problemgrofien. Die spezielle Gruppe, zu der auch die
Sudoku-Probleme gehoren, ist jedoch sehr leicht mit den heutigen Methoden der ganzzah-
ligen Optimierung zu l6sen.
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18 Katz und Maus

Autoren: Peter Deuflhard, Anton Schiela
Projekt: Al

18.1 Aufgabe

,Da bin ich ja gerade nochmal davongekommen!“Mathy die Maus safl in der Ecke des
Mauseloches und erholte sich von ihrem Schreck.

,», Was war denn los, Mathy?*
,Die Katze hétte mich fast erwischt. Um Haaresbreite bin ich noch entkommen.*
,Erzahl mall“

,Ich sal da vorne an dem Stein, also ziemlich genau einen Meter vom Mauseloch entfernt,
als ich sah, wie die Katze sich anschlich. Das Mauseloch war genau vor mir, die Katze
genau links von mir. Wir sahen uns kurz an, dann liefen wir gleichzeitig los. Ich immer
geradeaus zum Loch, die Katze immer genau auf mich zu.“

,Gut, dass du so nah am Loch warst, denn Katzen kénnen doppelt so schnell laufen wie
Mause.*

,Und gut, dass die Katze nicht ndher dran war, als ich sie sah. Wéire sie auch nur ein
bisschen niaher gewesen,hétte sie mich gefangen. Hmm, wie weit wird sie am Anfang wohl
entfernt gewesen sein?“

Wie weit war die Katze von Mathy entfernt, als Mathy sie sah?
1. 1,00 m
2. 1,10 m
3. 1,20 m
4. 1,30 m
5. 1,40 m
6. 1,50 m
7. 1,60 m
8. 1,70 m
9. 1,80 m

10. 1,90 m
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Tipp: Spiele die Jagd auf Papier nach, indem du beide schrittweise hiipfen lisst. Die Katze
darf dabei doppelt so weit hiipfen wie die Maus. Probiere verschiedene Hiipfweiten fiir die
Maus aus. So kannst du den Abstand zwar nicht exakt, aber doch genau genug berechnen,
um die richtige Antwort auszuwéhlen.
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18.2 Losung
Richtige Antwort: Losung 6

Die exakte Losung des Katz-und-Maus-Problems zu finden, ist schwierig. Allerdings kommt
es auch nicht wirklich darauf an, die Losung genau zu berechnen, denn die moglichen Ant-
worten unterscheiden sich um 10 cm. Wir wenden deswegen wie in der Aufgabenstellung
angedeutet ein Ndherungsverfahren an.

Also nehmen wir uns ein schones grofies Blatt Karopapier, einen Bleistift und ein Lineal
oder Geodreieck mit Millimetermafl. Als erstes konnen wir nun die Startposition der Maus
(M) undihre geradlinige Bahn zum Loch einzeichnen (am besten waagerecht entlang einer
Karolinie). Die Maus wird entlang dieser Geraden ins Loch (L) ,hiipfen“.Aber wo startet
die Katze? ,,Genau links von der Maus “, also irgendwo senkrecht iiber dem Startpunkt
der Maus.

Um anfangen zu koénnen, brauchen wir jetzt aber noch einen konkreten Punkt fiir den
Startpunkt der Katze. Den kennen wir nicht, aber das macht nichts. Wir setzen ihn ein-
fach irgendwo auf die Gerade. Eine gute Wahl sind 20 cm Abstand - das ist nicht zu klein
und passt noch auf eine DIN A4-Seite. Im Folgenden beziehen sich alle Langenangaben auf
dem Papier auf diesen Anfangsabstand. Jetzt kennen wir natiirlich die Lage des Punktes
(L) auf dem Papier nicht mehr. Die miissen wir durch unsere Konstruktion herausfinden.
Nun lassen wir beide gleichzeitig hiipfen. Die Maus darf einen Sprung nach vorne machen.

Abbildung 1: Bahn von Katze und Maus mit verschiedenen Schrittweiten nachgespielt

Die Katze einen Sprung doppelter Linge,denn sie ist ja doppelt so schnell. Jetzt stellt sich
nur noch die Frage, in welche Richtung die Katze hiipfen darf.

»In Richtung der Maus®“. Da gibt es aber mehrere Mdoglichkeiten: In die Richtung, in der
die Maus vor ihrem Sprung war, oder in die Richtung, in der die Maus nach ihrem Sprung
ist. Beide Varianten sind korrekt und fiihren auch zur richtigen Lésung. Bei der ersten
Variante hat die Katze einen kleinen Nachteil (weil sie immer etwas hinterher ist), bei der
zweiten einen kleinen Vorteil (weil sie immer etwas vorausschaut).
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Ein Kompromiss wére iibrigens auch denkbar. Wir benutzen im Folgenden die erste Vari-
ante. Die Katze hat also einen kleinen Nachteil.

Nachdem Katze und Maus ihre neuen Positionen eingenommen haben, kénnen wir die
Hiipfprozedur wiederholen. Das machen wir nun so lange, bis die Katze ganz in der Nédhe
der Maus ist. Wenn wir so weit sind, konnen wir mit ein bisschen Augenmafl schon ziem-
lich gut bestimmen, wo die Katze die Maus gefangen hétte (wenn da nicht schon das Loch
gewesen wire). Je nachdem, wie grof die Spriinge von Katze und Maus waren, bekommen
wir so eine Schdtzung. Bei grolen Spriingen ist sie noch ungenau, aber wenn wir viele kleine
Hiipferchen machen (meine personliche Empfehlung 1 cm fiir die Maus und entsprechend
2 cm fiir die Katze), dann konnen wir bald abschétzen, dass Katze und Maus sich bei
ungefahr s ~ 13-14 ¢m auf dem Papier treffen.

In Abbildung 2 sieht man das sehr schon. Wenn die Maus (blau) bei 13 cm ist,befindet sich
die Katze (rot) ungefihr bei 12,5 cm. Jetzt laufen beide ungefiahr in die gleiche Richtung,
die Katze aber doppelt so schnell. Also wiirden sie sich irgendwo zwischen 13 und 14 c¢m
treffen, wahrscheinlich in der Nahe von 13,5 cm.

Wir wissen aber, dass diese s ~ 13-14 cm in Wirklichkeit 1 m, nadmlich der anfingli-
che Abstand der Maus zum Loch sind. Dadurch kénnen wir zuriickrechnen und kommen

auf
20cm
x g

-Im~1,42m — 1,53m
s

als Anfangsabstand zwischen Katze und Maus. Es bleibt deshalb nur Antwort 6) 1,50
m iibrig. Das entspricht auf dem Papier dem Punkt, der mit dem groflen griinen Kreuz
markiert ist. Die beiden benachbarten Losungen 5) 1,40 m und 7) 1,60 m sind mit einem
roten Kreuz markiert und man sieht, dass sie getrost ausgeschlossen werden kénnen.

Wie oben beschrieben, haben wir bisher die erste Variante benutzt, die der Katze einen
kleinen Nachteil verschafft hat.

Wenn man nun auch noch die zweite Variante in Betracht zieht, in der die Katze immer
etwas vorausschaut, dann kann man aus dem Vergleich der beiden Varianten noch etwas
mehr Information bekommen. In Abbildung 3 ist nun griin die zweite Variante eingezeich-
net. Man sieht, dass die griine Kurve immer etwas voraus ist und auch schneller bei der
Maus ankommt. Sehr schon ist das in Abbildung 4 zu sehen. Die rote Katze trifft die Maus
erst beil3,5 cm, wihrend die griine Katze die Maus schon bei 13 cm trifft. Dazwischen
muss die exakte Losung liegen.

In Abbildung 3 ist auch zu erkennen, dass die Kurven um so dhnlicher werden, je kleiner
man die Schritte wihlt. Die Vor- und Nachteile fiir die Katze werden bei kleineren Schritten
einfach immer geringer. Hier ahnt man schon ein Prinzip von guten Naherungsverfahren:

Wenn ich mir nur genug Miihe gebe, dann kann ich die Losung beliebig genau ausrech-
nen.
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Abbildung 2: Treffpunkt von Katze und Maus genauer betrachtet

Was macht man nun, wenn man das Ergebnis noch genauer wissen will? Natiirlich kénnte
man ein riesengrofles Blatt Millimeterpapier nehmen und winzig kleine Schritte machen.
Das wird auf die Dauer langweilig. Fiir solch langweilige Aufgaben kann man aber wun-
derbar den Computer benutzen. Vielleicht hat das ja der eine oder andere von euch sogar
gemacht und das Katze-Maus-Spiel nachprogrammiert. Man kommt dann auf ungefiahr so
ein Programm (in Matlab):

function [x,y,m]=KatzUndMaus(DeltaT)

x(1)=0; //x : Position der Katze (waagerecht)
y(1)=20; //y : Position der Katze (senkrecht)
m(1)=0; //m : Position der Maus (waagerecht)
i=1;

while(x(i) <= m(i))

i=i+1;

mp=1; //Die Maus hiipft geradeaus

//mit Geschwindigkeit 1

xp=m(i-1)-x(i-1); //Die Katze hiipft in Richtung
yp=-y(i-1); //Maus .

n=sqrt (Xp*xp+yp*yp) ; //Immer mit der

Xp=xp*2/n; //Geschwindigkeit 2
yp=yp*2/n; //

x(1)=x(i-1)+DeltaT*xp; //Hier werden die neuen Positionen



18 KATZ UND MAUS 84
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Abbildung 3: Die beiden Varianten im Vergleich

y(i)=y(i-1)+DeltaT*yp; //berechnet.
m(i)=m(i-1)+DeltaT*mp;
end

Mit dem Parameter DeltaT kann man die Schrittweite einstellen und findet damit heraus,
dass der Schnittpunkt auf dem Papier zumindest bis auf 5 Stellen genau bei 13,3333 cm
wire, was bis auf 5 Stellen genau dem Anfangsabstand 1,50 m entspricht. So eine genaue
Losung ist in Abbildung 5 zu sehen.

Noch genauer bekommt man das Ergebnis mit diesem einfachen Programm wegen auf-
tretender Rundungsfehler nicht (der Computer rechnet nur auf 16 Stellen genau, und die
Fehler sammeln sich bei vielen Schritten an). Allerdings wire jede Maus mit dieser Ge-
nauigkeit vollends zufrieden. Wie wiirde ein erfahrener Mathematiker an dieses Problem
herangehen?

Zuerst braucht man einemathematische Beschreibung des Verhaltens von Katze und Maus.
Wir bezeichnen die Positionen von Katze bzw. Maus in Abhéngigkeit von der Zeit ¢ mit
ki (t), ky(t) bzw. my(t), m,(t). Die Bewegung der Maus ist leicht. Sie lauft stur geradeaus
mit konstanter Geschwindigkeit 1:

mg(t) =1t
my(t) = 0.

Bei der Katze ist das komplizierter, weil die Richtung r, in die sie lduft, von ihrer Position
abhéngt:

Der Vektor r gibt also die Bewegungsrichtung der Katze an. Allerdings éndert sich seine
Lénge

(1) = \/(kx(t) = ma (1)) + (ky(t) —my(1))?
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I L I I I
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Abbildung 4: Beide Varianten genauer betrachtet

mit dem Abstand von Katze und Maus. Da sich aber nur die Bewegungsrichtung der
Katze éndert, aber nicht der Betrag ihrer Geschwindigkeit (der ist 2), muss man, um die
Bewegung der Katze darstellen zu kénnen, durch |r(¢)| teilen, um ihre Geschwindigkeit in
z und y Richtung v, und v, zu erhalten:

Man weifl aus der Physik, dass die Geschwindigkeit die zeitliche Ableitung des Ortes ist.
Damit konnen wir schreiben (und alles einsetzen, was wir wissen, z.B. die langweilige
Mausbewegung):

/ o _ 9. t_kw(t)
) =l =2 e T Ry
_ky(t)

E () =uv,(t)=2-
N () B RSOk
k.(0) =0, k,(0) = 20.
Solch eine Gleichung, in der unbekannte Funktionen und deren Ableitungen vorkommen,

nennt man(gewohnliche) Differentialgleichung. In der letzten Zeile stehen sogenannte An-
fangswerte, die man immer braucht, um eine Differentialgleichung lésen zu koénnen.
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Abbildung 5: Eine genaue Computerrechnung

Mit Differentialgleichungen kann man eine ungeheure Menge an Prozessen aus den Natur-
wissenschaften, den Ingenieurwissenschaften und vieles andere mathematisch beschreiben.
Wer Differentialgleichungen 16sen kann, der kann alle diese Prozesse simulieren. Als Bei-
spiele seien die Newton’sche Mechanik, die chemische Reaktionskinetik und elektrische
Schaltkreise genannt.

Allerdings kann man Differentialgleichungen fast nie von Hand losen, und deswegen haben
sich viele Mathematiker mit der numerischen Lésung (also mittels des Computers)dieser
Gleichungen beschéftigt und dabei sehr leistungsfahige Methoden dafiir entwickelt.

Damit kénnte man die Losung des Katz-und-Maus-Problems bis auf mindestens 10 Stellen
genau berechnen.

Das Grundprinzip aller dieser Verfahren bleibt aber das ,Hiipfen“. Mathematiker nennen
diese Vorgehensweise ,,Diskretisierung”. Wer mehr zu diesem Thema wissen will, findet in

dem Buch , Peter Deuflhard, Folkmar Bornemann: Numerische Mathematik II, Gewdhn-
liche Differentialgleichungen, de Gruyter, 2002“ eine umfassende Darstellung der Theorie
und der wichtigsten numerischen Methoden fiir Differentialgleichungen.
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19 FuBball-Weltmeisterschaft 2006

Autoren: Tobias Jahnke, Wilhelm Huisinga
Projekt: A6

19.1 Aufgabe

An der Fufiball-Weltmeisterschaft 2006 nehmen 32 Mannschaften teil, die in acht Gruppen
von je vier Mannschaften aufgeteilt werden. In der Vorrunde spielt jede Mannschaft gegen
jede andere Mannschaft, die zur gleichen Gruppe gehort. Nach der Gruppenphase erreichen
jeweils die besten zwei Mannschaften einer Gruppe das Achtelfinale.

Bei der Auslosung der Gruppen geht man folgendermafien vor: Der Gastgeber (Deutsch-
land) spielt auf jeden Fall in Gruppe A. Von den iibrigen 31 Mannschaften werden die
sieben stiarksten Mannschaften gesetzt: Die stédrkste Mannschaft spielt in Gruppe B, die
zweitstirkste in Gruppe C, die drittstéarkste in Gruppe D usw. Die iibrigen 24 Mann-
schaften werden jetzt durch Los auf die acht Gruppen verteilt, indem man Kugeln mit den
Namen dieser 24 Mannschaften aus einer Urne zieht. Die ersten drei gezogenen Mannschaf-
ten spielen in Gruppe A, die néchsten drei gezogenen Mannschaften in Gruppe B usw.

Costa Rica und die Ukraine haben sich bereits fiir die WM 2006 qualifiziert, gehéren aber
nicht zu den gesetzten Mannschaften. Wie grof§ ist die Wahrscheinlichkeit, dass Deutsch-
land in der Vorrunde sowohl gegen Costa Rica als auch gegen die Ukraine spielen muss?

Antwortmoglichkeiten:

2
1. -
3

0|
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10.

P.S.: FuBballfreundinnen und -freunde wissen, dass wir fiir diese Aufgabe einige Vereinfa-
chungen gemacht haben. In Wirklichkeit ist das Auslosungsverfahren noch viel komplizier-
ter!
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19.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 7

Nur die ersten drei ausgelosten Mannschaften spielen in der Vorrunde in Gruppe A und
damit gegen Deutschland. Die Frage lautet also: Wie grof ist die Wahrscheinlichkeit, aus
den 24 Loskugeln drei zu ziehen und dabei sowohl Costa Rica als auch die Ukraine zu
erwischen?

Zuerst kann man berechnen, wie grofl z.B. die Wahrscheinlichkeit ist, beim ersten Zug die
Ukraine, beim zweiten Zug irgendeine andere Mannschaft (weder die Ukraine noch Costa
Rica) und beim dritten Zug Costa Rica zu ziehen:

e Beim ersten Zug liegen 24 Kugeln im Lostopf. Die Wahrscheinlichkeit, ausgerechnet

die Ukraine zu erwischen, ist also i.

e Beim zweiten Zug liegen nur noch 23 Kugeln im Lostopf, ndmlich die von Costa Rica
und 22 andere. Die Wahrscheinlichkeit, jetzt eine der anderen Kugeln zu ziehen, ist

22
also >

e Beim dritten Zug liegen nur noch 22 Kugeln im Lostopf, ndmlich immer noch die
von Costa Rica und 21 andere. Die Wahrscheinlichkeit, jetzt Costa Rica zu ziehen,
ist also %

e Die Gesamtwahrscheinlichkeit fiir diese Auslosung erhélt man durch Multiplikation:
1,22 1 1

24 23 22 2324°

Dies ist aber nicht die einzige Moglichkeit fiir eine Auslosung, bei der Costa Rica und die
Ukraine in der Gruppe A landen. Moglich wére z.B. auch, dass zuerst Costa Rica, dann
die Ukraine und dann irgendeine andere Mannschaft gezogen wird. Die Reihenfolge spielt
keine Rolle. Man muss sich also iiberlegen, wie viele verschiedene Auslosungen es gibt,
bei denen Costa Rica und die Ukraine unter den ersten drei gezogenen Kugeln sind. Alle
Moglichkeiten sind mit den entsprechenden Wahrscheinlichkeiten in der folgenden Tabelle
aufgelistet:
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1. Kugel | 2. Kugel | 3. Kugel Wahrscheinlichkeit
Costa Rica | Ukraine andere i . % : % 23%24
Ukraine Costa Rica | andere i : % : % 23%24
Costa Rica | andere Ukraine i . % . % ﬁ
Ukraine andere Costa Rica i . % . % ﬁ
andere Costa Rica | Ukraine % . % : % ﬁ

6. | andere Ukraine Costa Rica % . % . % = ﬁ

Um die Aufgabe zu l16sen, muss man die Wahrscheinlichkeiten in der letzten Spalte zur
Gesamtwahrscheinlichkeit addieren. Man erhélt dann

1 1 1

0 5391 T 31 9

1
Die richtige Losung lautet also — .

92

P.S.: Man kann die Aufgabe iibrigens deutlich schneller 16sen, wenn man die sogenannte
hypergeometrische Verteilung verwendet. Fragt doch einmal eure Mathelehrerin bzw. euren
Mathelehrer danach.
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20 Vergesslicher Weihnachtsmann

Autoren: Matthias Ehrhardt, Andrea Zisowsky
Projekt: D11

20.1 Aufgabe

Die Heinzelmidnnchen wenden sich mit folgendem Problem an einen Mathematiker: Der
Weihnachtsmann ist alt geworden, und jedes Jahr vergisst er einige Kinder. Damit diese
nicht leer ausgehen, verteilen die Heinzelménnchen bei ihnen eigene Geschenke. Doch wie
viele Geschenke miissen sie dieses Jahr bereit haben?

Weiter erzéhlen sie, dass der Weihnachtsmann immer in der Nacht zu Weihnachten die
Namen und Adressen aller zu beschenkenden Kinder auswendig lernt. Nach durchwach-
ter Nacht kennt er am Weihnachtsmorgen um 8:00 Uhr alle Kinder. Danach ist er sehr
beschiftigt: Er beldadt den Schlitten und spannt die Rentiere an. Abends um 18:00 Uhr
braust er los und verteilt alle Geschenke gleichzeitig.

Der Mathematikererstellt folgendes Modell: Es gibt K zu beschenkende Kinder.p() sei die
Anzahl der Kinder, die der Weihnachtsmann zur Zeit ¢t noch weif}; es ist also p(0) = K.
Weiterhin nimmt der Mathematikeroptimistisch an, dass der Weihnachtsmann einen Pro-
zentsatz b (0 < b < 100) nie vergisst und dass zur Zeit ¢ die Vergessensrate p/(t) propor-
tional zum noch zu vergessenden Wissen p(t) — b ist. Die Heinzelménnchen konnen aus
ihrer Erfahrung die Information beitragen, dass die Proportionalitdtskonstante bei etwa
¢ = —0.23 liegt und dass K = 100 ist. Der Prozentsatz, der nie vergessen wird, wird von
den Heinzelménnchen mit b = 20 geschétzt.

Welche Gleichung fiir p(t) verwendet der Mathematiker, und wie viele Geschenke brauchen
die Heinzelménnchen nach seiner Rechnung (ohne Sicherheitszugaben, gerundet)?
Hinweis: Die Konstanten sind so angegeben, dass mit ¢ einheitenlos in Stunden gerechnet
werden kann.

L op(t) = & :(100 —b)e + b: , 72 Geschenke

£ [(100 — b)e + b|, 76 Geschenke

K 1100 — b)et — b, 72 Geschenke

4. p(t) = £ :(100 —b)e — b: , 76 Geschenke

5. p(t) = & _(100 —b)e " +b|, 72 Geschenke



20 VERGESSLICHER WEIHNACHTSMANN

6 p(t) = 1I0<0
7. p(t) = 110{0
8. p(t) = 110(0
9.

10.

K100 — b)e~<t + b

K 1100 — b)e~et — b]

K 1100 — b)e—t — b]

, 76 Geschenke
, 72 Geschenke

, 76 Geschenke

92

Der Mathematiker kann mit diesem Modell eine Losung bestimmen, sie ist aber nicht

eindeutig.

Der Mathematiker kann mit diesem Modell iiberhaupt keine Lésung bestimmen.
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20.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 1

Die gesuchte Gleichung p/(t) = ¢(p(t) —0b) ist eine sog. Differentialgleichung, genauer eine li-
neare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten. Bildet man die Ableitung p/(¢) der
in a) gegebenen Gleichung und setzt sowohl p/(t) als auch p(t) in diese Differentialgleichung
ein, ergibt sich eine wahre Aussage. Die in a) gegebene Funktion ist damit eine Losung
der Differentialgleichung. Mit p(0) = 100 erfiillt sie auch die gegebene Anfangsbedingung
p(0) = K. Einsetzen der Werte fiir die Konstanten b = 20 und ¢ = —0,23 ergibt nach
10 Stunden, d.h. t = 10, gerundet den Wert p(10) = 28.0207. Der Weihnachtsmann kann
sich also an 28 Kinder erinnern. Die Wichtel miissen 100 —28 = 72 Geschenke bereithalten.

Mit der Formulierung und exakten oder numerischen Losung sehr viel komplexerer Dif-
ferentialgleichungen, die bei der Modellierung physikalischer Vorgénge wie z.B. Schalt-
vorginge in Halbleiterbauelementen auftreten, beschéftigen sich Wissenschaftler am DFG—
Forschungszentrum MATHEON Mathematik fiir Schlisseltechnologien in Berlin.

Wir halten auch regelméfig Vortriage an Schulen und in der Berliner Urania. Falls Sie sich
dafiir interessieren, sprechen Sie uns einfach an.
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21 Telekommunikationsplanung in der Agiis

Autor: Martin Oellrich
Institut fiir Mathematik, TU Berlin

21.1 Aufgabe

Auch auf den griechischen Inseln wollen die Menschen ihre Bankgeschifte sicher erledigen.
Zu diesem Zweck unterhélt die Bank of Greece Filialen auf den Inseln Andros, Astipalea,
los, Naxos, Patmosund Serifos. In jeder Filiale befindet sich ein Computer, der die kom-
plette Verwaltung der Geschéftsvorginge abwickelt. Damit einmdglicher technischer Defekt
auf keinen Fall die Kunden schédigen kann, miissen alle sechs Computer stindig und zu-
verldssig diese Daten austauschen kénnen. Dazu soll jeder der Rechner mit moglichst vielen
der anderen verbunden (notfalls auch indirekt) werden, mindestens aber mit dreien. Die
Verbindungsleitungen werden bei der Griechischen Telekom beauftragt. Diese unterhélt
ein Datennetz wie in der Skizze gezeigt. Die roten Punkte bedeuten Vermittlungsstellen,
die griinen Kanten Kabelstrecken. Jede Verbindung wird darin geschaltet als eine Folge
von Kanten, die einen Weg bilden. Da auch fiir diese Verbindungen zwischen den Com-
putern grofitmogliche Ausfallsicherheit herrschen muss, diirfen je zwei solcher Wege kein
gemeinsames Stiick teilen. Alle Wege miissen iiberschneidungsfrei durch das Netz gefiihrt
werden. (Der Mathematiker sagt: , kantendisjunkt®.) 1. Teil: Ihr steht nun im Dienste der

Andros

X
Ikaria
= Tinos
e @) ’4-lr"

Siros y »
Patmos

Naxos 3
Serifos Kalimnos

T Ty
B 4

Paros

J ~ o
b @ [ los Amorgos

Milos o
Folegandros

Santorini «

Griechischen Telekom und seid betraut mit dieser Aufgabe. Die Linge der Wege ist egal.
Wie viele Verbindungen lassen sich maximal gleichzeitig legen, die den Auflagen der Bank
of Greece geniigen?

2. Teil: Als noch héhere Sicherheitsstufe wére es denkbar, dass je zwei Verbindungen auch
keine Vermittlungsstellen (aufier ihren Endpunkten) teilen diirfen. (Der Mathematiker sagt:
sknotendisjunkt“.) Wie viele Verbindungen sind unter diesen Umstinden maximal noch
planbar?
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Antwortmoglichkeiten:

Nr. | 1. Teil 2. Teil

1 8 11

2 9 7

3 10 8

4 11 nicht moglich
) nicht moglich | nicht moglich
6 8 12

7 9 11

8 10 10

9 11 10

10 | nicht moglich | 5

95
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21.2 Losung

Richtige Losung: Antwort 3

Beide Teile dieser Aufgabe bestehen aus zwei Unterteilen: Zum einen das konkrete Angeben
einer Ldsung mit moglichst vielen Wegen, zum anderen der Nachwets, dass es nicht mehr
Wege geben kann. Dies ist die typische Arbeitsweise in der kombinatorischen Optimierung.
Das Erste ist zumeist mit ein wenig Knobelaufwand zu schaffen. Das Zweite ist die eigent-
liche Herausforderung und benétigt einige Einsicht in die Struktur des Problems.

Erste Betrachtungen

Einen Uberblick iiber die gegebenen Daten verschafft man sich am besten, indem man die
Karte weglédsst und sich auf die Struktur des Netzes konzentriert. Die Schaltstellen heiflen
in der Fachsprache Knoten, die Kabelstrecken Kanten. Diejenigen Kanten, die aus einem
Knoten heraus fithren, heiflen zu diesem Knoten inzident. Diejenigen Knoten, bei denen
in der Realitdt die zu verbindenden Computer stehen, nennen wir Terminalen. Sie sind in
der folgenden Skizze! griin umrandet dargestellt. Die griinen Zahlen bedeuten die Anzahl
der Kanten, die aus den jeweiligen Terminalen heraus fithren.

3 (@) Andros

Milos
Folegandros
Astipalea

Santorini

Wire es moglich, alle 6 Terminalen paarweise durch Wege zu verbinden, wiren das
54443+ 2+ 1 =15 Wege. Da die Wege jedoch disjunkt sein miissen, kann jedes Termi-
nal héchstens mit so vielen anderen verbunden werden, wie es inzidente Kanten hat. Die
Summe dieser (griinen) Anzahlen ist 34+ 3 +4+ 544 +4 = 23. Dabei muss jeder Weg
zwischen zwei Terminalen von beiden jeweils eine solche gezihlte Kante ,, verbrauchen®.

!Der Knoten FELS hat in der Aufgabenstellung keinen Namen, da der Autor auf keiner Karte einen
fand. Es handelt sich wohl um nicht mehr als einen grofleren Felsen im Meer.
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Als erste Grobschéitzung kann es daher hochstens L%J = 11 Wege geben, egal ob kanten-
oder knotendisjunkt.

Vereinfachung des Netzwerks

Wenn man nun genau hinschaut, lasst sich das Netzwerk vereinfachen, ohne dass es seine
wesentlichen Eigenschaften verliert. Das ist eine typische Herangehensweise in der Praxis.

Beobachtung 1: Alle Knoten, die keine Terminalen sind und genau eine inzidente Kante
haben, sind irrelevant.

Sie konnten nur Zwischenknoten auf einem Weg sein, bréduchten dafiir aber mindestens
zwei inzidente Kanten, damit ein Weg durch sie hindurch laufen kann. Sie sind sozusagen
Sackgassen, die nie in einer Losung vorkommen konnen. Wir konnen sie also ersatzlos

loschen:
- — @

In unserem Netzwerk betrifft das die Knoten Samos und Tilos. Als Nebeneffekt verringert
sich dabei die Anzahl mit Patmos inzidenter Kanten auf 3.

Beobachtung 2: Alle Knoten, die keine Terminalen sind und genau 2 inzidente Kanten
haben, sind irrelevant.

Das liegt daran, dass sie nur Zwischenknoten auf einem Weg sein konnten, der dann auf
eindeutige Weise durch sie hindurch laufen muss. Sie konnen daher gleichwertig ersetzt
werden durch eine Kante:

=
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Aus unserem Netzwerk verschwinden auf diese Weise die Knoten Anafi, Folegandros, Ikaria,
Milos, Nisyros, Santorini und Tzia. Dabei betrifft es Nisyros als Folge der ersten Vereinfa-
chung, der Loéschung von Tilos.

Als Zwischenergebnis dieser beiden Vereinfachungen erhalten wir das folgende reduzierte

Netzwerk:
a
- Kalimnos

-

3 (@) Andros

los
\_J
4

Astipalea

Beobachtung 3: Alle Kanten, die zwei Terminalen direkt verbinden, konnen auf jeden
Fall den Weg zwischen ihnen darstellen.

Es gibt theoretisch mehrere Moglichkeiten, wie eine Kante (s, t), die mit zwei Terminalen s
und ¢ inzidiert, in einer giiltigen Losung (mit maximal vielen Wegen) vorkommen kann:

1. Sie wird nicht von einem Weg verwendet, und es gibt keinen Weg zwischen s und t.

2. Sie wird nicht von einem Weg verwendet, und der Weg zwischen s und ¢ verlduft iiber
andere Kanten.

3. Sie wird von einem Weg verwendet, der nicht s mit ¢ verbindet, und es gibt keinen
Weg zwischen s und t.

4. Sie wird von einem Weg verwendet, der nicht s mit ¢ verbindet, und der Weg zwi-
schen s und t verlauft iiber andere Kanten.
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5. Sie stellt selbst den Weg zwischen s und ¢ dar.

Im 1. Fall kénnten wir einfach die Kante (s,t) als Weg zwischen s und ¢ hinzunehmen und
dadurch die Anzahl der Wege erhchen. Diese Anzahl war also vorher nicht maximal, dieser
Fall kann nicht vorliegen.

Im 2. Fall kénnten wir den anderen Weg zwischen s und ¢ gegen die betrachtete Kante
austauschen. Wir hatten den Weg dadurch lediglich verlagert, ohne die Gesamtanzahl Wege
zu verdndern. Wir erhalten so eine andere giiltige Losung:

Der 3. und 4. Fall kann nur bei kantendisjunkten Wegen auftreten: Wenn die Kante (s, t)
auf einem Weg liegt, der nicht s mit ¢ verbindet, so muss notwendigerweise mindestens
einer der beiden Knoten ein Zwischenknoten auf diesem Weg sein. Das wird aber durch
Knotendisjunktheit ausgeschlossen.

Im 3. Fall konnten wir nun den anderen Weg, der iiber die Kante fiihrt, ersetzen durch den
s-t-Weg, den sie selbst darstellt. Wir erhalten wiederum eine andere giiltige Losung mit
gleich vielen Wegen:

- ~ s O..... N
/ \ Lo \
\ J * \ O ]
s t : 8 t
N /7 AN g . /
~ - ~ * _

Im 4. Fall wére es moglich, die Kante (s, t) auf dem anderen Weg gegen den ganzen s-t-Weg
auszutauschen. Der andere Weg verlduft dann iiber einen neuen Umweg, und die Kante
wird selbst zum s-t-Weg.

<5 s IUTSN R Gl i < LTSN SR gl a
- ~ 4 ~
/ \ / \
\ J * \ J
N s t s N s t s
~ - ~ -
=~ — e e — - 4 — — i — Lo
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Wir kénnen also die ersten vier Fille alle auf den fiinften reduzieren. Das bedeutet, wir
konnen alle Kanten, die zwei Terminalen verbinden, als den Weg zwischen ihren Endknoten
festlegen und damit fiir die weitere Betrachtung aus dem Netzwerk entfernen.

2 (@) Andros

Siros

‘@) Patmos

Kalimnos

Kos

L)

2 Ios

3 Astipalea

In unserem Netzwerk betrifft das die Kanten (Andros, Serifos), (Serifos, Ios), (Naxos, los)
und (Ios, Astipalea). Wir merken uns diese 4 Wege und reduzieren die griinen Anzahlen
entsprechend.

Kantendisjunkte Wege

Die Auflagen der Bank of Greece besagen, dass jeder der 6 Computer mit mindestens
3 anderen durch Wege verbunden werden muss. Demnach fordert die Bank mindestens
6 - 3/2 = 9 Wege. Sofern so viele Wege iiberhaupt moglich sind, wird ihre Anzahl also 9, 10
oder 11 betragen.

Die folgende Losung zeigt (beispielhaft fiir mehrere giiltige Losungen), dass 10 Wege
moglich sind:
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@ Samos
® Tzia "
')
’
i
(4
-
@) Patmos
Y Kalimnos
A
B \
~ \
BESH |
i ) Kos
1
1
1
Mil o Ni
iflos  * X M _______ isyros
Folegandros L] ¥
Astipalea N
]
Santorini Tilos

Anafi

Um den Nachweis zu fithren, dass es nicht mehr sein kénnen, unterteilen wir die Knoten des
Netzwerks in vier Teilmengen wie in der folgenden Skizze zu sehen ist. Dabei vernachléssi-
gen wir jetzt die Kanten, die zwei Knoten in einer und derselben Teilmenge verbinden
(gestrichelt eingezeichnet). Die wesentliche Information steckt allein in denjenigen Kanten,
deren Endknoten in verschiedenen Teilmengen liegen (dick eingezeichnet).

Serifos
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Wir machen dabei die folgenden Beobachtungen:

e Die blaue Teilmenge enthdlt keine Terminalen.

e Die blaue Teilmenge trennt die grine von den anderen beiden ab (d.h. wiirde man
sie 16schen, gébe es keine Verbindung mehr zwischen der griinen Teilmenge und dem
Rest).

o Fs qibt 7 dicke Kanten, die mit genau einem blauen Knoten inzidieren.

Jeder Weg zwischen einem griinen Terminal und einem gelben oder roten muss also durch
die blaue Teilmenge hindurch und , belegt® dabei genau 2 der 7 dicken Kanten. So kommt
es, dass durch die blaue Teilmenge hochstens L%J = 3 Wege verlaufen konnen.

Weitere zwei Wege sind moglich zwischen der gelben und der roten Teilmenge, da es genau
zwei dicke Kanten zwischen ihnen gibt. Naxos und Ios sind bereits durch eine direkte
Kante verbunden (siehe letzter Abschnitt), daher kommt innerhalb der gelben Teilmenge
kein Weg dazu. Ebenfalls moglich ist noch ein weiterer Weg zwischen den beiden roten
Terminalen.

Insgesamt erhalten wir folgende Bilanz:

genau 4 Wege als direkte Kanten realisiert,

hochstens 3 Wege von griinen Terminalen aus,

hochstens 2 Wege zwischen einem gelben und roten Terminal,
hochstens 1  Weg zwischen den beiden roten Terminalen
hichstens 10 Wege sind méglich.

Knotendisjunkte Wege

Die Auflagen der Bank of Greece besagen, dass jeder der 6 Computer mit moglichst 3 an-
deren durch Wege verbunden werden sollte. Dies ist iiber direkte Wege nicht mdéglich. Wir
versuchen so die Zahl der direkten Verbindungen méglichst hoch zu halten.

Demnach koénnte die Bank zwei direkte Wege zwischen allen Banken fordern, dies wéren
dann mindestens 6 - 2/2 = 6 Wege. Sofern so viele Wege iiberhaupt moglich sind, wird ihre
Anzahl also 6,7,8,9 oder 10 betragen. Trotz der Grobabschitzung nach oben durch 11
konnen es keine 11 mehr sein, denn knotendisjunkt sind nie mehr Wege méglich als kan-
tendisjunkt.

Die folgende Losung zeigt (beispielhaft fiir mehrere giiltige Losungen), dass 8 Wege moglich
sind:
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Andros

@ Samos
® Tzia !

’
Siros ¢
’
’

’
’

Serifos

Paros

Miles

Folegandros
Astipalea

Santorini

Anafi

Um den Nachweis zu fiihren, dass es nicht mehr sein kénnen, betrachten wir obige Skizze.
Darin sind alle Kanten dick eingezeichnet, die zu einem Terminal inzident sind, sowie
diejenigen Knoten in blau, die gleichzeitig {iber mehr als eine der dicken Kanten erreicht
werden.

Wir machen hier folgende Beobachtungen:

e Die griinen Zahlen zdhlen die dicken Kanten.

e Jeder Nichtterminalknoten kann auf hochstens einem Weg liegen. Das gilt insbeson-
dere fiir alle blauen Knoten.

o Treffen in einem blauen Knoten zwei dicke Kanten zusammen, deren inzidente Ter-
minalen bereits verbunden sind, so kann tber hichstens eine davon ein Weg gefiihrt
werden.

Damit konnen wir zdhlen, {iber wie viele der dicken Kanten keine Wege mdglich sind:
Tinos: Von den drei dicken Kanten kann eine keinen Weg fiihren.

Siros: Die Terminalen Andros und Serifos sind schon durch eine direkte Kante verbunden
(siche Abschnitt ,, Vereinfachung des Netzwerks®). Hier féllt eine dicke Kante weg.

Paros: Dasselbe fiir Naxos und los: Eine dicke Kante weniger.
Amorgos: Hier treffen beide Fille zu: Eine dicke Kante weniger.

FELS: Keiner der beiden Fille tritt ein, da die Terminalen Patmos und Astipalea noch
nicht verbunden sind.
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Andros

7 0®) Patmos

Kalimnos

Amo%‘ d
\

Fiir die rote Knotenteilmenge, in der FELS liegt, greift ein anderes Argument. Die bei-
den Knoten Tinos und Amorgos (gelbe Teilmenge) trennen die roten Terminalen von den
iibrigen, daher konnen hochstens zwei Wege zwischen roten und nichtroten Terminalen ver-
laufen. Dazu kommt ein weiterer Weg zwischen den beiden roten Terminalen. Insgesamt
konnen die beiden 2 ihrer 6 dicken Kanten nicht fiir Wege verwenden.

Insgesamt fallen damit 1+ 1+ 1+ 1+ 2 =6 dicke Kanten von 2+ 1+3+2+3+3 =14
fiilr Wege aus. Wie im Abschnitt ,,Erste Betrachtungen® berechnen wir daraus eine obere
Schranke fiir die Anzahl fithrbarer Wege: Es sind hochstens [+5°] = 4. Zusammen mit
den 4 durch direkte Kanten realisierten Wegen sind dies hochstens 8 Stiick. q.e.d.
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22 Baumverkaufer

Autorin: Elena Virnik
Projekt: A9

22.1 Aufgabe

Zur Weihnachtsfeier kauft sich jede Familie einen Weihnachtsbaum. Manche kaufen sich
eine Tanne, manche eine Fichte und manche eine Kiefer. Es ist bekannt, dass von allen
Familien, die eine Tanne gekauft haben, im nichsten Jahr 10% eine Fichte und 10% eine
Kiefer kaufen. Von den Fichtenkaufern steigen 20% auf Tannen und 20% auf Kiefern um.
Von den Kiefernkéufern kaufen sich im néchsten Jahr 40% eine Tanne und 10% eine Fich-
te. Wie viel Prozent aller Familien miissen Tannenkéufer, wie viele Fichtenkdufer und wie
viele Kiefernkaufer sein, damit sich die Kéuferverteilung nicht dndert.

Antwortmoglichkeiten:

1. 70% Tannenkéufer, 10% Fichtenkiufer und 20% Kiefernkiufer
2. 30% Tannenkéaufer, 20% Fichtenkaufer und 50% Kiefernkaufer
3. 45% Tannenkéiufer, 15% Fichtenkiufer und 40% Kiefernkiufer
4. 20% Tannenkéufer, 20% Fichtenkéufer und 60% Kiefernkaufer
5. 50% Tannenkaufer, 15% Fichtenkaufer und 35% Kiefernkaufer
6. 20% Tannenkiufer, 40% Fichtenkiufer und 40% Kiefernkiufer
7. 60% Tannenkéufer, 20% Fichtenkaufer und 20% Kiefernkaufer
8. 40% Tannenkéaufer, 25% Fichtenkaufer und 25% Kiefernkaufer
9. 20% Tannenkéaufer, 30% Fichtenkaufer und 50% Kiefernkaufer

10. 20% Tannenkiufer, 60% Fichtenkiufer und 20% Kiefernkiufer
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22.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 7

Sei mit x; der Anteil der Tannenk&ufer, mit zo der Anteil der Fichtenkdufer und mit x5
der Anteil der Kiefernkaufer bezeichnet. Im néachsten Jahr setzt sich die Anzahl der Tan-
nenkaufer r; zusammen aus 80% der Tannenkaufer aus diesem Jahr, 20% der diesjahrigen
Fichtenkaufer und 40% der diesjahrigen Kiefernkaufer, d.h. es gilt die folgende Gleichung;:

0.821 + 0.229 + 0.4253 =  x4.

Entsprechend lassen sich zwei weitere Gleichungen fiir die Fichtenkéufer und Kiefernkaufer
aufstellen:

0.]_ZL'1 + O6ZE2 + O].l'g = T2

0.11'1 + O2£C2 + 051’3 = Ts.
Wir erhalten ein System von drei Gleichungen mit drei Unbekannten, das unendlich viele
Losungen besitzt. Die Losung lédsst sich jedoch eindeutig machen durch die Nebenbedin-

gung, dass die Anteile der Kiefern-, Fichten- und Tannenkaufer zusammen 100% ergeben
miissen, d.h. es muss gelten

1+ X9+ 23 = 1.
Lésen des Gleichungssystems:

0.1371 — 04IE2 + 011’3 =
0.1%1 + 021‘2 - 051’3 =

T+ T2+ T3 =

_ o O O

Das Anwenden des Gauflverfahrens liefert:

—0.221 + 0.229 + 0423 =
—0.6x2 + 0.6z3 =

0.6x9 — 0.623 =

209 + 313 =

_ o O O

Eine Gleichung ist redundant, d.h. man kann z.B. die dritte Gleichung weglassen.

—0.6z9 +0.623 = 0
51‘2 = 1

= Iy = 027 T3 — 02, T = 0.6.
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Was dahinter steckt: Die Ubergangswahrscheinlichkeiten lassen sich als ein sogenann-
ter endlicher, homogener Markov-Prozess modellieren. Dies ist ein spezieller stochastischer
Prozess mit der folgenden charakteristischen Eigenschaft: Es gibt n verschiedene Zusténde.
Der Ubergang von einem Zustand in einen anderen héngt ausschlieBlich von der Ubergangs-
wahrscheinlichkeit ab und nicht von dem Zeitpunkt, zu dem der Ubergang passiert.
Schreibt man die Ubergangswahrscheinlichkeiten in eine Matrix 7', so heiBt diese Uber-
gangsmatrix einer Markovkette. In unserem Fall ist es

0.8 0.1 0.1
T7=102 06 0.2
0.4 0.1 0.5

Wonach wir nun suchen, ist die sogenannte stationédre Verteilung, d.h. ein Vektor x =
(21, 2o, 3]T, fiir den gilt

3
2T = 27 und sz =1.
i=1

In diesem Fall ist & der Linkseigenvektor zum Eigenwert 1. Fiir kleine Probleme wie in
unserem Fall kann die Losung mit Hilfe des Gauflverfahrens einfach ermittelt werden. Fiir
sehr grofie Probleme, z.B. Prozesse mit 10° Zustéinden, wird dies jedoch problematisch und
man greift auf sogenannte iterative Verfahren zuriick, die mit Beschleunigungsverfahren,
sogenannten Priakonditionierern, arbeiten. Losungsverfahren dieser Art sind Gegenstand
der heutigen Forschung.
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23 DNA

Autor: Stefan Kirchner
Projekt: A5

23.1 Aufgabe

Das Erbgut von Lebewesen ist auf der sogenannten DNA gespeichert. Eine DNA besteht
grob gesagt aus einer langen Folge der vier Basen Adenin (A), Cytosin (C), Guanin (G)
und Thymin (T). Seit einigen Jahren ist es moglich, die Folge der vier Basen zu einer
gegebenen DNA zu bestimmen. Dieser Vorgang wird Sequenzierung genannt. Dabei tritt
unter anderem das folgende Problem auf:

Fiir eine Menge von Wortern soll ein kiirzestes Wort gefunden
werden, das jedes gegebene Wort als Teilwort enthélt.

Betrachte dazu das folgende Beispiel, welches aus den vier Wortern

(1) TACAGC
(2) CAGCG
(3) CGTAC
(4) ACGT

besteht. Ein kiirzestes Wort, das jedes dieser vier Worter als Teilwort enthélt, ist ACGTACAGCG,
wie hier zu sehen ist:

ACGTACAGCG
(4) ACGT
(3) CGTAC
(1) TACAGC
(2) CAGCG

Nun zu der heutigen Rétselfrage! Aus wie vielen Buchstaben besteht ein kiirzestes Wort,
das die Worter

GTGA CGAC GGTG TGAC GTGTG ACGG
enthalt?
Antwortmoglichkeiten:

1. Das kiirzeste Wort besteht aus 10 Buchstaben.
2. Das kiirzeste Wort besteht aus 11 Buchstaben.
3. Das kiirzeste Wort besteht aus 12 Buchstaben.

4. Das kiirzeste Wort besteht aus 13 Buchstaben.
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9.

10.

Das kiirzeste Wort besteht aus 14 Buchstaben.
Das kiirzeste Wort besteht aus 15 Buchstaben.
Das kiirzeste Wort besteht aus 16 Buchstaben.
Das kiirzeste Wort besteht aus 17 Buchstaben.
Das kiirzeste Wort besteht aus 18 Buchstaben.

Das kiirzeste Wort besteht aus 19 Buchstaben.

109

Die in der Praxis vorkommenden Félle sind jedoch deutlich gréfer. Dort sind viele tausende
Worter gegeben, und jedes einzelne Wort ist erheblich ldnger als bei dieser Aufgabe. Wer
weitere Aufgaben dieser Art losen will, wird unter der URL http://asz.informatik.
hu-berlin.de/1ndw/sssGui.html fiindig.
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23.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 3

Das kiirzeste Wort ist CGACGGTGTGAC und besteht aus 12 Buchstaben.

CGACGGTGTGAC

CGAC

ACGG
GGTG
GTGTG
GTGA
TGAC

Die korrekte Antwort lautet daher 12. Wie kann das Problem aber allgemein gelost werden?
Zunéchst konnen alle Worter aus der Aufgabenstellung entfernt werden, die als Teilwort
in einem anderen Wort vorkommen. In diesem Beispiel gibt es zwar keine solchen Wérter,
wenn aber z.B. ein siebtes Wort CGG vorkdme, so kann es gleich entfernt werden, da es
als Teilwort in ACGG vorkommt.
Der néchste Schritt besteht darin zu erkennen, dass gegeniiber dem einfachen Aneinan-
derhéngen zweier Worter sich etwas sparen ldasst, wenn ein Endstiick von einem Wort
genau das Anfangsstiick von einem anderen Wort ist. Die maximale Lénge eines solchen
End- bzw. Anfangstiickes wird als Uberlappungslinge bezeichnet, und diese gibt an, wie
viele Buchstaben gegeniiber dem einfachen Aneinanderhéngen eingespart werden.
In Abbildung 1 ist der dazugehérige Uberlappungsgraph abgebildet, wobei der Ubersicht
halber nur Verbindungen (sog. Kanten) eingezeichnet sind, die eine Uberlappungslinge von
mindestens 1 haben.
Die Aufgabe wird mit Hilfe des Uberlappungsgraphen relativ einfach, wenn in einem
kiirzesten Wort zusétzlich die gegebenen Worter in einer zuvor festgelegten Reihenfolge
o vorkommen sollen. Man geht im Uberlappungsgraphen in der gegebenen Reihenfolge o
von Wort zu Wort entlang und addiert die jeweiligen Upperlappungslingen. Die Summe S,
ist dann genau die Anzahl Buchstaben, die man durch das Ineinanderschieben gegeniiber
dem einfachen Aneinanderhdngen einspart.
Das kiirzeste Wort beziiglich der gegebenen Reihenfolge o hat dann eine Gesamtlédnge von:

Lange des Wortes bei einfachem Aneinanderhédngen — S,.

Der Minuend ist konstant (in der Aufgabe ist er 25), aber der Subtrahend ist abhingig
von der Reihenfolge o, in der die einzelnen Worter vorkommen. Damit die Lénge des
Gesamtwortes minimiert wird, muss also S, mazimiert werden.

Mit ein wenig systematischem Suchen erkennt man, dass die Reihenfolge o, die S, ma-
ximiert, durch die hervorgehobenen Kanten in Abbildung 1 bestimmt wird. Bei dieser
Reihenfolge werden 13 Buchstaben gespart (S, = 13), somit ist 25-13=12 die Gesamtlénge
eines kiirzesten Wortes, das die vorgegebenen Worter enthélt. Geht es noch besser als 127
Nein! Am einfachsten erkennt man das, wenn die Aufgabe ohne GGTG und GTGA gestellt
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lccac™ 2 ACGQG

Abbildung 1: Der Uberlappungsgraph von der gegebenen Instanz

wird. Dann werden immer noch 12 Buchstaben benétigt. Da zuséatzliche Worter in dieser
Aufgabe das Losungswort nicht verkiirzen kénnen, sind im Ursprungsproblem mindestens
12 Buchstaben notig.
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24 Zahlenriatsel

Autor: Giinter M. Ziegler

24.1 Aufgabe

Was Zahlen so alles zéhlen konnen, sieht man an der folgenden Sammlung: Lauter Zitate
aus bekannten und unbekannteren Biichern, Gedichten, Texten, Liedern:

Tunnel

Um den Berg herum schléngelten sich verschiedene Wege mit kleinen Briicken und Durch-
fahrten. Auflerdem gab es auch noch ein kurvenreiches Eisenbahngleis. Es lief durch z
Tunnel, die kreuz und quer durch den Berg und seine beiden Gipfel fuhren.

Jahre

Am darauffolgenden Freitag ging er wieder zu den Barkassen. Und wie alle Freitage kehrte
er ohne den erwarteten Brief nach Hause zuriick. «<Wir haben genug gewartet>, sagte an
jenem Abend seine Frau zu ihm. «<Man mufl deine Viechsgeduld haben, um x5 Jahre lang
auf einen Brief zu warten.>

Sinne

O du, Geliebte meiner x3 Sinne, ich liebe dir! — Du deiner dich dir, ich dir, du mir. — Wir?
Das gehort [beildufig] nicht hierher.
Wer bist Du, ungezéhltes Frauenzimmer?

Saucen

Sie erklérte, dass sie x4 verschiedene Fischsaucen zu bereiten verstehe, — sie habe den Mut,
dafiir einzustehen, obgleich ihr eigener Mann sie gewarnt habe, davon zu sprechen. «Sprich
nicht davon!s> habe er gesagt. <Niemand wird es dir glauben, und wenn man es glaubt,
so wird man es ldcherlich finden!> Und doch wolle sie es heute einmal sagen und offen
bekennen, dass es x, Fischsaucen seien, die sie machen koénne.

Mianner

Ich hab schon x5 Méanner

Ins kiihle Grab gebracht,

Erst hab ich mir mit Henna

Die Haare rot gemacht.

Dann wollt’ ich auch mal blonde
Dann warn sie wieder griin;

Ich bin die hysterischste

Ziege von ganz Berlin.
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Kopfe

Zu H*** K*** dem Denkenden, kam ein falscher Schiiler und erzahlte ihm: <In Amerika
gibt es ein Kalb mit x4 Kopfen. Was sagst Du dariiber?s H*** K*** gagte: <Ich sage
nichts.> Da freute sich der falsche Schiiler und sagte: <Je weiser du wérest, desto mehr
konntest du dariiber sagen.>

Der Dumme erwartet viel. Der Denkende sagt wenig.

Tochter

Es war einmal ein Konig, der hatte x; Tochter, eine immer schoner als die andere. Sie
schliefen zusammen in einem Saal, wo ihre Betten nebeneinander standen, und abends,
wenn sie darinlagen, schloss der Konig die Tiire zu und verriegelte sie. Wenn er aber am
Morgen die Tiire aufschloss, so sah er, dass ihre Schuhe zertanzt waren, und niemand
konnte herausbringen, wie das zugegangen war.

Jahre

Der Konig ist xg Jahre alt.

xg Jahre und schon der Staat.

Er schaut, wie aus einem Hinterhalt,
vorbei an den Greisen vom Rat

Meter

Ein Mathematiker hat behauptet,
dass es allméhlich an der Zeit sei,
eine stabile Kiste zu bauen,

die xg Meter lang, hoch und breit sei.

Brote

Und J*** sprach zu ihnen: Wie viele Brote habt ihr? Sie antworteten: x;y und ein paar
Fische.

Gefragt ist die Summe

1+ T2+ T3+ Tg+ -+ Tio

Antwortmdoglichkeiten:

1. 42
2. 68
3. 792
4. 809
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D.
6.
7.
8.
9.

10.

1117
1118
1122
1132
1978

2005
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Giinter M. Ziegler, 1963 in Miinchen geboren, ist Professor fiir Mathematik an der TU
Berlin. Seine Arbeitsgruppe beschiftigt sich mit ,,Diskreter Geometrie“, besonders mit
der Geometrie von Flichen, Kachelungen und Polyedern. Gemeinsam mit Martin Aigner
von der FU Berlin hat er Das BUCH der Beweise geschrieben. Im MATHEON ist er fiir die
Bereiche , Diskrete Mathematik und Optimierung® und ,, Visualisierung“ mitverantwortlich.
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24.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 7

Tunnel

Lésung: €1 = 5
Fundstelle: Michael Ende: Jim Knopf und Lukas der Lokomotivfiithrer, 1960

Jahre

Lésung: x5 = 15
Fundstelle: Gabriel Garcia Méarquez: ,,Der Oberst hat niemand, der ihm schreibt.“(1961,
dt. 1976 von Curt Meyer-Clason, Kiepenheuer & Witsch/dtv.)

Sinne

Lésung: xg = 27
Fundstelle: Kurt Schwitters: ,An Anna Blume (Merzgedicht 1)“

Saucen

Lésung: x4 = 28
Fundstelle: Thomas Mann: Der Zauberberg, S.120

Manner

Lésung: ©5 =7
Fundstelle: Friedrich Hollaender: Die hysterische Ziege, zitiert nach Blandine Ebinger:
,Blandine. .. “  Arche 1985, S. 122.

Kopfe

Lésung: xg = 5
Fundstelle: Bertold Brecht: Geschichten vom Herrn Keuner, Gesammelte Werke, Suhrkamp
1967, Band 12

Tochter
Lésung: x7 = 12

Fundstelle: Grimms Méarchen, Die Zertanzten Schuhe

Jahre

Lésung: xg = 16
Fundstelle: Rainer Maria Rilke: Der Konig. Aus: Neue Gedichte, 1907.

Meter
Lésung: €9 = 1000
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Fundstelle: Erich Késtner: Ein Kubikkilometer geniigt. Aus: Dr. Erich Késtners Lyrische
Hausapotheke 1936

Brote

Lésung: €10 =7
Fundstelle: Die Speisung der Viertausend: Matthéus 15,34.

Antwort:

5+154+274284+7+54+12+16 + 1000+ 7 = 1122.



