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Vorwort

Das war ja mal ein bewegtes Mathekalenderjahr. Nicht nur, dass ein neues
Adventskalenderteam angetreten ist, auch die Website prisentierte sich in
einem neuen Look. Und dann haben wir versucht, viel Larm vorher zu ma-
chen, so dass letztendlich iiber 16.000 Nutzer angemeldet waren. Und obwohl
der Kalender eine extrem anstrengende Zeit fiir uns ist, motiviert Euer reger
Zuspruch uns natiirlich, weiterzumachen. Aber genug mit der Vorrede. Hier
sind die Aufgaben und Losungen des ,, Digitalen Mathekalenders 2009



1 Bausteine

Autor: Falk Ebert




1.1 Aufgabe

Wichtel Marek ist zum Herstellen von Geschenken noch zu klein. Als Bau-
steinvortester leistet er aber ganze Arbeit. Aus einer Kiste mit wiirfelféormigen
roten, gelben und griinen Bausteinen hat er folgendes Gebilde gebaut.

Dem vorbeikommenden Weihnachtsmann fallt auf, dass keine zwei gleichfar-
bigen Bausteine aneinandergrenzen. Er iiberlegt sich, wieviele solcher Bauten
(rot, gelb und griin, keine gleichfarbigen Steine grenzen aneinander) es wohl
gibt.

Antwortmoglichkeiten:

1. gar keine, der Weihnachtsmann hat nicht richtig hingeschaut
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7. 24

8. 5! =120

9. 3> =243
10. 31 = 14348907

Anmerkung:

Nachdem die Anfrage sehr haufig kam: Der Weihnachtsmann schaut von einer
Seite auf das Geb#dude und sieht gedrehte Gebdude auch als 2 verschiedene
Gebéude an. Ein ,,Gebaude“ist iibrigens der dargestellte Turm mit einer Tie-
fe von 1 Stein, bestehend aus genau 15 Steinen. Und unter ,beriihren“ist zu
verstehen, dass die betreffenden Steine an mindestens einem Punkt Kontakt
haben.

Projektbezug:

In der Ganzzahligen Programmierung treten haufig Fragestellungen auf, die
viele Losungen haben, welche sich aber in Bezug auf die Optimalitit nicht
unterscheiden. Zum Beispiel ist die Linien-Nummer eines Busses fiir die Qua-
litédt des Linienplans unerheblich. Allerdings macht eine hohe Anzahl von
Moglichkeiten das Finden einer Losung schwieriger. Im MATHEON Projekt
B12 ,,Symmetrien in der Ganzzahligen Programmierung® werden solche Pro-
blemstellungen untersucht.



1.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 4: 6 Moglichkeiten

Wir bauen das Gebdude mal von oben nach unten und geben den ersten drei
Bausteinen die Nummern 1, 2 und 3. Offensichtlich miissen die Farben von 1,
2 und 3 verschieden sein. Wegen der Forderung nach ungleichen Farben bei
aneinandergrenzenden Steinen folgt, dass in der Mitte in der dritten Reihe
die gleiche Farbe wie an 1 sein muss. Damit ergibt sich aber fiir die gesamte
dritte Reihe sofort, welche Farben die Steine haben miissen.

2] 3 2135

Auf analoge Art und Weise kann man ab der dritten Reihe jede Reihe ein-
deutig anhand der Farben der dariiberliegenden Reihe belegen.




Mit Festlegung der Farben fiir die ersten 2 Reihen ist also die Féarbung der ge-
samten Konstruktion festgelegt. Und man kann sich leicht {iberzeugen, dass
es genau 3! = 6 Moglichkeiten gibt, drei Farben ohne Wiederholungen auf
die drei Platze der oberen 2 Reihen zu verteilen.

Bemerkung: Das Gebédude hétte also auch 42 oder 216 oder noch mehr
Etagen haben konnen und die Antwort wére die gleiche gewesen, da nur die
obersten beiden Reihen von Bedeutung sind.



2 Linienplanung

Autor: Marika Neumann

Projekt: B15




Abbildung 1: Links: Ein Beispiel mit 7 Standorten und 9 Straflen. Rechts:
Eine Losung mit zwei Linien, blau und rot.

2.1 Aufgabe

Néchstes Jahr wird alles anders! Das hat der vorweihnachtliche Verwaltungs-
rat bereits beschlossen. Um die stéandig wachsende Anzahl an Weihnachtswiin-
schen erfiillen zu kénnen, soll es néchstes Jahr mehrere Standorte geben, in
denen Geschenke verpackt werden. Die genaue Zahl an Standorten ist noch
nicht fest, aber es soll wenigstens vier geben. Die Standorte sollen durch
ein Straflennetz verbunden werden. Auch wie das aussehen wird, ist noch
nicht ganz klar. Da kommt es auf die geografischen Gegebenheiten an. Auf
eines kann man sich aber verlassen, alle Standorte sind iiber das Straflennetz
miteinander verbunden, und es gibt keine 2 Straflen, die exakt die gleichen
Knotenpunkte miteinander verbinden. Ein Beispiel, wie es aussehen konnte,
ist in Abbildung 1, links, dargestellt.

Damit die Verteilung der Geschenke zwischen den Standorten gut funktio-
niert, sollen auf dem Straflennetz Transportlinien eingerichtet werden. Diese
Linien sollen so gewé#hlt werden, dass jeder Standort von jedem anderen
durch die Nutzung der Linien erreicht werden kann. Umsteigen geht an je-
dem Standort, der von den betreffenden Linien bedient wird. Linien kénnen
iiberall definiert werden, und verschiedene Linien kénnen sich eine Strafie
teilen. Es gibt dabei folgende Bedingungen an die Linien:

1. Eine Linie soll stets genau vier Standorte miteinander verbinden und
darf nur auf den gegebenen Straflen fahren.

2. Linien fahren in beide Richtungen und in jeder Richtung an jedem der
vier Standorte nur einmal vorbei.

Das rechte Bild in Abbildung 1 zeigt eine Losung fiir das Beispiel auf der
linken Seite.
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Zur Vereinfachung wird angenommen, dass die Kapazitidten der Linien und
die Lénge der Straflen keine Rolle spielen.

Der Weihnachtsmann hat sich bezogen auf ein gegebenes Straflennetz und
gegebene Standorte bereits iiberlegt, wie man diese Linien definieren kann.
Hier ist seine Idee:

1.

Zu Beginn wihle eine beliebige Linie, die vier Standorte miteinander
verbindet. Die Standorte, die von dieser Linie angefahren werden, wer-
den notiert.

. Wenn es noch Standorte gibt, die nicht notiert sind, dann fiige eine

Linie dazu, die mindestens einen notierten Standort und mindestens
einen nicht notierten Standort enthélt. Notiere alle neu angefahrenen
Standorte. Wiederhole diesen Schritt so lange, wie es noch nicht notierte
Standorte gibt.

Der Weihnachtsmann stellt das Problem und seinen Losungsvorschlag fiinf
seiner wichtigsten Helfer vor. Hier sind ihre Aussagen:

Anton: Es gibt Konstellationen von Standorten und Straflennetzen fiir
die es keine Losung gibt.

Beate: Falls es eine Losung gibt, dann liefert der Losungsvorschlag vom
Weihnachtsmann eine Losung.

Claudia: Gibt es zwischen je zwei Standorten bezogen auf das Straflen-
netz (ohne Linien) zwei verschiedene Wege, dann bekommen wir mit
der Idee vom Weihnachtsmann eine Losung mit minimaler Anzahl an
Linien.

Doreen: Ist das Problem losbar und gilt fiir die Anzahl der Standorte
n, dass n — 1 durch drei teilbar ist, dann gibt es eine Losung, so dass
keine zwei Linien, die gleiche Strafle benutzen.

Emil: Wenn es eine Losung gibt, dann werden mindestens [%51] vie-

le Linien benétigt (n ist die Anzahl der Standorte, [x] bedeutet die
kleinste ganze Zahl, die grofier oder gleich z ist).

Der Weihnachtsmann denkt kurz nach und ist der Meinung, dass nur drei
Aussagen stimmen. Welche sind es?

Antwortmoglichkeiten:
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1. Anton, Beate, Claudia
2. Anton, Beate, Doreen
3. Anton, Beate, Emil

4. Anton, Claudia, Doreen
5. Anton, Claudia, Emil
6. Anton, Doreen Emil

7. Beate, Claudia, Doreen
8. Beate, Claudia, Emil

9. Beate, Doreen, Emil

10. Claudia, Doreen, Emil

Projektbezug:

Das ,,Uberdecken® eines StraBennetzes mit Linien, die genau 4 Stationen
anfahren, ist ein Spezialfall in der Linienplanung. Die Linienplanung wird
im MATHEON Projekt ,, Angebotsplanung im offentlichen Nahverkehr® un-
tersucht.
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a Cc e g

Abbildung 2:

2.2 Losung

Richtige Losung: Antwort 3: Anton, Beate, Emil

e Die Aussage von Anton ist korrekt. Das Beispiel in der linken Abbil-
dung 2 hat vier Standorte und alle sind iiber Straflen miteinander ver-
bunden. Aber man kann keine Linien finden, die genau vier Standorte
anfahren und jeden in jeder Richtung nur einmal.

e Die Aussage von Beate ist richtig. Wenn es eine Losung gibt, dann kann
man eine Linie, die alle Bedingungen erfiillt finden. Gibt es noch nicht
angefahrene Standorte, so muss einer dieser Standorte direkt durch eine
Strafle von einen der vier (von der ersten Linie angefahrenen) Standorte
erreichbar sein. In jedem Fall kann man eine Linie finden, die drei von
den bereits angefahrenen Standorten enthélt und den neuen Standort.

Die Behauptung folgt dann per Induktion.

e Die Aussage von Claudia stimmt nicht. Betrachte dazu die mittlere
Abbildung 2. Es gibt zwischen je zwei Standorten zwei verschiedene
Wege. Eine Minimallosung enthélt zwei Linien, z.B. ¢; = {a,c, e, g}
und ¢y = {b,d, f,g}. Wenn der Algorithmus aber mit Linie {f,d, c,e}
beginnt, werden noch mindestens zwei Linien benétigt, um die restli-
chen Standorte zu bedienen.

e Die Aussage von Doreen stimmt nicht. Betrachte dazu die rechte Ab-
bildung 2. Es sind mindestens drei Linien nétig, um alle Standorte
miteinander zu verbinden. Da es aber nur sechs Strafien gibt, miissen
sich die Linien Straflen teilen.
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e Die Aussage von Emil stimmt. Eine Linie, die genau vier Standorte
enthélt, fahrt {iber genau drei Straflen. Um n Standorte miteinander
zu verbinden, muss man iiber n — 1 Straflen fahren, d.h. ”T’l ist eine
untere Schranke an die Anzahl benétigter Linien. Da wir Linien ganz

oder gar nicht nehmen, kann dieser Zahl aufgerundet werden.

Damit haben Anton, Beate und Emil recht.
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3 Wiirfelspiele

Autor: Irina Penner
Projekt: E9
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3.1 Aufgabe

Auf einem Schulweihnachtsmarkt werden (zu einem guten Zweck) Gliicksspiele
angeboten. Es wird mit mehreren Wiirfeln gewiirfelt, und man kann anneh-
men, dass alle Wiirfel fair sind, also jede Seite mit Wahrscheinlichkeit 1/6
gewiirfelt wird. Ein Spieler kann einen Geldbetrag auf ein bestimmtes Ereig-
nis setzen. Man verliert den Einsatz bei verlorener Wette und bekommt bei
gewonnener Wette den doppelten Einsatz zuriick. Das Spiel ist dann vorteil-
haft fiir den Spieler, wenn seine Gewinnwahrscheinlichkeit p groer als 1/2
ist. Der erwartete Gewinn E[G] beim Einsatz von einem Euro ist

EGl=1xp—1x(1-p)=2xp—1>0.

Wenn man also lange genug spielt, wiirde man im Schnitt mehr gewinnen als
verlieren.

Es werden nun folgende Spiele auf dem Markt angeboten:

1. Ein Wiirfel wird 4-mal geworfen. Es wird darauf gewettet, dass min-
destens eine Sechs dabei vorkommt.

2. Vier Wiirfel werden 1-mal geworfen. Es wird darauf gewettet, dass min-
destens eine Sechs dabei vorkommt.

3. Zwei Wiirfel werden 24-mal geworfen. Es wird darauf gewettet, dass
mindestens eine Doppelsechs dabei vorkommt.

4. Vierundzwanzig Wiirfel werden 2-mal geworfen. Es wird darauf ge-
wettet, dass mindestens eine Doppelsechs dabei vorkommt. (Drei oder
mehr Sechsen in einem Wurf zéhlen auch als eine Doppelsechs.)

Wenn man nur bei den Spielen mitspielen will, bei denen die Gewinnwahr-
scheinlichkeit grofer als 1/2 ist, welche der vier beschriebenen Spiele kommen
dann iiberhaupt in Frage?

Antwortmoglichkeiten:

1. Ich wiirde nur das Spiel 1 spielen, denn es hat als einziges eine Gewinn-
wahrscheinlichkeit grofer als 1/2.
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10.

. Ich wiirde nur das Spiel 2 spielen, denn es hat als einziges eine Gewinn-

wahrscheinlichkeit grofler als 1/2.

Ich wiirde nur die Spiele 1 und 2 spielen, denn die beiden sind Vari-
anten ein und desselben Spiels und haben beide die gleiche Gewinn-
wahrscheinlichkeit, die grofiler als 1/2 ist. Spiele 3 und 4 sind dagegen
unvorteilhaft fiir den Spieler.

Ich wiirde nur die Spiele 3 und 4 spielen, denn sie haben beide eine Ge-
winnwahrscheinlichkeit grofer als 1/2, wihrend die Gewinnwahrschein-
lichkeit bei Spielen 1 und 2 kleiner als 1/2 ist.

. Ich wiirde nur die Spiele 1 und 4 spielen, denn sie haben beide eine Ge-

winnwahrscheinlichkeit grofer als 1/2, wihrend die Gewinnwahrschein-
lichkeit bei Spielen 2 und 3 kleiner als 1/2 ist.

Ich wiirde nur das Spiel 4 spielen, denn es hat als einziges eine Gewinn-
wahrscheinlichkeit grofier als 1/2.

Ich wiirde nur die Spiele 2, 3 und 4 spielen, denn nur das Spiel 1 hat
eine Gewinnwahrscheinlichkeit kleiner als 1/2.

Ich wiirde nur die Spiele 1, 2 und 4 spielen, denn nur das Spiel 3 hat
eine Gewinnwahrscheinlichkeit kleiner als 1/2.

Alle vier Spiele haben eine Gewinnchance groler als 1/2. Also wiirde
ich bei allen mitspielen.

Alle vier Spiele haben eine Gewinnchance kleiner als 1/2. Also wiirde
ich bei keinem mitspielen.

Projektbezug:

Die mathematische Grundlage fiir die Analyse der Finanzmirkte ist die
Wahrscheinlichkeitsrechnung. Historisch gesehen ist diese aus der Untersu-
chung von Gliicksspielen entstanden. In gewisser Weise nehmen wir auch
an, dass das Handeln auf den Finanzmérkten ein Gliicksspiel ist. Vor allem
beschéftigen wir uns mit der Bewertung und Absicherung von Finanzrisi-
ken, die mit Derivaten verbunden sind. Ein Derivat kann als eine Wette auf
einen bestimmten Spielausgang, also auf eine bestimmte Preisentwicklung
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in dem Finanzmarkt aufgefasst werden. Um beurteilen zu kénnen, wie ris-
kant die Wette ist, kommt es unter anderem darauf an, die Gewinnchancen
und Verlustrisiken moglichst genau zu kalkulieren oder wenigstens realistisch
abzuschétzen.
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3.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 8: Spiele 1, 2 und 4

e Spiele 1 und 2 sind nur zwei Varianten ein und desselben Spiels und
haben die gleiche Gewinnwahrscheinlichkeit:

p = Plmind. eine Sechs] = 1 — Plkeine Sechs]
1 1
=1-(1--)"~0,5177 > =
( 6) Y > 27

also sind diese Spiele vorteilhaft fiir den Spieler.
(In der oberen Formel und weiter benutzen wir die Notation

P|Ereignis| = Wahrscheinlichkeit des Ereignises.)

e Das Spiel 3 hat nicht die gleiche Gewinnwahrscheinlichkeit wie die Spie-
le 1 und 2, wie man zunéchst vermuten kénnte. Die Wahrscheinlichkeit
fiir eine Doppelsechs bei einem Wurf mit 2 Wiirfel ist ja ein Sechstel der
Wahrscheinlichkeit, eine Sechs mit nur einem Wiirfel zu wiirfeln. Man
kénnte also vermuten, dass sechsmal mehr Versuche beim Spiel 3 die-
selbe Wahrscheinlichkeit wie vier Versuche beim Spiel 1 haben. Dies ist
das sogenannte ,,Paradoxon des Chevalier de Méré“. Chevalier de Méré
war ein franzosischer Adeliger im 17. Jahrhundert und ein Liebhaber
des Wiirfelspiels. Er hat den Fehler begangen, die Gewinnchancen beim
Spiel 1 und 3 fiir gleich zu halten, wurde aber durch haufiges Spielen
und Verlieren beim Spiel 3 eines Besseren belehrt. (Siehe z.B. Wikipedia
http://de.wikipedia.org/wiki/De-M/,C3%A9r}C3%A9-Paradoxon.)
Tatséchlich ist die Gewinnwahrscheinlichkeit beim Spiel 3

p = P[mindestens eine Doppelsechs] = 1 — Plkeine Doppelsechs]

1 1
=1—(1—-—)*=0,4914 < =
( 36) ’ 2’

also ist dieses Spiel nicht vorteilhaft fiir den Spieler.

e Beim Spiel 4 sind die Gewinnchancen wieder anders als beim Spiel
3. Um die Gewinnwahrscheinlichkeit zu berechnen, kann man zunéchst
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die Wahrscheinlichkeit fiir keine Doppelsechs, also mindestens 23 Nicht-
sechser bei einem Wurf ausrechnen:

Plkeine Doppelsechs] = P[genau 23 Nichtsechser| + P[24 Nichtsechser]

5 23 1 5 24

Also ist schon beim einmaligen Wiirfeln die Wahrscheinlichkeit fiir min-
destens eine Doppelsechs 1 — 0,073 > 1/2, und das Spiel 4 ist sicher
vorteilhaft fiir den Spieler. Die genaue Wahrscheinlichkeit fiir mindes-
tens eine Doppelsechs beim zweifachen Wiirfeln ist

1 5)7 1 24 + 5)" 2 0,9947 > !
(=] x=x - ~ =.
6 6 6 ’ 2
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4 Nordische Minimierung

Autor: Uli Sack
Projekt: C17
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4.1 Aufgabe

Im Lichte gestiegener Energie- und Lebensmittelkosten will der Weihnachts-
mann seinen Betrieb effizienter gestalten. Sein Vorschlag nach Afrika um-
zuziehen, um Heizkosten zu sparen, trifft auf den Widerstand der Rentier-
Gewerkschaft Transren, welche den Ersatz der Arbeitnehmer durch billigere
afrikanische Springbocke befiirchtet. Sie liefern einen Gegenvorschlag: Man
miisse den Energieeinsatz bei den Schlittenausfahrten minimieren, da hier
eh das groflere Sparpotential existiere. Sie setzen den Energieverbrauch wie
folgt an:

Sei x die kumulierte Muskelmasse der eingesetzten Rentiere und y die mittlere
Reisegeschwindigkeit. Dann ist der fiir eine Standardfahrt benotigte Energie-
einsatz gegeben durch:

E(z, y) =E(X) :=

mit )_c’::{m], A::{a1 b], é’::{cl]
y b ap o

Dabei bezeichnet AX das gewohnliche Matrix-Vektor-Produkt und (-, -) das
(euklidische) Skalarprodukt (s. unten).

Weil der Weihnachtsmann etwas versténdnislos aussieht, liefert sein Formel-
manipulationswichtel ihm spontan eine dquivalente aber - wie der Wichtel
findet - weniger elegante Darstellung:

y - (br + agy) — a1z — cpy

N — DN

Bei der Berechnung der Minimalstelle X 50 = { L"?” } von & geht der Trans-

ren-Vorsitzende JACOBI wie folgt vor:
Er rat zunichst eine Stelle X := [ zo , von der er annimmt, dass sie nicht
0

zufillig die Losung ist. Dann sucht er die Minimalstellen z; und y; der eindi-
mensionalen Funktionen &, (x) := £(z,yo) baw. &, (y) := E(xo,y). Er stellt
T

jedoch fest, dass Xy := y nicht die Minimalstelle ist. Daher wiederholt
1
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er seine Rechnung, diesmal mit X; als Startpunkt und anschliefend nochein-
mal mit Xs und nocheinmal und ... in der Hoffnung, dass das Ergebnis immer
,,besser® wird.

Der Weihnachtsmann ist jedoch skeptisch und hakt nach, wie sich JACOBI
denn sicher sein kénne, dass sein Verfahren iiberhaupt ein sinnvolles Ergeb-
nis liefert. Die Rentiere sehen sich betroffen an und malen sich aus, wie der
Weihnachtsmann in Badeshorts auf einem von Springbdcken gezogenen Ein-
baum die Geschenke ausfihrt. Kénnt Thr den Rentieren helfen, diese Frage
zu beantworten, damit sie ihre Jobs behalten? Geht bei der Bearbeitung der
Aufgabe davon aus, dass £ ein eindeutiges Minimum besitzt.

Antwortmoglichkeiten:

1. Unabhéngig vom Startwert Xq liefert das Verfahren nach hochstens
| (a1 + a2)/2b] Schritten die exakte Losung, wenn 2b < ay + as ist.

2. Das Verfahren liefert niemals die exakte Losung, aber die Ergebnisse
werden immer besser, wenn die Norm des Residuums (s. unten) zum
Startwert kleiner ist als 1 (||ro|| < 1).

3. Das Verfahren ist Quatsch, da die Minima der Funktionen beziiglich
jeweils nur einer Variablen nix mit dem Minimum der Gesamtfunktion
zu tun haben.

4. Unabhéngig vom Startwert Xq liefert das Verfahren nach hochstens
|(c1 + ¢2)/2b] Schritten die exakte Losung, wenn 2b < ¢ + ¢o ist.
Sonst werden die Ergebnisse aber in jedem Schritt besser, wenngleich
die exakte Losung nie erreicht wird.

5. Da wir eine Funktion von zwei Variablen betrachten, reicht es, das Ver-
fahren zweimal anzuwenden, um eine befriedigende Losung zu erhalten
unabhéingig vom Startwert oder den Werten von ay, as, b, ¢, cs.

6. Das Verfahren liefert niemals die exakte Losung, aber fiir vorgege-
benes e gilt spétestens nach n = [1/e] Schritten [|Fy| < e, wenn
b < min(|ai], |az]).

7. Das Verfahren liefert die exakte Losung in hochstens | (|aq|+]|az|)/||Foll]
Schritten, wenn ||o|| < 1.

23



8. Das Verfahren liefert niemals die exakte Losung, aber die Ergebnisse
werden immer besser genau dann, wenn ||To|| < ||€]|.

9. Unabhéngig vom Startwert Xo werden die Ergebnisse immer besser,
wenn |b| < min(|aq|, |az|). Die exakte Losung wird dann und nur dann
geliefert, wenn b = 0, dann aber im ersten Schritt.

10. Unabhéngig vom Startwert Xo werden die Ergebnisse immer besser,
wenn ||€ — Xo|| < 2-|b] + |ai| + |ag|. Die exakte Losung wird dann und
nur dann erreicht, wenn ¢; = ¢5 = 0.

HINWEIS:

Zunéachst sollte man sich ein Fehlermaf iiberlegen; also was genau , besser*
eigentlich heiflen soll. Haufig wird das sogenannte Residuum ri, = AXy — €
bzw. dessen Norm |7y || verwendet.

Matrix-Vektor-Produkt:

Bi — buy bz | | w : biiug + biaug
ba1  bao us | barur + bagusg

Euklidisches Skalarprodukt:
(U, V) := ugv1 + ugvy

(Euklidische) Norm:

1
[]] := (U, @)2 = y/uf + u3

[x] ist x auf die néichste ganze Zahl aufgerundet
|z] ist x auf die néchste ganze Zahl abgerundet

Runden:

Wenn x eine ganze Zahl ist, dann ist [z]| = |z| = .

Projektbezug:

Minimierungsprobleme wie dieses tauchen héufig bei der Simulation physi-
kalischer Prozesse auf, da physikalische Systeme den Zustand der minima-
len (potentiellen) Energie anstreben. Im MATHEON Projekt C17 simulieren
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wir die Entmischung von Lotlegierungen. Dazu wird das Rechengebiet mit
einem feinen Dreiecksgitter {iberzogen. Jeder Knotenpunkt liefert uns eine
Dimension des Ansatzraumes. Das heif3t, dass die zu 16senden Minimierungs-
probleme nicht wie hier im R? “leben”, sondern sehr hochdimensional sind
(bis zu mehreren Millionen!!!). Derart grofie Systeme kénnen nicht mehr in
akzeptabler Zeit direkt gelost werden; aber auch iterative Verfahren wie das
JAcoBI-Verfahren oder das eng verwandte (GAUSS-SEIDEL-Verfahren sind
hierfiir viel zu langsam. Im Rahmen der derzeit schnellsten Loser fiir Proble-
me dieser Art, die (sehr raffinierten) Multilevel- oder Mehrgitter-Verfahren,
werden sie aber als sogenannte Glétter verwendet.
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4.2 Losung

Richtige Losung: Antwort 9: Unabhéngig vom Startwert Xo werden die
Ergebnisse immer besser, wenn |b| < min(|ay|, |az|). Die exakte Losung wird
dann und nur dann geliefert, wenn b = 0, dann aber im ersten Schritt.

Zur Vereinfachung der Darstellung werden in der Losung die Vektorpfeile
weggelassen.

Ohne Differentialrechnung

Zunichst einmal bendtigen wir eine Darstellung der Zwischenergebnisse x;.
Dazu miissen wir das Verfahren anwenden. Es ist

E(X):1

5 (Ax,x) — (c,x)
1
57

1
(@ + by) + QY (bx + agy) — c1x — cy
Also sind

1 1
Exn(y) = g% (arz; + by) + 3V (bx; 4+ agy) — 1 — 2y

1 1
= §a2y2 + (bIz — Cg) Yy + 5@11’? — C1T;

1 1
und Ey(x) = §a1x2 + (by; — 1) x + éagyf — ol
quadratische Funktionen einer Variablen entlang der Geraden parallel zu den
Koordinatenachsen durch x; bzw. y;. Da das volle Minimierungsproblem nach
Voraussetzung eine eindeutige Losung hat, miissen a; > 0 und as > 0 gelten.
Das sieht man wie folgt ein.

Angenommen es wire a; < 0, dann beschriebe &, eine nach unten gedffnete
Parabel. Mit &,, wire also auch £ nach unten unbeschrénkt und besédfie im
Widerspruch zur Voraussetzung kein Minimum. Fiir as < 0 geht die Argu-
mentation analog. Sei nun a; = 0, so beschreibt &,, eine Gerade, die fiir
by; — ¢; # 0 wiederum nach unten unbeschréinkt ist mit denselben Folgen
fir €. Ist by, — ¢ = 0, so ist &, konstant. Somit ist £ entlang der Geraden
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parallel zur z-Achse konstant. Ein moglicherweise existierendes Minimum,
wiére in diesem Fall nicht eindeutig. Wiederum lduft die Argumentation fiir
as; = 0 analog.

Die Funktionen &,, und &,, beschreiben also beide nach oben gedffnete qua-
dratische Parabeln und nehmen daher ihr Minimum in ihrem jeweiligen Schei-
telpunkt an. Durch quadratische Ergénzung erhélt man die Scheitelpunkts-
formen:

1 —bz;\* bz —c\? 1
SI’<y):§a2 (y—CQ IL‘) _<~T CQ) +—CL15L’?—611}1‘

as as 2
1 cp—b i 2 b ; — C 2 1

Daraus kann man nun die jeweiligen Minimalstellen ablesen und bekommt
als Iterationsformel

Tiy1 } _ { - (cr = byi) }

Xi+1 = [
Yit+1

Damit konnen wir nun das Residuum bestimmen:

r, = AXZ —C

o [ ayw; + by — o

- i bxl + asy; — C2
[ (er = byis1) + by — &
i bl’l + (CQ — bﬂfi_l) — Cy

- | sz

Ersetzen aller Terme mittels der Iterationsvorschrift liefert weiterhin

1 1
_ ;(02 —bri_y) — a(CQ — bx;_9)
ne { %(01 — byi—1) — (1 — byi—a)
o
= b . |i aﬁ

ai

Ti—2 — 5131‘71) ]



Es ist also

s ]|* = [0 - ((%)2 (Ti0 — 2i1)" + (%)2 (Yi-2 — yi_1)2>

1 2
< ‘b|2 <—’) : (b2(xi,2 — xi,l)z + bQ(yi,Q — yi71)2)

min; |a;

b 2
= (L) . ||ri—1||2
min; |a,]|

Es folgt also, dass die Iterierten immer “besser” im Sinne der Residuumsnorm
werden, wenn

0]

_ <1 bzw. [b] < min|a
min; |a;]| i

Ob das Verfahren konvergiert hingt also lediglich von den Koeffizienten in
A ab.

Mit Differentialrechnung

Es sind
&, (y) = agy + (bx; — c2)
5;(9) = asz
&, (x) = a1z + (by; — ¢1)
&, (r) =

Nach dem hinreichenden und notwendigen Kriterium fiir Minimalstellen einer
zweimal stetig differenzierbaren Funktion, sind die Nullstellen é(cz — bx;)
bzw. %(Cl — by;) von &, (y) bzw. & (x) Minimalstellen, wenn a; > 0 und
a; > 0. Die Argumente, dass dies so sein muss, kénnen von oben iibernommen
werden. Damit hat man wiederum die Iterationsvorschrift und kann alles
Weitere von oben iibernehmen.

Nun wenden wir uns der zweiten Frage zu. Angenommen, im k—ten Schritt
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ist die exakte Losung erreicht. Dann gilt fiir das Residuum

O0=r,=Ax;, —c

_ 5. { (4 = yi1) }

(517i - ﬂfi—1)

Sb=0V(r; =21 ANYi = Yi_1)

Wir bekommen folglich genau dann das exakte Ergebnis, wenn die Matrix
A diagonal ist oder wir bereits im Schritt davor die exakte Losung hatten.
Im letzteren Falle 148t sich die Argumentation wiederholt anwenden, so dass
bereits der Startwert xq die exakte Losung gewesen sein muss. Dies ist aber
ein Widerspruch zur Annahme, dass dies nicht so war (vgl. Aufgabe). Fir
den Fall einer diagonalen Matrix ist es jedoch auch anschaulich klar, dass
das JACOBI-Verfahren die exakte Losung im ersten Schritt liefert. Durch die
Diagonalstruktur sind z und y in £ komplett unabhéngig und koppeln nicht.
Daher minimiert man tatséchlich die ganze Funktion £, wenn man in z- und
y-Richtung unabhéngig minimiert.

Bemerkung 1

In dem hier behandelten symmetrischen zweidimensionalen Fall lésst sich
noch eine schwichere Bedingung beweisen, die die hier gefundene einschlief3t.
Und zwar muss a;22 + 2bxy + asy? > 0 sein fiir alle 2,y € R. Auch dies ist
eine Eigenschaft der (symmetrischen) Matrix A und heit positive Definit-
heit und wird allgemein (auch fiir nichtsymmetrische Matrizen) so definiert:
(Ax,x) > 0,Vx € R". In hoheren Dimensionen reicht bei symmetrischer Ma-
trix die positive Definitheit nicht mehr aus fiir die Konvergenz des JACOBI-
Verfahrens, wohl aber fiir das am Rande erwédhnte GAUSS-SEIDEL-Verfahren.
In hoheren Dimensionen muss fiir Konvergenz des JACOBI-Verfahrens das
sog. starke Zeilensummenkriterium erfiillt sein. Es lautet:

Vi : Z ’CLZ']" < ’a”‘

J#i

und reduziert sich fiir den hier betrachteten symmetrischen, zweidimensio-
nalen Fall auf die oben bewiesene Bedingung.

Bemerkung 2
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Den meisten Lesern und Losern dieser Aufgabe wird die Residuumsnorm als
Fehlermaf ziemlich vom Himmel gefallen vorkommen. Hier daher der Ver-
such einer verstdndlichen Erklarung, warum dies ein (zumindest fiir einen
Konvergenzbeweis) sinnvolles Kriterium ist. Das Kriterium fiir lokale Mini-
ma differenzierbarer Funktionen F : R? — R ist #hnlich dem fiir eindimen-
sionale Funktionen. Notwendig ist, dass die Ableitung an der Extremstelle
Null ist. Nur wissen wir noch nicht, was die Ableitung einer solchen Funk-
tion iiberhaupt ist. Halten wir wie oben eine der beiden Variablen (z.B. y)
fest, erhalten wir wieder eine Funktion einer Variable: Fy(x) : R — R. Lei-
ten wir diese nun ab erhalten wir die sogenannte partielle Ableitung von F
nach z, die mit 0,F bezeichnet wird. Genauso verfahren wir um die parti-
elle Ableitung nach y d,F zu erhalten. Unter bestimmten formalen Voraus-
setzungen (die hier erfiillt sind) ist die Ableitung von F dann definiert als
F'(x,y) = [0.F(x,y), 0,F (x,y)]. Sei nun F = & von oben. Die partiellen
Ableitungen haben wir im Losungsansatz mit Differentialrechnung bereits
berechnet und erkennen:

£ y) = { 0,€ (2,y) }

ayg(x,y)
| aix by —
- agy—i-bx—cQ
=Ax—-c

Die notwendige Bedingung fiir ein (lokales) Minimum &'(x,y) = 0 ist also
gleichbedeutend damit, dass das oben definierte Residuum Null ist.
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5 Plotzlich platzende Plidtzchenteigrohre

Autor: Daniel Dressler
Projekt: B18
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5.1 Aufgabe

In der Stern-Fabrik schossen plétzlich mehrere Tonnen Plédtzchenteig pro Se-
kunde aus dem unglaublich groflen und leider aufgeplatzten Zuleitungsrohr.
Die Teigmassen iiberschwemmten die Fabrik. Schreie erfiillten die groie Halle
und unverbesserliche Naschkatzen erfiillten sich ihre Wiinsche. Nur die mu-
tige Mandolina bewahrte die Ruhe und kdmpfte sich durch das Chaos und
gegen den klebrigen Strom. Ihr Ziel war der Kontrollraum, der zum Gliick
etwas hoher lag und noch von den Teigmassen verschont blieb. Noch. Viel
Zeit blieb nicht mehr, sie musste das Teigrohr schlieBen! Sie zog nach ei-
nem Moment der Ratlosigkeit energisch an dem erstbesten der vielen roten
NOTAUS-Hebeln und horte das laute Quietschen eines alten Sicherheitsven-
tils. Sekunde um Sekunde verging. ,,Gleich ist alles geschafft“, hoffte sie.
Doch die Teigmassen flossen unbeeindruckt weiter. Scheinbar mit Genugtu-
ung walzten sie soeben die grofien Teigwalzen nieder. ,, Verdammt!“, entfuhr
es Mandolina. Sie hatte nicht sehen kénnen, welche der riesigen Zuleitungen
geplatzt war und wohl den falschen Hebel gewéhlt. ,, Warum haben wir auch
so viele von den dummen Rohren?!“ Aus der Halle drang das letzte Gurgeln
des Hauptofens, bevor er im unaufhaltsamen Mehl-Butter-Zucker-Schlamm
versank. Das Licht im Kontrollraum erlosch. Ohne den Ofen wiirde auch der
Motor fiir die Ventile nicht mehr laufen. Die Fabrik war verloren. Mandolina
fliichtete durch den Notausgang auf das Dach und begutachtete das Chaos
unter sich. Viele ihrer teigverschmierten Freunde winkten von unten zur ihr
herauf. In der Ferne konnte sie die roten Schlitten der Teigwehr kommen
sehen. ,Ich hab es immerhin versucht®, seufzte sie.

Der Weihnachtsmann horte dem Schadensbericht gar nicht mehr zu. Er war
es leid, stdndig neue Katastrophenmeldungen aus den Platzchenwerken zu
erhalten. Es musste etwas Grundlegendes geéndert werden! Immer wieder
platzten die Teigzuleitungen, und bei dem chaotischen Versorgungssystem
wusste nie jemand, woran es jetzt lag und wie man am besten reagiert. Ent-
schlossen verkiindete er: ,,Okay, ab jetzt machen wir es anders, einfacher! In
jede Fabrik darf nur noch eine Zuleitung fithren. Das reduziert die moglichen
Fehlerquellen, und jeder weify sofort, welches Rohr Probleme macht, wenn es
nur eins gibt.*
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Befehl ist Befehl, und so machten sich die Teigingenieure daran, das gesamte
Teigsystem neu zu konfigurieren. Ein so grofies Projekt hatten sie nur selten
und deshalb wurden die Regeln noch einmal vorgelesen:

,Jede Fabrik hat einen bestimmten Bedarf, angegeben in wieviel Tonnen Teig
pro Sekunde sie walzen, ausstechen und backen kann. Zum Beispiel kann die
Kriftig-gebauter-Mann-mit-Miitze-Fabrik 7 Tonnen pro Sekunde verarbei-
ten. Die Fabriken dienen gleichzeitig auch als Umschlagwerk im Rohrsystem.
Ungenutzter Teig kann beliebig auf mehrere ausgehende Rohre geleitet wer-
den, auch wenn ab jetzt nur noch ein Rohr den Teig in die Fabrik bringen
darf. Die Rohre sind unterschiedlich grof}, und jedes kann eine bestimmte
Menge Teig pro Sekunde transportieren. Schliefflich muss der Teig auch noch
irgendwo herkommen und zwar aus den drei gigantischen Riihrwerken. Diese
haben ebenfalls eine begrenzte Leistung, die angibt, wieviel Teig sie maxi-
mal in die Leitungen pumpen konnen. Wie in den Fabriken wird der Teig in
den Rithrwerken moglicherweise auf mehrere Rohre verteilt. Ubrigens kénnen
Fabriken und Riihrwerke auch mit weniger als ihrer maximalen Leistung be-
trieben werden, genauso wie die Leitungen nicht ganz voll sein miissen. Mehr
als das Maximum ist natiirlich nicht moglich.

Unsere Aufgabe als Teigingenieure ist es, den Transportplan des Teigs im
Rohrsystem festzulegen, so dass in den Fabriken insgesamt moglichst viel Teig
verarbeitet werden kann. Da der Teig ab jetzt Tag und Nacht flielen muss,
kommt es nur auf die transportierten Tonnen pro Sekunde an. Wie lange ein
bestimmter Teigklumpen vom Riihrwerk zu einer der Fabriken braucht, ist
ganz egal. Alle Zahlen und die zur Verfiigung stehenden Leitungen seht ihr
auf dem groflen Wandplan! Also an die Arbeit!“
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Wieviele Tonnen Teig konnen nun am Nordpol pro Sekunde in Plédtzchen
umgewandelt werden, wenn die Teigingenieure alles richtig gemacht haben?

Antwortmoglichkeiten:
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Projektbezug:

Im MATHEON Projekt B18 Modelling, Characterization and Computation
of User Equilibria for Network Flows Over Time* und im BMBF-Projekt
»,Adaptive Verkehrsteuerung“ werden unter anderem die Bewegungen von
Personen im Falle einer Evakuierung untersucht. Stellt man sich den Teig-
fluss riickwérts vor, so sieht man, dass aus jeder Fabrik immer nur ein Weg
hinausfithrt. Genauso zeigt ein Notausgangschild immer nur in eine Rich-
tung, und es gilt, moglichst viele Leute mit solchen Schildern sicher durch
das Gebdude zu den Ausgéngen zu bringen.
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5.2 Lo6sung
Richtige Losung: Antwort 6: 48 t.

Als erstes fassen wir die Aufgabe zusammen und vereinheitlichen ein paar
Begriffe.

Gegeben ist der Plan, den wir auch Netzwerk nennen. Fabriken und Riihrwerke
zusammen nennen wir die Knoten. Jede Fabrik hat einen bestimmten Bedarf
an Teig, die Rithrwerke haben ein Angebot. Die Rohre haben eine Kapazitdt.
Diese Zahlen sind im Bild gegeben. Statt “Tonnen pro Sekunde” schreiben
wir Einheiten.

Es geht darum, den Teig von den Riihrwerken zu den Fabriken zu leiten, die
ihn dann verarbeiten. Folgende Regeln sind einzuhalten:

1. Eine Fabrik kann hochstens so viel Teig verarbeiten, wie sie Bedarf hat.

2. Ein Rithrwerk kann hochstens so viel Teig raus schicken, wie es Angebot
hat.

3. Durch ein Rohr darf hochstens so viel Teig flieen, wie es Kapazitit
hat.

4. In jede Fabrik darf hochstens ein Rohr Teig bringen (unabhéngig davon,
was mit dem darin transportierten Teig passiert).

5. Die Knoten des Netzwerks diirfen Teig auf mehrere ausgehende Rohre
verteilen. Fabriken kénnen natiirlich nur den Teig weiterleiten, den sie
nicht selbst verarbeiten.

Das heifit, fiir jeden Knoten muss man folgendes festlegen: Woher kommt
der Teig? Wie viel Teig kommt an? Wieviel wird verarbeitet? Wohin wird
wie viel Teig weitergeleitet? All diese Entscheidungen zusammen ergeben den
Fluss des Teigs. Die Summe des verarbeiteten Teigs nennen wir den Wert
des Flusses. Das Ziel ist es, einen Fluss mit maximalen Wert zu bestimmen,
also die Entscheidungen so zu treffen, dass moglichst viel Teig verarbeitet
wird.

Die meisten werden sich nun fragen, wie man so ein Problem ohne Auspro-
bieren 16sen kann. Die Antwort lautet: Nur schlecht, deswegen l6sen wir es
mit Ausprobieren! Damit das Ausprobieren aber nicht zu lange dauert, lohnt
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es sich, vorher ein paar Uberlegungen zur Natur des Problems zu machen,
die egal fiir welche Zahlen oder Netzwerke gelten.

Das Ziel ist es zu zeigen, dass es nur darauf ankommt, welche Rohre iiberhaupt
verwendet werden und dass die richtigen Mengen Teig, die darin flieen
miissen, sich dann ganz von alleine ergeben.

Die erste und wichtigste Uberlegung ist, ob eine Fabrik Teig weiterleiten soll-
te, wenn sie ihn auch selbst verarbeiten kann. Kann sich das jemals lohnen?
Die Antwort ist Nein. Eine Einheit Teig, die eine Fabrik weiterleitet, wird
auch in einer anderen Fabrik blofl zu einer Einheit Plétzchen. Unterwegs be-
legt der Teig sogar noch ein bisschen Rohrenkapazitét. Etwas formaler: Wenn
es einen Fluss gibt, der Teig weiterleitet, obwohl die Fabrik noch Bedarf hat,
gibt es auch einen Fluss, der die Fabrik mdéglichst voll auslastet und im Wert
nicht schlechter ist. Das reicht schon, um zu sagen, dass es immer einen bes-
ten Fluss gibt (also einen mit maximalen Wert), der Fabriken moglichst voll
auslastet. Damit miissen wir uns andere Fliisse gar nicht mehr anschauen.
Etwas komplizierter ist die zweite Frage, wie man ausgehenden Teig aufteilen
sollte, wenn mehrere ausgehende Rohre beschickt werden sollen. Man kénnte
sogar nicht ganzzahlige Teigmengen in Betracht ziehen. Wie sieht hier also
eine beste Strategie aus? Wieder greift das gleiche Argument, dass eine Ein-
heit Teig blof eine Einheit Platzchen produzieren sollte, egal wo. Das heifit,
dass man den Teig beliebig auf ausgehende Rohre verteilen kann, vorausge-
setzt, dass er noch genutzt werden kann. Wenn es mehrere Moglichkeiten
gibt, den Teig weiterzuschicken und zu verarbeiten, ist es also egal, welche
man nimmt.

Damit gibt es nun eine einfache Methode, wie man eine beste Teigverteilung
bestimmt, wenn man schon festgelegt hat, welche Rohre verwendet werden
sollen. Man beginnt mit einem Riihrwerk und folgt einem der ausgewéhlten
Rohre (sofern sie noch Kapazitét frei haben) bis zu der ersten Fabrik, die
noch Bedarf hat. Auf diesem Weg schickt man “moglichst viel Teig”, also
die grofite Menge Teig, die a) noch im Riihrwerk verfiigbar ist, b) durch alle
Rohre unterwegs noch passt und c¢) noch von der Fabrik verarbeitet werden
kann. Dann wiederholt man das ganze, bis entweder das Riihrwerk ganz leer
ist, oder es keinen Weg durch Rohre mit noch freien Kapazitéiten zu Fabriken
mit noch unerfiillten Bedarfen gibt.

Nun reduziert sich das Problem tatsdchlich auf die Auswahl der richtigen
Leitungen: Hat man diese festgelegt, kann man die richtigen Teigmengen
ohne weitere (wichtige) Entscheidungen treffen zu miissen verteilen. Ein an-
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genehmer Nebeneffekt ist auch, dass diese Methode immer nur ganzzahlige
Teigmengen verschickt.

Nun betrachten wir das vorliegende Problem. Ein paar schnelle Uberlegungen,
zeigen die ersten Schranken: So konnen zwar die Rithrwerke in der Summe 55
Einheiten zur Verfiigung stellen, die Fabriken aber nur 50 Einheiten verarbei-
ten. Das heifit, dass der beste Fluss auch hochstens 50 Einheiten Platzchen
produzieren kann. Ein paar Antworten scheiden damit sofort aus.
Andererseits probieren wir ein paar einfache Losungen aus: Die sechs Fabri-
ken direkt neben einem Riihrwerk kénnen alle direkt von den Riithrwerken
versorgt werden. Das ergibt eine Losung mit Wert 39. Das ist nicht viel, aber
noch wird der Stern und die Sternschnuppe gar nicht benutzt. Dafiir gibt es
mehrere Moglichkeiten, aber man bekommt immer nur bis zu 8 weitere Ein-
heiten zu den Fabriken. Insbesondere die Sternschnuppe ist nur schwer zu
versorgen, wenn man auf dem Weg zu ihr alle Fabriken méglichst auslastet.
Man kommt also auf einen Fluss mit Wert 47, und damit bleiben nur noch
47,48,49 und 50 als mogliche Antworten {ibrig. Doch welche ist die richtige?
Nun gibt es tatséchlich sehr viele mogliche Ansétze, Losungen auszuschliefien.
In der Tat wurde die optimale Losung 48 auch noch gar nicht gefunden, und
jedes korrekte Ausschlussverfahren, sollte dementsprechend unterwegs einen
Aha-Moment haben.

Meine Uberlegungen beginnen immer mit der Sternschnuppe. In der bis jetzt
besten Losung mit Wert 47, bekommt die Sternschnuppe nur 4 Einheiten
Teig, obwohl sie 7 Einheiten verarbeiten konnte. Auch sonst scheint es schwer,
der Sternschnuppe deutlich mehr Teig zukommen zu lassen, wenn man an-
schaut, wie sie verbunden werden kann:

1. Uber das Herz. Das Herz selbst kann aber nur 10 Einheiten bekommen
(iiber den Weihnachtsmann sogar nur 8) und damit gibt es von dieser
Seite nie mehr als 4 Einheiten fiir die Sternschnuppe. Da die Stern-
schnuppe nur ein Teig lieferndes Rohr haben darf, wird so eine Losung
immer hochstens 50 — 3 = 47 als Wert ergeben. Wir konnen also jeden
Fluss, der Teig von dem Herz zur Sternschnuppe schickt, ab jetzt igno-
rieren, denn damit werden wir keine bessere Losung finden (eine gleich
gute schon, aber das hilft uns nicht weiter).

Eine kleine Zwischenbemerkung passend dazu: Das Riihrwerk unten rechts
kann nur 25 Einheiten Teig liefern, und so viel passt auch gerade durch
beide Rohre zusammen. Prinzipiell spricht also nichts dagegen, diese beiden
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Rohre komplett zu fiillen, aufler dass vielleicht der Weihnachtsmann oder
das Herz von woanders noch mehr iiberschiissigen Teig bekommen kénnten.
Das ist aber nicht der Fall, es gibt keinen Weg, der mehr als 10 bzw. 15
Einheiten Teig zu den Fabriken schickt und unterwegs alle Bedarfe vollsténdig
erfiillt. Somit schickt das Riihrwerk rechts immer direkt zu dem Herz und
dem Weihnachtsmann. Und da das Herz nicht zur Sternschnuppe schickt und
auch nicht zu dem Weihnachtsmann (der ja schon ein besseres eingehendes
Rohr hat), kann man hier das Netzwerk ziemlich vereinfachen. Im Endeffekt
kann man sich die Weihnachtsmannfabrik als neues Riihrwerk mit Vorrat 8
vorstellen (und keinem Bedarf), denn so viel kann hier maximal noch {ibrig
bleiben. Das Herz und alle angrenzenden Rohre kann man sich sogar komplett
wegdenken.

Nun weiter mit der Sternschnuppe:

2. Sie kénnte vom Mond aus versorgt werden. Der Mond kann sinnvoll nur
vom oberen Riihrwerk versorgt werden, denn alle anderen Wege addie-
ren sich schnell zu Bedarfe, bei denen mindestens 3 Einheiten zu wenig
verfiighar sind. Die Verbindung Riihrwerk-Mond-Sternschnuppe kann
die 12 Einheiten aufbringen, also soll sie das auch tun, wie wir oben
iiberlegt haben. Nun ist tatsdchlich die Sternschnuppe voll versorgt,
aber wie geht es weiter? Wenn man das Rentier noch iiber das obere
Rithrwerk anschlie3t, kann es nur die letzten 3 Einheiten vom Riithrwerk
bekommen, und damit 3 Einheiten zu wenig. So eine Losung kann wie-
der nur auf hochstens 47 kommen und ist uninteressant. Also wird das
Rentier iiber das Kleeblatt angeschlossen. Nach kurzem Ausprobieren
sieht man, dass man das Kleeblatt dann direkt von dem Riihrwerk ver-
sorgen sollte, wenn man eine gute Losung haben will. Bis dahin hat das
Riithrwerk oben links noch 3 Einheiten frei, das unten links ebenfalls 3
und das Riithrwerk unten rechts stellt hochstens noch 8 Einheiten iiber
den Weihnachtsmann zur Verfiigung. Der Tannenbaum kann muss aus
einem dieser drei verbleibenden Vorréte versorgt werden, und nur iiber
den Weihnachtsmann sind die Verluste akzeptabel. Hier bekommt der
Tannenbaum 8 (seiner maximal 9) Einheiten her. Wir haben jetzt alle
Fabriken bis auf den Stern versorgt. Da jedes einzelne Rithrwerk nur
noch maximal 3 Einheiten mehr liefern kann, kénnen auch nur noch 3
Einheiten zum Stern gelangen. Das ist mdglich, sowohl iiber das Klee-
blatt, als auch iiber den Mond oder sogar die Sternschnuppe. Dieser so
konstruierte Fluss hat Wert 48 und da alle Entscheidungen beste Ent-
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scheidungen waren (auch wenn es noch andere beste Entscheidungen
gibt), ist das die beste Losung, falls die Sternschnuppe iiber den Mond
verbunden wird.

3. Die allerletzte Moglichkeit ist also, dass die Sternschnuppe iiber den
Stern verbunden wird. Und wir interessieren uns nur noch fiir eine
Losung, die besser als 48 ist, also Wert 49 oder 50 hat. Damit darf
hochstens eine Fabrik hochstens eine Einheit Teig zu wenig bekom-
men. Insbesondere miissen Sternschnuppe und Stern zusammen 11 oder
10 Einheiten Teig bekommen. Das ist prinzipiell iiber alle Rohre zum
Stern moglich, aber die Fabriken, aus denen der Teig kommt, haben ja
ebenfalls Bedarf. Inklusive des Mondes brauchte man 7 +4 +5 = 16
(unmoglich) oder 15 (moglich). Dann miissen Rentier und Kleeblatt
von unten versorgt werden. Das lasst fiir den Weihnachtsmann nur
noch 8 Einheiten statt 9 zu. Da aber bereits eine Einheit bei Mond,
Stern und Sternschnuppe verloren gegangen ist, kann dies keine Losung
mit Wert 49 oder 50 mehr ergeben. (48 ist aber noch moglich.) Alterna-
tiv betrachtet man Sternschnuppe-Stern-Kleeblatt. Diese Konstellation
benotigt 74446 = 17 oder 16. Das geht nicht. Genauso wenig funktio-
niert das mit dem Tannenbaum (20 oder 19) oder dem Weihnachtsbaum
(18 oder 17). Jetzt wissen wir ganz sicher, dass es keine Losung mit 49
oder besser gibt.

Somit ist 48 die gesuchte Losung, und Antwort 6 die richtige.

Wichtig ist dabei, dass wir zwar systematisch ausprobiert haben, aber durch
eine gute erste Losung (die 47) schon sehr schnell viele Moglichkeiten aus-
schlieen konnten. Um so besser die bekannte Losung wurde (mit 48), um so
weniger Optionen musste man noch untersuchen. Und das Argument “Wenn
es eine gute Losung gibt, dann auch eine gute Losung, die folgende Eigen-
schaft hat ...” haben wir immer wieder in unseren Schliissen eingesetzt, um
den Entscheidungsprozess nicht unnotig zu verkomplizieren.
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6 Die Rentierringelsocken

Autoren: Riidiger Giese, Ulrich Hey, Prof. Jiirg Kramer, Brian Maus
Projekt: 71.2
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6.1 Aufgabe

Die strickwiitige Oma des Weihnachtsmannes hat sich in diesem Jahr in den
Kopf gesetzt, fiir die riesengrofie Rentierherde des Weihnachtsmannes rotwei-
Be Ringelsocken fiir jedes Tier zu stricken. Im Moment sind die Tiere noch
alle verstreut, aufgeteilt auf viele kleine Herden. Im Dezember treffen sich
dann immer alle Tiere und bilden eine grofle Herde, die bis zu 500 000 Tiere
umfassen kann. Der Wichtel Maximus wird damit betraut, die genaue An-
zahl der Tiere festzustellen, damit die Oma weif}, wie viele Socken sie stricken
kann.

Die genaue Anzahl wird an der Informationstafel, fiir alle sichtbar, mit Hilfe
von Zifferntifelchen ausgehéngt.

Der Wichtel Guido, fiir seine Unachtsamkeit bekannt, kommt nun gerade
vorbei und stoflt gegen diese Tafel. Dabei fallt die letzte Ziffer herunter; weil
er in File ist, héngt er diese Ziffer aus Versehen nach vorn an die Tafel.
Maximus, der die Herde zéhlte und die Anzahl der Tiere kennt, stellt verwun-
dert fest, dass man nun die Zahl der rotweilen Ringelsocken fiir die Rentiere
ablesen kann. Jetzt fragt er sich, ob das ein Zufall ist, oder ob bei einer 6-
stelligen Anzahl von Rentieren mehrere solcher Zahlen existieren.

Antwortmoglichkeiten:
1. Er hat sich geirrt, es gibt keine solche Zahl.
2. Die zufillig gefundene Zahl ist die einzige.
3. Es gibt genau zwei dieser Zahlen.
4. Es gibt drei Zahlen mit dieser Eigenschaft.
5. Genau sechs solche Zahlen existieren.
6. Alle 6-stelligen Zahlen, die am Ende eine vier besitzen.
7. Alle 6-stelligen Zahlen, die eine vier als Ziffer enthalten.
8. Es sind sieben Zahlen, weil die Anzahl eine Primzahl sein muss.
9. Es sind genau 24 Zahlen.

10. Jede 6-stellige Zahl besitzt diese Eigenschaft.
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Projektbezug:

Die Aufgabe entstand durch die Beschéftigung mit einem Artikel iiber ein
dhnliches Problem, aber mit Zahlen, die 174174-stellig sind.

vgl. Elemente der Mathematik, Vol. 64, No. 4, Aufgabe 1260 (pp. 171-178)
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6.2

Losung

Richtige Losung: Antwort 5: Genau sechs solche Zahlen existieren.

Unter den natiirlichen Zahlen n, deren Dezimaldarstellung aus 6 Stellen be-
steht, betrachten wir jene mit folgender Eigenschaft:

Es gibt eine natiirliche Zahl ¢ > 1, so dass die Dezimaldarstellung der Zahl
q-n aus jener von n dadurch entsteht, dass man die letzte Ziffer von n entfernt
und an den Anfang stellt.

Losung 1

Wir bezeichnen die vorgegebene Stellenzahl von 6 mit s. Diese hat die
Zerlegung s =2-3=1-6.

n € N hat genau dann s Dezimalstellen, wenn gilt:

n=as,110°"" +a,_510°2... + a;10 + ag (1)
mit a; € {0...9} wobei a;_; # 0 und
1051 < n < 10° 2)

Wenn es ein ¢ wie oben beschrieben gibt, dann muss ¢ € {2...9} sein,
da fiir ¢ > 10 die Stellenzahl von ¢ - n mindestens s + 1 wire.
Multipliziert man nun ¢ mit (1), so erhilt man:

q-n=agl0* ' +a, 11052 + (3)

(3) mit 10 multipliziert liefert:
10q - n = agl0® + as_110571... + a1 10 (4)

Subtrahiert man nun (1) von (4) erhélt man:

10g -n —n = (apl0® + a,_110°71... + a,10)—
(as,llOS_l... 4+ a;110 + Clo)

(10g — 1) - n = apl0® — ag = ap(10° — 1)

nach ap umgestellt:

_ (10g — 1)n
0= s -1 (5)
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e Aus (5) und der Ungleichung (2) folgen dann:
(10g — 1)10°"'  (10g — 1)10°~* (10 — 1) 1
> = = g——
R T 10° 10 10 (©)

(6) bedeutet aber, dass ag € {gq...9}.
Speziell fur ¢ = 4 gilt dann: a € {4...9}.

e Aus (5) erhdlt man:
10° -1
- @l )
10q — 1
Die ag € {4...9} in (7) eingesetzt ergeben damit alle gesuchten Zahlen:

ny = 102564 ng = 153846 n; = 205128
ng = 128205 ny = 179487 ng = 230769

Losung 2

Die gesuchten Zahlen lassen sich auch vollstdndig mit Hilfe eines Computer-
programms erzeugen.

6-stellige Zahlen werden so modifiziert, dass die erste Ziffer entfernt und am
Ende der Ziffernfolge angefiigt wird. Dann priift man, ob die so erzeugte Zahl
genau ein Viertel der Ursprungszahl ist. In diesem Fall wird die Zahl in die
Ergebnisliste aufgenommen. Diese Methode nennt man ,, Brute-Force-Suche*
(engl. ,,brute force search“). Folgendes Beispiel in Haskell:

module Adventskalender where

magic [] =0

magic (x:xs)
| ((x - 107°6%(div x (1075)))*10 + (div x (1075)))*4 == x = (x - 1075x(div x (1075)))*10 + (div x (1075)):magic xs
| otherwise = magic xs

-- die Eingabe von magic [400000..999999]
-- liefert die Liste [102564,128205,153846,179487,205128,230769]

Oder als Java-Methode:

public void magic(int max)
{
for (int i = 100000; i < max; i++)
if ((i % 10)*100000 +(i / 10) == 4x*i)
System.out.println(i+" "+4xi) ;
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7 Doyle-Spirale

Autor: Ulrike Biicking
Projekt: F1
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7.1 Aufgabe

Die Weihnachtsengel haben festgestellt, dass in diesem Jahr die Rdume des
Weihnachtsmannes renoviert werden miissen. Fiir den Fulbodenbelag haben
sie eine besondere Art von Teppich gefunden: Die erste Fliese ist ein beliebiges
Viereck Q. Fiir jede Seite von O erhélt man die angrenzende Nachbarfliese,
indem man Q geeignet vergréflert oder verkleinert und dann verschiebt und
dreht, so dass die neue Fliese o) genau an die entsprechende Seite von O passt.
Die Vierecke O und Q haben also dieselben Winkel und alle entsprechenden
Seiten haben dasselbe Langenverhéltnis. Wenn man diese Konstruktion im-
mer weiter fortsetzt, erhédlt man ein unendliches Teppichmuster.

Die Weihnachtsengel mochten nun gerne den Boden mit einem solchen Mus-
ter belegen. Dazu haben sie vorsorglich ein kartesisches Koordinatensystem in
den Raum gezeichnet. Auflerdem haben sie sich auf eine Spirale aus Teppich-
fliesen geeinigt, bei der man ein Nachbarviereck Q eines gegebenen Vierecks
Q erhilt, indem man entweder nur vom Ursprung aus zentrisch streckt (bzw.
staucht) oder um den Ursprung dreht und streckt (bzw. staucht). Ein Teil
des gewiinschten Teppichmusters ist in obiger Abbildung zu sehen.
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Fiir das rot bezeichnete Viereck hat Ihnen der Verkdufer
die Koordinaten der Punkte A, B, C, D angege-
ben, siehe Skizze. Leider hat sich der Einkaufsen-
gel nur die Koordinaten der Punkte A = (1,0) und
B = (@ 0) gemerkt. Wie lauten die Koordinaten

277

D
der Punkte C und D?

Antwortmoglichkeiten:
L o= (%8 8) wd D= (1)
2. € = (152, %482 wd D = ({/2.4L)
3. O = (2713%%) und D = (%2_@)
4 C= (27%, 26745531) und D = %ﬁ)
5. C' = (?,375—43> und D = (%,73)
6. C = (?,%) und D = (%773’)
7.0 = (32.158) wd D = (1, 4)
8. C = (648—13,5—4> und D = (?3,1>
0. €= (£,%5) wnd D = (33,47
10. €' = (%62—13) und D = (%@)

Projektbezug:

Im MATHEON Projekt F1 beschéftigen wir uns mit Fragestellungen, die bei
der computergraphischen Darstellung von Flédchen im Raum oder in der Ebe-
ne auftreten. Einen Aspekt bilden dabei die Verwendung und Untersuchung
diskreter konformer Abbildungen. Die angegebene Konstruktion zeigt ein
Beispiel, ndmlich eine diskrete Exponentialabbildung der komplexen Ebene.
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7.2 Losung

Richtige Losung: Antwort 8: C' = M, %) und D = ﬁ,l
81 727 3

Wenn man das Anfangsviereck @ = ABCD iiber die Kante C'D entsprechend
der angegebenen Konstruktion fortsetzt, so erhélt man das neue Viereck
O = AB'C'D = DCC'D’ durch eine Streckung des Anfangsvierecks mit
Faktor ¢ (Streckzentrum ist nach Voraussetzung im Ursprung) und Drehung
um den Urspung um einen Winkel a. ¢ ist dabei das Léngenverhéltnis

_ Lénge der Seite C'D
~ Linge der Seite AB

und « ist der Winkel zwischen den Geraden durch AB und CD, die sich
im Ursprung schneiden, so dass nach Voraussetzung eine Dreh-Streckung um
den Ursprung die Seite AB auf die Seite C'D abbilden kann.

Setzt man nun das neue Viereck Q' iiber dessen neue Kante C'D’ entspre-
chend fort, so erhélt man das angrenzende Viereck nach Konstruktion wieder
durch eine Streckung mit Faktor ¢ (da die Seitenverhéltnisse gleich bleiben)
und Drehung um den Winkel « (da die Dreh-Streckung den Winkel zwischen
den gedrehten Geraden durch die Seiten AB und C'D nicht verdndert hat).
Auf diese Weise kann man immer weitere Vierecke erhalten.

Der Abbildung des Teilmusters entnimmt man, dass nach 6-maliger Dreh-
Streckung 6 - o den Kreiswinkel 360° bzw. 27 ergeben soll. Daraus erhélt
man « = 60° bzw. = 7/3. Nach Voraussetzung und ist A = (1,0),d.h.
insbesondere ist die x-Koordinate von A x = 1. Da OD durch Dreh-Streckung

D D
aus OA hervorgeht, gilt ¢ = g—A = OT = OD. Entsprechend ist ¢? der
Abstand vom Punkt D’ zum Ursprung O usw. Also folgt aus der Abbildung
des Teilmusters und der Voraussetzung B = (64/27,0), dass (°® = 64/27
gelten muss bzw. { = 2/\/5 = 2\/3/3.

Mit diesen Uberlegungen erhilt man die Koordinaten von Punkt

V3

D = ({cosa, lsina) = ( oy —) = 3 )

3 23 2

Der Punkt C' liegt auf derselben Geraden durch den Ursprung wie D und
sein Abstand zum Ursprung ist nach Konstruktion ¢-mal der Abstand von B
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zum Urspung, also ¢ - 64/27. Damit ergibt sich

4 4 4 4 4
C= (66—4 cosa,£6— sina) = (6—£ 6—) = (68—\1/§’ %

27 27 27 3727 )
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8 Der Reisebeginn

Autor: Alexander Weif3
Projekt: E1
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8.1 Aufgabe

Der Weihnachtsmann klappert Deutschland jedes Jahr in einer Rundreise ab.
Er startet in einer Grofistadt und fliegt dann das Bundesgebiet im Uhrzei-
gersinn ab. Die moglichen Anfangsstiddte sind traditionell Hamburg, Berlin
und Miinchen. Welche Stadt tatséachlich der Ausgangspunkt ist, hdngt vom
Zufall und von der letztjahrigen Wahl ab.

1/3

112 BerlinQﬁB

1/3
1/2

Miinchen

Das Diagramm gibt die Startwahrscheinlichkeiten fiir die einzelnen Stédte
in Abhéngigkeit vom Startpunkt des Vorjahres an. So bedeutet zum Bei-
spiel der blaue Pfeil, der von Miinchen auf Hamburg zeigt und an dem 1/2
steht, dass die Wahrscheinlichkeit, dieses Jahr in Hamburg zu starten, bei
50 % liegt, wenn der Weihnachtsmann letztes Jahr seine Tour in Miinchen
begonnen hat. Es gibt historische Quellen, aus denen sicher hervorgeht, dass
der Weihnachtsmann im Jahre 1900 seine Tour in Berlin begonnen hat. Wie
hoch ist die Wahrscheinlichkeit (auf zwei Nachkommastellen gerundet), dass
er auch dieses Jahr (2009) seine Reise dort beginnt?
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Antwortmoglichkeiten:

1. 0%

2. 10,38 %
3. 28,57 %
4. 33,33 %
5. 42,86 %
6. 50,00 %
7. 66,67 %
8. 78,25 %
9. 86,29 %
10. 100,00 %

Projektbezug:

Hinter dieser Frage steckt die Theorie gedéchtnisloser stochastischer Prozes-
se. Solche mathematischen Objekte benutzt man, um das zuféllige Verhalten
von Systemen zu beschreiben, deren Anderung nur vom aktuellen Zustand,
aber nicht von der Vergangenheit abhéngt. Mit diesem recht simplen Ansatz
lassen sich bereits diverse Effekte zum Beispiel in der Physik, der Popula-
tionsbiologie, der Meteorologie oder auch dem Finanzwesen modellieren.
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8.2 Losung

Richtige Losung: Antwort 5: 42,86 %
Wir kénnen die Wahrscheinlichkeiten, dass der Weihnachtsmann in Hamburg,
Berlin oder Miinchen startet als drei-dimensionalen Zeilenvektor schreiben,
bei dem die erste Koordinate fiir die Wahrscheinlichkeit Hamburgs, die zweite
fiir die Berlins und die dritte fiir die Miinchens steht. Im Jahr 1900 hat der
Vektor die Form

(0,1,0)

Ein Jahr spéter ist die Wahrscheinlichkeit

111
3’33/

Um den Vektor zu aktualisieren, muss man also fiir jede Stadt schauen, wie
der aktuelle Vektor ausschaut und dessen Werte dann mit den Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten multiplizieren. Wenn v; der Zeilenvektor im Jahr j ist,
so gilt also in Matrixschreibweise

1 1
(Vi
Uj+1 = Vj - 30703
3 3 U
Gesucht ist nun also
1 1\ 109
0% g
2000 = (0,1,0) - 33 3
3 3 0

Auch ohne Kenntnisse der linearen Algebra lésst sich recht leicht einsehen,
wie sich die Wahrscheinlichkeiten von Jahr zu Jahr &ndern, so dass der ex-
akte Wert mit Hilfe eines einfachen Algorithmus vom Computer ermittelt
werden kann. Was aber viel wichtiger ist: schon nach drei Schritten kommt
man auf den richtigen Wert vor dem Komma, der sich dann auch nicht mehr
andert. Daher ist das qualifizierte Erraten der korrekten Losung kein allzu
schwieriges Problem.

Wer es trotzdem etwas exakter und schultauglicher haben will, kann fol-
genden Ansatz verfolgen. Man kann davon ausgehen, dass nach 109 Jahren
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die Wahrscheinlichkeiten sich mehr oder weniger eingepegelt haben und sich
von einem Jahr zum néchsten nicht mehr spiirbar &ndern. Dann gilt fiir diese
eingepegelten Wahrscheinlichkeiten (pp fiir Hamburg, pp fiir Berlin und py
fiir Miinchen)

1 1
P+ <P+ < DPum,

=0
P 3 5
1 +1 +1
b = 9 PH 30 PB B yavg
1 1
P = §'pH+§C'pB+0'pM>

weil sich diese Wahrscheinlichkeiten ja auch im Folgejahr nicht &ndern. Dieses
Gleichungssystem kann umgestellt werden zu

1 1
0 = — . .
pH+3 pB+2 P,

0 — 1 2 +1

= 2pH 30 PB QPM,
0 1 +1

f— —_ —C - — .

B PH 3 PB — Pm

Schnell sieht man, dass dieses Gleichungssystem unterbestimmt ist und nicht
ausreicht, um alle p, zu bestimmen. Eine Gleichung kann also weggelas-
sen werden. Allerdings gilt, weil die p, ja Wahrscheinlichkeiten sind, dass
pu + ps + py = 1. Mit dieser zusétzlichen Gleichung kann man ein neues
Gleichungssystem aufstellen:

1 1
0 = — Z. Z.
pH+3 pB+2 DM,
0 — 1 2 +1
= 95 P 30 B 9 P,

1 = pu+ps+pu,

welches die Losung pyg = py = % und pp = % ~ 42,86% hat. Es fillt auch
auf, dass fiir diese Herangehensweise der Startpunkt in Berlin vollkommen

irrelevant ist.
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9 Der Antrag

Autoren: Volker Mehrmann, Falk Ebert

26



9.1 Aufgabe

Habt Thr Euch schon mal gefragt, wie es ein alter Mann am Nordpol schafft,
unter widrigsten klimatischen Bedingungen ein Wirtschaftsunternehmen am
laufen zu halten? Und nicht etwa irgendeins, sondern ein weltweit operie-
rendes Konsortium, das jahrlich Milliarden von Menschen beschenkt. Wie
werden Lohne gezahlt, woher kommen die Rohstoffe und dann die Energie-
kosten? Es liegt nahe, dort kriminelle Machenschaften zu vermuten, fiir die
der rundliche Mann mit dem Schlitten und den tollen Giveaways nur Fassa-
de ist. Wir kénnen Euch aber beruhigen. Alles ist absolut legal. Hinter der
ganzen Schenkerei ist eine noch viel hohere Instanz, ndmlich die sogenann-
ten Dezember-Festivitits-Gdnner oder auch kurz DFG. Die stellen das ganze
Geld zur Verfiigung, das der Weihnachtsmann dann sinnvoll in Geschenke
umwandelt. Die DFG vergeben das Geld gern - man muss sie nur lieb darum
bitten. Und bitten heifit konkret: einen Antrag schreiben, in dem haarklein
dargelegt wird, wofiir das Geld ausgegeben wird. Das schiere Ausmafl dieses
Antrages ist der Grund dafiir, warum Weihnachten nur einmal im Jahr ist.
Die Geschenke sind schnell gebaut, aber der Antrag benétigt die meiste Zeit
des Jahres.

Nun gibt es im Weihnachtsmann-Konsortium je 10 Einzelgruppen in den
6 Bereichen Lebkuchenwissenschaften, Logistik, Geschenkeproduktion, Opti-
sche Verschonerung von Geschenken, Weihnachtsfinanzierung sowie Compu-
terspiele. AuBerdem gibt es noch 4 Gruppen aus dem Bereich ,, Zusétzliches®,
die sich zum Beispiel um die Ausbildung junger Weihnachtswichtel kiimmern.
Jede von diesen Gruppen muss einen eigenen Bericht schreiben, in dem sie
darlegen, wie wichtig sie fiir den Weihnachtsmann sind, was fiir tolle Ge-
schenke sie bauen und warum sie so viel Geld haben wollen. Aus diesen Teil-
berichten wird letztendlich dann der Antrag zusammengefiigt. Leider sind
in jedem Teilbericht erfahrungsgemé&f etwa 10 Schreibfehler enthalten. Weil
die DFG fiir solche Fehler die Finanzierung kiirzen, wird der Antrag am
Ende noch mal penibel auf Fehler gepriift. Das Ganze geht natiirlich elek-
tronisch und online im Winternet. Dazu schauen sich 3 Orthographiewichtel
unabhéngig voneinander den Antrag an. Jeder findet mit der absolut gleichen
Wahrscheinlichkeit eine Zahl von Fehlern, die zwischen 0 und der Gesamtzahl
der vorhandenen Fehler liegt. (Dabei sind 0 gefundene Fehler und das Finden
aller Fehler mit eingeschlossen. Alle Wichtel haben die gleichen Chancen.)
Dann iiberschreibt jeder Wichtel einfach die letzte Version des Antrags mit
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seiner Korrekturfassung. Das fithrt dazu, dass die Korrekturversion des Wich-
tels, der die meisten Fehler gefunden hat und der damit auch am ldngsten
gebraucht hat, die vorlaufige Endversion wird. Das kratzt natiirlich an der
Ehre der beiden Orthographiewichtel, die jetzt komplett umsonst gearbeitet
haben. Also wird mit der vorldaufigen Endversion noch einmal so verfahren.
Alle drei priifen wieder unabhéngig voneinander und die Version, in der die
meisten Fehler gefunden werden, wird zum Zwischensieger erklart. Und da-
mit alle 3 eine Chance haben, Zwischensieger zu werden, gibt es noch genauso
eine dritte Runde des Korrekturwettstreits. Wichtelehrgeiz hin oder her - da-
nach ist Schluss! Die letzte Korrekturfassung wird an die DFG abgegeben.
Die Frage ist nur: Wie viele Fehler sind in der letzten Fassung durchschnitt-
lich noch drin?

1. gar keine, die sind bereits nach der zweiten Runde alle raus
2. 0-2

3. 5-6

4. 9-12

5. 25-35

6. genau 42

7. 50-60

8. etwa 80

9. etwa 120

10. etwa 160

Beispiel: Die 3 Wichtel priifen auf die gleiche Art einen anderen Text, in
dem 10 Fehler drin sind. In der ersten Runde finden sie unabhdingig vonein-
ander 3, 5 und 6 Fehler. Demnach sind nach dem ersten Durchgang noch 4
Fehler in dem Text. In der kommenden Runde finden sie 1, 2 und 4 Fehler
also sind nach der 2. Runde 0 Fehler im Text. In der 3. Runde finden alle 0
Fehler und damit ist der Text nach 8 Runden fehlerfrei.
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Projektbezug:
Das Antragsverfahren entspricht in wvereinfachter Form etwa dem, das das
MATHEON alle 4 Jahre (gliicklicherweise nicht in jedem Jahr!) durchlauft.

Und manchmal lduft die Korrektur - eher ungewollt - auch wie in der Aufgabe
ab.
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9.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 4: 9-12 Fehler

Die erste Voriiberlegung sollte sein: 6 Bereiche mit je 10 Gruppen und 4 Ex-
tragruppen sind insgesamt 64. Wenn jede 10 Fehler in den Antrag einbaut,
sind das insgesamt 640. Wir versuchen zuerst herauszufinden, wieviele Fehler
nach einer Korrekturrunde noch in dem Antrag drin sind. Dazu gibt es ver-
schiedene Losungswege, die alle verschiedene Grundkenntnisse voraussetzen,
aber fast identische Losungen liefern.

9.2.1 intuitive Losung

Wenn es nur einen Korrektor gibe, dann wére seine Korrekturfassung auto-
matisch die beste. Der Anteil der gefundenen Fehler liegt irgendwo zwischen
0 und 1. Es gibt keinen Grund anzunehmen, dass er in irgendeiner Weise
nédher an der 0 oder nidher an der 1 liegen sollte. Dementsprechend sagt die
Intuition, dass ein Korrektor im Mittel die Hélfte der Fehler findet. Wie sieht
es jetzt bei n Korrektoren aus? Jeder von denen findet wieder einen gewissen
Anteil der Fehler und uns interessiert, wie viele maximal gefunden werden.
Dazu nennen wir die gefundenen Fehleranteile p; bis p,, und nehmen der Ein-
fachheit halber an, dass p; < ps < ... < p, gilt. Wiederum gibt es keinen
Grund, warum irgendein Bereich zwischen 0 und 1 wahrscheinlicher fiir die
gefundenen Anteile sein sollte. Analog zu dem Fall mit nur einem Korrektor,
kénnen wir jetzt also davon ausgehen, dass p; mittig zwischen 0 und p, liegt,
po mittig zwischen p; und ps usw. Folglich liegen die Anteile im Mittel so,
dass die Intervalle [0, p1], [p1, p2|, .- [pn, 1] alle die gleiche Lénge haben, weil
bei gleichwahrscheinlichen p; kein Grund besteht, warum eines der Intervalle
kiirzer oder langer sein sollte. Insgesamt gibt es n + 1 solche Intervalle und
damit liegt p,, im Mittel bei

1 r  n
S
Das passt auch gut zu dem erwarteten Ergebnis bei n = 1 Korrektoren.

Im Fall von 3 Korrektoren werden in jeder Runde also etwa % der Fehler

gefunden. Demnach verbleiben in jeder Runde noch }l der Fehler. Nach 3

Durchgéngen sind das also (1)3 = 6—14. Bei urspriinglich 640 Fehlern bleiben

1
also noch 10.
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9.2.2 mit diskreten Wahrscheinlichkeitsverteilungen

Voriiberlegung: Angenommen, es gibe keine Fehler in dem Antrag, dann hat
jeder Korrektor genau eine Moglichkeit, eine gewisse Anzahl - ndmlich 0 -
zu finden. Wenn wir die gefundenen Fehler der drei Korrektoren als Tripel
darstellen, ist das genau ein Tripel: (0,0,0). Sobald es einen Fehler gibt, hat
jeder der Korrektoren zwei gleichwahrscheinliche Chancen, ndmlich entweder
0 oder 1 Fehler zu finden. Jetzt gibt es 23 = 8 Moglichkeiten, die gefundenen
Fehler als Tripel darzustellen, ndmlich (0,0,0), (0,0,1), (0,1,0), (0,1,1),
(1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1). Genau eines dieser Tripel fithrt zu einem
Maximum von 0 gefundenen Fehlern, die restlichen 23 — 1 = 7 liefern 1
als Maximum. Wenn wir jetzt von 2 Fehlern im Antrag ausgehen, kann jeder
Korrektor 0, 1 oder 2 finden, hat also 3 Moglichkeiten. Insgesamt gibt es jetzt
33 = 27 Tripel, welche die gefundenen 2 oder weniger Fehler darstellen. Eines
davon (0,0,0) liefert 0 als Maximum. Die weiteren 7, die wir in der letzten
Betrachtung gefunden haben, sind natiirlich auch unter den Moglichkeiten.
Diese 1 + (2% — 1) = 23 Mglichkeiten liefern also keine 2 gefundenen Fehler.
Das heifit also, dass die restlichen 3% — 23 = 19 Tripel jeweils mindestens
eine 2 beinhalten, demnach zu einem Maximum von 2 fithren. Wenn wir
den Gedanken fortsetzen, heiffit das, dass es bei n Fehlern im Antrag fiir
jeden Korrektor n + 1 Moglichkeiten gibt, Fehler zu finden. Insgesamt gibt
es (n + 1) Moglichkeiten, Tripel aufzustellen. Davon fiihrt genau eines zu
0 maximal gefundenen Fehlern, 7 fiithren zu einem gefundenen Fehler, 19
zu zwei Fehlern. Allgemein gilt, dass es (k + 1)3 — k* Moglichkeiten gibt,
dass als Maximum genau k Fehler gefunden werden. Wir nennen X;, i =
1,2, 3 die Zufallsvariable, welche angibt, wieviel Fehler jeder Korrektor findet.
Es gilt P(X; = k) = —& weil jeder Wert zwischen 0 und der Gesamtzahl

i1 i
gleichwahrscheinlich ist. Mit den obigen Uberlegungen haben wir dass
k+1)72 -k
P(maX(Xl,XQ,X3) = k?) = ((n+1)3

Damit konnen wir den Erwartungswert der gefundenen Fehler bestimmen.

E(max(X1, X5, X3)) = Y k- P(max(Xy, Xp, X3) = k)

k=0

~ (k+1)°— &3
— Zk—s :

— (n+1)
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Dieser Term lasst sich vereinfachen zu

E(max(X;, Xo, X3)) = mzk4+3k3+3k2+k K

= n+1 (3Zk3+32k2+2k>

Die Terme fiir die Potenzsummen sind schnell gefunden - immerhin hat man
ja das Internet.

g (n(n + +1)* et D@n+n  nn+1)

E(max(Xi, Xy, X3)) = Aln+ 1) 6(n +1)3 2(n+1)3

Dieser Term lasst sich mit etwas Rumrechnerei vereinfachen zu

B(max(X1, Xa, X3)) — G + 4(n—1+1)) n.

Wieder zeigt sich, dass etwa 3/4 (und ein klein wenig mehr) der Fehler im
Durchschnitt in einem Durchgang gefunden werden. Und wenn man diese
kleine Abweichung von den 3/4 ignoriert, kann man auch die gleiche Ar-
gumentation wie bei dem intuitiven Losungsansatz verwenden und kommt
letztendlich auf 10 verbleibende Fehler. Wenn man die kleine Abweichung
mit einrechnen will, dann wird die Bildung des Erwartungswertes iiber 3
Durchgénge deutlich komplizierter, weil man dann alle Kombinationen von
gefundenen Fehlern iiber 3 Runden beriicksichtigen muss.
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10 Pulse

Autor: Alexander Mielke

Unread wishes:

49,391.682

—_

e i
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10.1 Aufgabe

Auch die Weiterleitung und Verarbeitung von Weihnachtswiinschen geschieht
mittlerweile via optischer Datenleitungen, da aufgrund der Lénge mancher
Waunschlisten gigantische Datenmengen anfallen. Zur digitalen Dateniibertra-
gung wird fiir jedes 1-Bit ein optischer Puls der Form P(¢) durch die Daten-
leitung geschickt. Fiir ein 0-Bit wird nichts geschickt. Die Absténde der Pulse
ist die Taktzeit 7. Zur Ubermittlung der Bitsequenz ..., b_s,b_1, by, b1, ba, bs, ...
mit b; € {0,1} wird also das Signal

ft) =+ b1 P(t+17) + bo P(t+07) + by P(t—17) + by P(t—27) + - - - + e(t)

verschickt, wobei e(t) ein Rauschterm ist, von dem nur bekannt ist, dass
er immer zwischen —0,2 und +0, 2 liegt. Wie gesagt, die Wunschlisten und
somit auch die Signale kénnen beliebig lang sein.

5 0 S

Urspriinglich verwendete die Dateniibertragung die Taktfrequenz 7 = 2 und
den schnell abklingen GauB-Puls P(t) = e™**. Als der Computer im Sommer
frisch installiert werden musste und kein 10 DM-Schein (der bekanntlich die
Formel der Gauf’schen Glockenkurve enthélt) zur Hand war, wurde kurzer-
hand die einfachere Pulsfunktion

eingegeben. Hierbei sind alle Zeiteinheiten in Pikosekunden angegeben.
Nun ist noch die Taktfrequenz so festzulegen, dass die Bit-Rate moglichst
hoch wird. Natiirlich muss das Signal noch eine eindeutige Unterscheidung
zwischen den Bit-Informationen zulassen. Das bedeutet, dass ein Wert
f(kT) < 0,5 eindeutig zum Wert b, = 0 korrespondiert und f(k7) > 0,5
eindeutig zum Wert b, = 1 korrespondiert.

Welche der unten angegebenen Bit-Raten ist die beste, die unter den gege-
benen Bedingungen erreicht werden kann?
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26000 Megabit/sec
58000 Megabit /sec
141 Gigabit/sec
196 Gigabit/sec
260 Gigabit/sec
299 Gigabit /sec
311 Gigabit/sec
420 Gigabit/sec
502 Gigabit/sec
10. 650 Gigabit/sec
Hinweis:
Es reicht aus, gewisse Terme gut genug abzuschétzen und einen Taschenrech-
ner einzusetzen.
Probleme mit der Kausalitdt treten auch nicht auf!

© ® N O W

Das MATHEON-Projekt D14 Nichtlokale und nichtlineare Effekte in der Fase-
roptik beschéftigt sich mit der Pulsausbreitung in Fasern. Es gilt Pulsformen
zu finden, die einerseits iiber lange Strecken stabil laufen und die anderseits
schnell abklingen, um eine hohe Bit-Rate erzielen zu kénnen.
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10.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 7: 311 Gigabit/sec

A. Offensichtlich wird ein Bit b, = 1 immer als “1” erkannt, da b, = 1
stets f(k7) > 0,8 > 0,5 impliziert, denn es gilt

f@#):\f£;+§:wa«n—kﬁ)+Egzlz(L&

=1 n#k >0 >-0,2
Dabei ist 7 noch beliebig.

B. Fir das Erkennen der Null wird es schwieriger. In einer Sequenz [1,0, 1]
storen die lang auslaufenden Seiten der Einsen die Null. Die benach-
barten Impulse miissen also weit genug entfernt sein, damit die Null
auch als solche erkannt wird. Allerdings sind nicht nur die direkten
Nachbarn von Interesse, sondern im schlimmsten Fall soll auch eine Se-
quenz der Form [...,1,1,0,1,1,...] korrekt erkannt werden. Es muss
also gelten f(k7) < 0,5 gelten, wobei die b, € {0;1} fiir n # k und
e(kt) € [—0,2;0,2] beliebig sein diirfen. Zur Vereinfachung setzen wir
k =0, dann folgt

ﬂm—0+-2:1+kﬁ +§:1+ - +0,2<0,5.

Nutzen wir jetzt aus, dass die Vorzeichen beim Quadrieren verschwin-
den, ergibt sich

2}3 v - +0,2<0,5
k=1

)—l

beziehungsweise

<0,15.

Eﬁg

1
ey

M

1

C. Die maximale Bitrate erreicht man, wenn man gerade den Grenzfall

=0,15

WE

T+ (ke

i
I
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betrachtet. Es ist jetzt mit Schulmitteln ziemlich schwer, den genauen
Wert der unendlichen Summe zu berechnen, aber man kann ihn recht
einfach eingrenzen. Offensichtlich gilt ja

1 [o¢]
<
14—7’2 1+47'2 ;1—1—

und die Forderung

1 1
<0,15
T+72 114 =

fithrt auf die biquadratische Ungleichung
0,607% — 4,257 — 1,85 > 0.

Die l&sst sich mit den Mitteln fiir quadratische Gleichungen leicht 16sen
und liefert 7 > 2, 7377.

Eine obere Schranke fiir 7 lasst sich finden, indem wir die unendliche
Summe nach oben abschétzen. Es gilt

Es gilt also

> 1 1 <1
<_ R
;1+(k:7)2 72;k2

Die rechte unendliche Summe konvergiert ziemlich schnell gegen etwa
1,65. Viele gute Tafelwerke geben sie auch direkt an

d 1

Dann folgt mit 0,15 < 6%22 dass 7 < 3,3115. Man kann sogar noch

etwas genauer werden und abschétzen

o 1 1 1 1
> 1+ (k)2 < Fe=ta > =)
k=1 k=2
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Dann folgt mit 0,15 < H% + }2 (%2 — 1) wieder iiber eine biquadra-
tische Ungleichung

0,157% — 1,494972 — 0,6449 < 0,
dass 7 < 3,2219.

Eine Pikosekunde sind 1072 Sekunden. Da pro Zeiteinheit 7, ein Bit
gesendet werden kann, ist die Bit-Rate

B 1 Bit B 102 Bit 1000
7, Pikosekunde 7. Sekunde T,

wobei Gb/s die Abkiirzung von Gigabit pro Sekunde bedeutet. Aus C
folgt B < 365 Gb/s und aus D folgt B > 310 Gb/s Gb/s. Damit bleibt
dann nur als Losung 7 mit 311 Gb/s.

Gb/s,

Tatséchlich ldsst sich die Funktion M(7) = > m mit einigen
k=1

Tricks aus der hoheren Analysis (Uni-Vorlesung) exakt berechnen. Es
gilt die Formel

m Coth(m/7) 1 mit Coth(a) = e +e”
2 T 2

Daraus lasst sich die eindeutige Losung 7, von M(7,) = 0, 15 numerisch
mittels Intervallhalbierung, Newton- oder Sekantenverfahren berech-
nen. Es ergibt sich 7, = 3.21333 ..., was einer Bit-Rate von B ~ 311.2...
Gb/s entspricht. Die obere Schranke aus D war also bereits sehr nah
an der Losung dran.

M(r) =

e e—oz'

Alternativ kann man eine obere Schranke fiir 7, auch durch geschicktes
Probieren erhalten. Wir zeigen M (10/3) < 0.15, also gilt 7. < 3.334.
Wir schétzen die unendliche Reihe M (7) nach oben ab, indem wir fiir
m > n den Term —=— durch die groSere Zahl i L L

1+m272 m—1)72  (m—1)72
mng ersetzen. Damit gilt
1 1 S 1
M(T) = 1472 +oet 14+(n—1)272 + Z 14+m?272
m=

)

1 1 1 1 1
m=n

1 1
Tzttt I+(n—1)272 + (n—1)72"

68



Hierbei haben wir verwendet, dass die unendliche Reihe in der mittle-
ren Reihe eine Teleskop-Summe ist, d.h. positive und negative Terme
kiirzen sich weg, so dass nur der erste Term ﬁ iibrig bleibt.

Wir setzen nun 7 = 10/3 und n = 3 ein und erhalten

9 9 9
M(1 < — 4 — 4+ — =0.14957... 15.
(10/3) < 109 + 109 + 500 0.14957... < 0.15

Wiéhlen wir 7 = 10/3 und n = 4 so wird der Abstand noch klarer:

9 9 9 9
M10/3) < 2+ 2w 2 0 444t <015
(10/3) < 705+ 209 + 509300 <

Numerisch lasst sich M (10/3) = 0.13996... ausrechnen, siehe F.

. Rechnen wir filschlicherweise mit nur einem Nachbarpuls auf beiden
Seiten, so wiirde M ersetzt werden durch die einfachere Funktion P.
Aus der Bedingung P(71) = 0,15 ergibt sich der Wert 7 = 2.3804...,
der einer Bit-Rate By = 420,08... Gb/s entspricht.
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11 Weihnachten findet statt

Autor: Heino Hellwig
Projekt: Z1.1
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11.1 Aufgabe

Die Wichtel streiken in der Weihnachtszeit: sie verlangen mehr Lohn fiir ihre
Nachtschichten und Uberstunden. Der Streikfithrer iiberbringt dem Weih-
nachtsmann das auf die zweite Nachkommastelle gerundete Ergebnis der Ur-
abstimmung: 69,07% der 50 Wichtel haben sich fiir einen Streik ausgespro-
chen. Leider sind die Haushaltskassen des Weihnachtsmannes leer, so dass er
schon daran denkt, Weihnachten 2009 abzusagen. Da stiirzt sein Buchhalter
ins Zimmer: ,, Chef, es handelt sich um eine Wahlfélschung. Mit 50 Wichteln
ist das Ergebnis von 69,07% niemals erreichbar. Durch die Bildung von Me-
dianten (John Farey, 1816) folgt, dass mindestens = Wichtel fiir ein solches
Ergebnis nétig sind.”

Frage: In welchem Bereich befindet sich die Anzahl x?

Antwortmoglichkeiten:
1. 50 < 2 <60
2. 60<2x <70
3. 70 <z <80
4. 80 <x <90
5. 90 <z <100
6. 100 <z <200
7. 200 <z < 300
8. 300 < x <400
9. 400 < x < 500
10. 500 < = <1000

Projektbezug:
Im Projekt Z1.1 werden Seminarkurse zum Thema ,, Mathematische Modellie-
rung® fiir die Sekundarstufe II entwickelt und erprobt. Farey - Folgen spielen
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bei den Modellierungen von Spiralmustern im Pflanzenreich eine wichtige
Rolle.
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11.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 5: 90 < z < 100

Farey beobachtete, dass fiir je zwei teilerfremde Briiche % und 5 mit % < 2
gilt:

a < a+c - c

b b+d 4
wobei als Mediant bezeichnet wird.

Dies kann leicht nachgerechnet werden.

Gesucht ist also eine rationale Zahl z =

Q3

,(p,q € N, p < q) mit kleinstméglichem
¢, fiir die gilt: £ ~ 0,6907.
q

Aus dem auf zwei Stellen gerundeten Wahlergebnis ergibt sich folgende Un-
gleichung;:

0,69065 < z < 0,69075

Eine erste grobe Abschéitzung der Zahl ergibt:

§§Z<% z:%z0,6923
und weiter:

§§Z<% zz%z0,6875

%§Z<% z:%z0,6895

3_8§2<% z:%%0,69047

%sm% z_§%0,6909

%§Z<§ z:g%0,69072
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z= 97 ist also eine Zahl,welche die geforderte Bedingung erfiillt.
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Da die Mindestanzahl von Wichteln gesucht wird, ist noch zu zeigen, dass

zwischen — und — keine weitere Zahl z = L mit g < 97 existiert.

42 97
29 67
Aus e < g < 97 folgt wegen
29 p
— <= 29q < 42 N
2 g q < 42p (p.qg € N)
42p —29¢ > 0 (42p € N und 29q € IN)
42p — 29 > 1 1 ist die erste natiirliche Zahl,
fiir die die Ungleichnug erfiillt sein kann.
wegen
p 67
- < = 97p < 67
T p q
67q¢ —97p > 0
67¢ —97p > 1
also
42p — 29¢ > 1|97
—97p + 67 > 1 |42
4074p — 2813¢q > 97
—4074p + 2814q > 42
q > 137

Schlussfolgerung: ¢ = 97 ist das kleinstmogliche ¢!
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12 Weihnachten in Diffusetien

Autor: Martin Weiser
Projekt: A1l
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12.1 Aufgabe

Im fernen Land Diffusetien wird, wenn Heiligabend der Weihnachtsmann
kommt, traditionell ein Spiel zwischen Kindern und Erwachsenen gespielt,
das in seiner streng befolgten Regelhaftigkeit geradezu ein Ritual ist. Diffu-
setien ist ein zwar sehr geselliges, aber auch kinderreiches Land (jede Familie
besteht aus Eltern und zehn Kindern), und so hat es sich eingebiirgert, dass
angesichts beschrinkter Platzverhéltnisse immer nur drei Familien gemein-
sam Weihnachten feiern.

An Heiligabend also stellen sich alle 36 Familienmitglieder in Form eines
Weihnachtssterns auf, so dafl jeder hochstens 6 Nachbarn hat. Der Weih-
nachtsmann steht in der Mitte und die Eltern an den Spitzen. Der Weih-
nachtsmann bringt einen ganzen Sack voll Zuckerperlen mit, die wéhrend
der Runden des Spiels verteilt werden.

5
:

Abbildung 3: Spielaufstellung. Die blauen Spitzen werden von den Eltern
eingenommen, in der Mitte steht der Weihnachtsmann. Die anderen Kreu-
zungspunkte werden von den Kindern besetzt.

Zu Beginn jeder Spielrunde priift jeder Spieler, auch der Weihnachtsmann,
wie viele Zuckerperlen er selbst hat. Nachdem dies geklart ist, gibt jeder
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Spieler genau ein Zehntel der zuvor festgestellten Anzahl an jeden seiner di-
rekten Nachbarn ab (auch an den Weihnachtsmann, wenn er ein Nachbar ist).
Die Zuckerperlen sind so fein und so viele, dass wir uns nicht mit der Frage
beschéftigen wollen, ob das iiberhaupt geht, ohne Zuckerperlen zu zerteilen.
Die Eltern — stets um die Gesundheit ihrer Sprosslinge besorgt — lassen alle
Stiiffigkeiten, die ihnen in die Hande fallen, sofort verschwinden, und stehen
daher zu Beginn einer jeden Runde ganz ohne Zuckerperlen da. Das Spiel en-
det, sobald die Kinder keine Lust mehr zum Weiterspielen haben. Wéahrend
des Spiels ist der Verzehr von Zuckerperlen natiirlich streng untersagt.

Wie hierzulande auch verbiinden sich die Diffusetier Kinder nur zu gerne ge-
gen ihre Eltern, wenn es Siifligkeiten zu erlangen gilt. Dementsprechend teilen
sie alle Perlen, die sie am Spielende noch haben, briiderlich und schwesterlich
unter sich auf. Und natiirlich sind sich alle Kinder einig, wann sie die Lust
am Spiel verlieren — namlich nachdem sie das erste Mal insgesamt weniger
SiiBigkeiten haben, als in der Vorrunde.

Wie viele Runden werden gespielt?

Antwortmoglichkeiten:

1. Das Spiel kommt gar nicht erst in Gang.
2.1

3. 2

7. 11
8. 13
9. 17

10. Das héngt von der Anzahl der Zuckerperlen beim Weihnachtsmann ab.
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Projektbezug:

Das Diffusetier Weihnachtsspiel ist ein zwar einfaches, aber recht treffendes
Modell fiir zeitabhéngige Diffusionsprozesse, wie sie in vielen Anwendungs-
problemen in Form partieller Differentialgleichungen auftreten. Insbesondere
lasst sich so auch die Warmeleitung beschreiben, was in den Projekten Al,
C9 und F9 eine wichtige Rolle spielt. Auch die Art der Zuckerperlenverteilung
dhnelt einem wichtigen Baustein der Simulation von Diffusionsprozessen.
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12.2 Losung

Richtige Losung: Antwort 6: 7 Runden

Offenbar ist die Spielsituation sehr symmetrisch. So haben alle Kinder direkt
neben dem Weihnachtsmann stets die gleiche Menge Zuckerperlen. Aufgrund
der Symmetrie geniigt es, die in Abbildung 4 numerierten Spieler zu betrach-
ten. Das lafit sich auch so auffassen, dafl es auf dem Spielfeld nur fiinf ver-
schiedene dquivalenzklassen von Spielern gibt. Diese Vereinfachung reduziert
die Anzahl der zu betrachtenden Unbekannten schon mal von 30 auf 5. In

<
LSS

<

S

Abbildung 4: Zu betrachtende Mitspieler und ihre Numerierung.

BN

Runde ¢ dndert sich die Zuckerperlenmenge ai der Spieler k, k = 1,...,5
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gemaf

7 7 6 7 6 7

ait' =al 1—Oa1 + 1—0a2

ab™t =al — iai + iai + iai + zai
272 102 10t 1007® 101
i i 5 I 2 2

att =4 Gai+2ai+ ai+2ai
4T 10t 10?10 10
i+1 i 2 I I

Dabei wird berticksichtigt, dass jeder Spieler einerseits an seine Nachbarn
etwas abgeben muss, gleichzeitig aber auch wieder etwas erhélt. (Die hoch-
gestellten Zahlen geben den Rundenindex an und sind keine Potenzen!) Aus-
gehend von diesem Schritt kann man unterschiedlich weiterrechnen. Ohne
Hilfsmittel aus der Linearen Algebra kommt man um das Rechnen nicht her-
um. Mit nur 5 Unbekannten ist das aber noch iiberschaubar. Was noch zu
betrachten ist, ist der Anteil an Zuckerperlen, der bei den Kindern ist. Dieser
ist in Runde ¢ durch z* = 6ab + 6a} + 6a} + 12a; gegeben, weil der Weih-
nachtsmannanteil a! ja nicht mit zu zihlen ist. Nimmt man an, dass der
Zuckerperlenanteil zu Beginn beim Weihnachtsmann 1 und iiberall sonst 0
ist, dann ergibt sich in den nachfolgenden Runden das Folgende.

[ RundeiffO[ 1 | 2 [ 3 [ 4 [ 5 | 6 [ 7 |
aj 1]0,4]0,22]0,148 [ 0,1114 | 0,08950 [ 0,074992 | 0,0647482
ab 0[0,1]0,10 [ 0,087 [ 0,0749 | 0,06532 | 0,057919 | 0,0521727
al 0]0,0]0,01 0,019 [ 0,0248 | 0,02805 | 0,029681 | 0,0303510
aj 0]0,0]0,02 0,030 [ 0,0338 | 0,03486 | 0,034770 | 0,0341926
aj 0]0,0]0,00 [ 0,003 [ 0,0070 | 0,01076 | 0,013823 | 0,0161212

0

0,6 | 0,78 | 0,852 | 0,8850 | 0,89850 | 0,900096 | 0,8937522

Leicht erkennt man, dass in Runde 6 das Maximum von etwas mehr al 90%
erreicht wird und die Kinder in Runde 7 erstmalig weniger Zuckerperlen be-
kommen und mit dem Spiel aufhéren.
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Mit wahrscheinlich nicht in der Schule vermittelten Methoden aus der Linea-
ren Algebra kénnen wir die Losung deutlich eleganter erhalten.

Die Spielvorschrift in jeder Runde (1) 148t sich als Matrix-Vektor-Multiplikation
a"t = (I + 5A)a’ schreiben. Dabei ist I die Einheitsmatrix und

-6 6
1 -4 1 2
A= 1 -5 2 2
2 2 -6 2

1 1 =3

Sehen wir uns die Eigenwerte und Eigenvektoren der Iterationsmatrix M =
I+ 1_10A genauer an. Es gilt MV = VA mit der Diagonalmatrix A = diag(\)
der Eigenwerte

A =[0.96922,0.74028,0.15224,0.46108, 0.27719]

und der invertierbaren Eigenvektormatrix

0.522371 0.803478  0.837463 —0.810660 —0.838144
0.495574  0.455674 —0.345820 —0.082526 0.171561
V = 10430123 —0.126608 —0.102554 0.442500 —0.391913
0.438632 —0.018833 0.406771  0.241403  0.338117
0.322693 —0.361109 —0.055538 —0.286248 0.012723

Wiihlen wir fiir @’ die Darstellung a’ = V' mit einem passenden Koeffizien-
tenvektor b, so gilt offenbar Vbit! = ¢’ = Ma® = MV = VAb. Rekursiv
gilt daher a* = VA’ = VA'V~1aP.

Zu Beginn gilt a{ = 1 und a = 0 fiir k£ > 1. Die nach Runde ¢ im Besitz der
Kinder befindliche Zuckerperlenmenge ist z* = [0, 6,6, 6, 12]a’. Definieren wir

1 =10,6,6,6,12]V = [12.05829, —2.47191, —0.91608, 0.17328, 0.85927]
und
r =V 1a" = [0.099302, 0.226045, 0.333414, —0.252875, —0.336802] ",

so erhalten wir

5
2= IAr = Z lkrk)\;g,
k=1
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woraus sich einfach berechnen 148t, dal die Kinder nach 6 Spielrunden mit
gut 90% den maximalen Zuckerperlenanteil ihr eigen nennen und nach der
7. Runde aufhéren.
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13 Die Sache mit dem Pfosten

Autor: Falk Ebert
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13.1 Aufgabe

Eisfufiball - da kann der Weihnachtsmann nur lachen. Diese Sportart wird
von seinen Wichteln seit Generationen praktiziert. Deutschland als Neuling
in dieser Disziplin spielt ja noch auf kleine Eishockey-Tore. In Spitzbergen
und nordlich davon wird aber auf normale rechteckige Fufiballtore geschossen.
Diese sind bis zur Querlatte 2,44 m hoch und sie haben innen eine Breite
von 7,32 m. Die Pfosten und die Querlatte sind Zylinder aus Aluminium
mit einem Durchmesser von 12 ¢m. Gespielt wird mit kélteunempfindlichen
Ballen aus synthetischem Rentierleder mit einem Umfang von 70 cm.

Auch nordlich des Polarkreises gilt: ,,Das Runde muss ins Eckige!“. Was
passiert aber, wenn das Runde ans Eckige geht? Genauer: wie hoch ist die
Wahrscheinlichkeit, dass ein Ball, der an den Pfosten oder die Querlatte geht,
doch noch im Tor landet?

Fiir alle Schlaumeier und Querdenker seien die folgenden Hinweise vermerkt:

e Es werden nur Schiisse auf das Tor betrachtet, welche senkrecht zur
Torebene einfallen.

e Es gibt keinerlei bevorzugte Schussbahn. Jede Bahn senkrecht zur Tore-
bene hat die gleiche Wahrscheinlichkeit aufzutreten.

e Die Biille fliegen absolut langweilig geradlinig und haben keinerlei Drall.

e Ein abprallender Ball verhélt sich physikalisch sinnvoll. Das heifit: ,, Ein-
fallswinkel=Reflexionswinkel“. Die Verformung/Eindriickung der Ober-
fliche ist dabei zu vernachlassigen.

e Ein abprallender Ball fithrt dann zu einem Tor, wenn seine weitere
Bewegungsrichtung sowohl weiter hinter die Torlinie geht als auch ins
Innere des Tors.
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Antwortmoglichkeiten:
1.
2.

10.

3%

10%
12%
14%
21%

. 25%

29%

. 38%
. 49%

52%
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13.2 Losung

Richtige Losung: Antwort 4: 14%

Ein kugelférmiger Ball mit einem Umfang von 0,7m hat einen Radius von
0,7m/(2m) ~ 0,11 m. Das heiit, dass der Mittelpunkt des Balls sich dem
Pfosten auf 11 ¢m nédhern muss, sonst kommt es nicht zu einem Pfostentref-
fer. Ein Ball, der sich in der Torebene mehr als 11 em vom Pfosten befindet,
fliegt also entweder vorbei oder ins Tor, ohne zu touchieren. Dieser Fall in-
teressiert uns bei der Aufgabenstellung aber nicht.

Ein weiterer Aspekt ist, dass der Mittelpunkt des Balles sich natiirlich auch
mindestens 11 ¢m tiber dem Boden befinden muss (wenn wir mal ausschlie-
Ben, dass er Furchen in den Rasen zieht). Die mogliche Fliche in der Tore-
bene, in der es zu einem Zusammenstof3 von Tor und Ball kommt, ist in der
folgenden Graphik schraffiert dargestellt.
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Latten—/Pfostentreffer

B Tortreffer

Darin rot eingezeichnet ist auch der Bereich, in dem der Ball den Pfosten/die
Querlatte weit genug innen trifft, so dass er ins Innere des Tors abprallt. Um
die Breite des roten Bereichs zu bestimmen, werfen wir eine Blick auf die
folgende Graphik.
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Grenzfall: Abprall zur Seite

\ /

Abprall nach vorn

Pfosten

@ Abprall ins Tor

Hier sind 3 mogliche Félle angedeutet, wie der Ball auf den zylindrischen
Pfosten auftreffen kann. Wenn der Ball zu sehr mittig auf den Pfosten trifft,
prallt er in die Richtung zuriick, aus der er kam (Fall links oben). Nur wenn er
weit genug seitlich auftrifft, geht die Flugbahn weiter ins Innere des Tors (Fall
links unten). Der Grenzfall ist der, in dem der Ball im rechten Winkel zur Ein-
fallsrichtung abprallt. Dies tritt genau dann ein, wenn die Beriithrungsebene
zwischen Ball und Pfosten einen Winkel von 45 Grad gegeniiber der Einfalls-
richtung hat. Die rot eingezeichnete Strecke s ist die Entfernung zwischen
der Position, in der der Ball gerade noch den Pfosten beriihren wiirde und
der Position, in der es zu einem rechtwinkligen Abprallen kommt. Bestimmt
wird s mit

s = (11em 4+ 6em) — cos(45°) (11 em + 6 cm) =~ 5 em.

88



Was jetzt noch bleibt, ist die rot schraffierte Flache Ar,,. zur gesamten schraf-
fierten Flache Arycffer ins Verhdltnis zu setzen.

Afvepper = (7,32m +2-0,12m +2-0,11m) - (2,44m + 0,12m)

duBleres begrenzendes Rechteck

—(7,32m —2-0,11m) - (2,44m — 2- 0, 11m)

(.

~~
inneres begrenzendes Rechteck

—2.(0,11m)? + 2% (0, 11m)?

v~
abgerundete Ecken

4,15m?,
Arer = (7,32m —2-0,11m +2-0,05m) - (2,44m — 2 -0, 11m + 0,05m)

-~

Q

duBleres begrenzendes Rechteck der roten Fliche

—(7,32m —2-0,11m) - (2,44m — 2 -0, 11m)

inneres begrenzendes Rechteck der roten Fliche

~ 0,58m?.

Und Aror/Arreffer = 14%. Eine Rechnung mit hoherer Genauigkeit der Zwi-
schenergebnisse dndert das letztendliche Resultat nur unwesentlich.
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14 Der bose Kobold

Autor: Alexander Weifl
Projekt: E1

Jungs! Im Ernst...
Wer zum Geier war das?!
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14.1 Aufgabe

Der Weihnachtsmann will dieses Jahr hart durchgreifen. Kinder, die sich im
Laufe des Jahres schlecht benommen haben, sollen keine Geschenke kriegen.
Um zu ermitteln, welche Kinder dies betrifft, hat der Weihnachtsmann iiber
das Benehmen eines jeden Kindes eine Akte angelegt und nun zehn Elfen da-
mit beauftragt zu entscheiden, welche Kinder zu bose waren, um Geschenke
zu bekommen.

Die zehn Elfen teilen die Aktenberge gleichméflig unter sich auf. Vor lauter
Eifer bemerkt aber keiner, dass der zehnte Elf in Wahrheit ein béser Kobold
ist, der es am liebsten hétte, wenn gar kein Kind Geschenke kriegen wiirde.
Daher erklédrt er alle Kinder, deren Akten er zu bearbeiten hat, fiir bose.
Erst nachdem der Weihnachtsmann von seiner Bescherungstour zuriick ist,
erfahrt er vom Saboteur, den die restlichen Elfen inzwischen entdeckt und
iiberwéltigt haben. Unter der Drohung, dass es nie wieder Geschenke fiir ihn
geben konnte, wenn er nicht kooperativ sei, gesteht der Kobold schlielich
seine perfide Tat.

Dem Weihnachtsmann bleibt nur noch, den Rechenelf darum zu bitten aus-
zurechnen, wieviel Prozent aller Kinder, die nun keine Geschenke bekommen
haben, eigentlich welche verdient hiatten. Dabei kann man davon ausgehen,
dass im Allgemeinen zwei Prozent aller Kinder nicht brav genug fiir Geschen-
ke sind.

Auf welche (gerundete) Zahl kommt der Rechenelf?

Antwortmoglichkeiten:

L. 1%
2. 2%
3. 9%
4. 10 %
20 %
37 %
62 %
7%

ot

S B
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9. 83 %
10. 98 %

Projektbezug:

Die Preise vieler Giiter werden heutzutage durch Angebot und Nachfrage be-
stimmt. Diese Preisermittlung ist allerdings auch fiir Spekulanten attraktiv,
die nicht am Gut selbst interessiert sind, sondern darauf spekulieren, dass
Schwankungen in Angebot und Nachfrage zu Preisbewegungen fiihren, die es
ihnen erméglichen, die Giiter mit Gewinn weiterzuhandeln. Mit ihrem Han-
del erzeugen Spekulanten allerdings selbst Preisbewegungen und die daraus
resultierenden zeitlichen Preisverldufe sind von grofler statistischer Komple-
xitat.

Im Projekt E1 simulieren wir Handelsmérkte und versuchen, statistische
Merkmale, die aus realen Preisverlaufen gewonnen wurden, durch das Verhal-
ten der Handelsakteure zu erkliaren. Hierzu ist es natiirlich zuallerst wichtig
zu kldaren, welche statistischen Merkmale es gibt. Die Aufgabe verdeutlicht,
dass man bei statistischen Untersuchungen immer gréfite Sorgfalt walten las-
sen muss, da die Ergebnisse nicht unbedingt intuitiv sein miissen.
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14.2 Losung
Richtige Lésung: Antwort 9: 83%

Die Aufgabe ist typisch fiir die Bayessche Statistik. Zwei Prozent der Kinder
sind tatsdchlich bose und werden von den neun Elfen als auch vom Kobold
als bose deklariert. Andererseits sind 98 Prozent der Kinder lieb, allerdings
haben davon zehn Prozent der Kinder das Pech, vom Kobold auch als bése
eingestuft zu werden. Der Anteil der eigentlich lieben Kinder, die aber als
ungezogen eingestuft wurden, in Bezug auf alle als bose eingestuften Kinder

ist also einfach:
0,098

0~ 0,83,
0,098 +0,02

d.h. ca. 83% der vom bosen Kobold eingeordneten Kinder wurden falsch
eingestuft.
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15 Der verzwickte Baustein

Autoren: Ingmar Lehmann, Elke Warmuth
Projekt: 71.2
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15.1 Aufgabe

In der Geschenkemanufaktur des Weihnachtsmannes wird jedes Jahr ange-
strengt iiber neue Geschenke nachgedacht.

Traditio, einer der dltesten Geschenke-Entwickler, besinnt sich auf die gu-
ten alten Holzbauklotze, die schon in Vergessenheit geraten sind. Er will die
Klotze so herstellen, dass man aus ihnen geometrische Grundkérper zusam-
menstellen kann. Ein Satz an Bausteinen soll wie folgt hergestellt werden:
Eine gerade Pyramide mit rechteckiger Grundfliche soll durch einen ebe-
nen Schnitt durch eine Grundkante in zwei inhaltsgleiche Teilkérper zerlegt
werden:

Gesucht ist das Verhiltnis, in dem der Punkt E die Strecke AS teilt.
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Antwortmoglichkeiten:

1. AE:%A_S

- 1 —

2. AE=—- AS
3

- 1 —

3. AE = - AS
4

- 1 —

__ 3 __

6. AE ~0,3820- AS
7. Es gibt kein eindeutiges ¢, so dass gilt AE = ¢- AS

8. AE ~0,7071- A

n

9. AFE ~0,8660 - AS

n

10. AE ~1,2990 - AS
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15.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 6: AE ~ 0,3820 - AS

Die Streckenlingen von AD, AB, AS bzw. K S seien a, b, bzw. h. Dann gibt
es ein ¢ mit 0 < ¢ < 1, so dass

LS=q-h, FEH=q-a, AE=DH = (1 —q)l.

Weiterhin gilt nach dem Satz des Pythagoras:

2
n2 (x/a2 —|—62) _ 2

2

Dies vereinfacht sich zu 4h% +0? = 41> —a* ().

Der untere Teilkorper ABC'DE H wird zerlegt in die schiefe Pyramide BCDH
mit der Spitze H und die schiefe Pyramide ADH E B mit der Spitze B. Wir
berechnen zunéchst die Volumina dieser beiden Pyramiden:

Pyramide BCDH: Die Grundfliche ist das Dreieck BC'D mit dem Fléche-
ninhalt 2, die Héhe KL hat die Lénge (1 — ¢)h. Somit betréigt ihr Volumen
lab

——(1—q)h.

35 1—4a)

Pyramide ADH EB: Die Grundflache ist das Trapez ADHFE mit der Hohe
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412 — a? 1
hi=(1- Q)Ta und dem Flacheninhalt hy a % . Die Hohe der Py-

ramide ist gleich dem Abstand des Punktes B von der durch A, D und H
aufgespannten Ebene . Um diesen Abstand zu bestimmen, legen wir ein
rechtwinkliges xyz-Koordinatensystem so, dass der Ursprung der Punkt D

ist, die Richtung der 9[:—Ach$> durch den Vektor DA und die Richtung der
y-Achse durch den Vektor DC' bestimmt wird. Der Punkt_S) hat die_) Koor-
dinaten S(%|2|h). Die Ebene ¢ wird durch die Vektoren DA und DS auf-

0

gespannt. Ein Normalenvektor zu e ist der Vektor 77 = —2h |. Damit
b

kénnen wir den Abstand d(B,e) von B zu ¢ mit Hilfe der Hesseschen Nor-

2hb
VAR + 02

malform der Ebenengleichung bestimmen und erhalten d(B, e) =

Somit betragt das Volumen der Pyramide

1 qg+1 2hd
— a
3T 2 Azt

bzw. nach Ersetzen von h

lﬂ_quP—ﬁaq+1 2hb
3 2 2 4Ah2 + b2

Dieser Ausdruck kann — unter anderem wegen (*) — vereinfacht werden zu:

11— ¢?
3 2

Wir addieren die beiden Volumina und erhalten fiir das Volumen des unteren
Teilkorpers

abh.

1ab 11—¢2
Z7(1 — -
3o - dht 53—

1
abh = 6(2 —q — ¢*)abh.

Da dieses Volumen gerade halb so groff wie das Volumen des ganzen Korpers
sein soll, erhalten wir die Bedingung

1 11
~(2 — g — q*)abh = = ~abh.
6( q — q°)abh 23abh
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—1++5

Diese ist dquivalent zu ¢? +¢ — 1 = 0 und die positive Losung q; = 5

1++5
9

dieser Gleichung fiihrt zu dem Verhéltnis SE : EA = , was den

Goldenen Schnitt bedeutet. Und fiir das gesuchte Langenverhéltnis gilt dann
AE=° ‘2“5,4—5 ~0,3820 - AS.
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16 Weihnachten jetzt noch gerechter: nicht
mehr nur einmal im Jahr!

Autoren: Madeleine Theile, Andreas Wiese
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16.1 Aufgabe

Nach dem vergangenen Weihnachtsfest haben die Weihnachtsménner fest-
gestellt, dass wieder alle Kinder auf der Welt Geschenke bekommen haben,
obwohl nicht alle gleich artig gewesen sind. Es gab Fille, dass solche Kin-
der, die das ganze Jahr iiber ungezogen waren, trotzdem tolle Geschenke wie
eine grole Autorennbahn bekommen hatten. Und noch viel mehr drgerte es
die Weihnachtsménner, dass sich viele gar nicht fiir ihre Geschenke bedankt
haben. Die ganz dreisten unter den Kindern haben ihre tollen Sachen sogar
gleich am néchsten Tag bei eBay verkauft!

Doch damit ist jetzt Schluss! Um fiir mehr Gerechtigkeit zu sorgen, iiberlegen
sich die Weihnachtsménner, dass ab dem 01. Januar 2010 Weihnachten nicht
mehr genau alle 365 Tage am 24. Dezember stattfinden soll. Vielmehr soll der
Turnus in jedem Land davon abhingen, wie artig die dortigen Kinder sind.
Die Kinder in Chaoslandia sind meistens sehr artig, deswegen findet Weih-
nachten dort ab jetzt alle 146 Tage statt. Die Kinder in Ganzbosland sind
nicht besonders nett, daher d&ndert sich fiir sie nichts, sie bekommen weiterhin
nur alle 365 Tage Geschenke. In Immernettseiland gibt es die freundlichsten
Kinder, sie besucht der Weihnachtsmann alle 52 Tage. Streichspielhausen
wird alle 208 Tage beschenkt, die Kinder in Angeberlandia diirfen sich dop-
pelt so h&ufig, ndmlich alle 104 Tage, freuen. Liittland wird alle 255 Tage
beschenkt, in Wirrland muss man 231 Tage auf das néchste Weihnachten
warten. Australopolis hat es da besser, hier gibt es schon nach jeweils 208
Tagen neue Geschenke. In Seltenbravland schliefflich ist es nach jeweils 270
Tagen wieder soweit. (Nur zum Sicherstellen: Alle  Tage heifit, dass Weih-
nachten an einem Tag stattfindet und dann an z — 1 Tagen nicht, bevor
wieder Weihnachten gefeiert wird.)

Bisher war jeder Weihnachtsmann fiir genau ein Land verantwortlich, wo er
zwischen einem und zwei Tagen benotigt hat, um die Geschenke an alle Kin-
der zu verteilen. Nun haben die Weihnachtsménner aber festgestellt, dass
durch den neuen Rhythmus gar nicht mehr so viele von ihnen gebraucht wer-
den, so dass die nicht benotigten Weihnachtsménner auf eine neue Aufgabe
als Weihnachtswichtel oder Osterhase umschulen kénnen. Jeder noch aktive
Weihnachtsmann beliefert damit eventuell in Zukunft mehr als nur ein Land
- aber es bleibt dabei, dass sich kein Weihnachtsmann die Belieferung eines
Landes mit einem anderen Weihnachtsmann teilt oder sich dabei abwechselt.
Auch zukiinftig muss also der ausliefernde Weihnachtsmann einen Tag ein-
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planen, um die Kinder von Chaoslandia oder Liittland zu beschenken. Fiir
Ganzbosland sind zwei Tage notwendig, weil dort mehr Kinder leben. Auch
in Immernettseiland nimmt sich der Weihnachtsmann viel Zeit und kommt
ebenso wie in Streichspielhausen, Angeberlandia, Wirrland, Seltenbravland
und Australopolis auf zwei Tage Auslieferzeit.

Nun wollen die Weihnachtsméanner noch festlegen, wie viele von ihnen nach
dem 01. Januar 2010 noch im Dienst bleiben miissen, damit an jedem Weih-
nachten fiir jedes Land ein Weihnachtsmann verfiigbar ist, der alle Kinder
mit Geschenken versorgt. Der Tag, an dem zum ersten Mal das neue Weih-
nachten stattfinden soll kann noch gewéhlt werden. Er sollte aber innerhalb
der neuen Weichnachtsabstandszeit ab dem 01. Januar 2010 stattfinden (in
Immernettseiland also innerhalb der ersten 52 Tage).

Wie viele Weihnachtsménner erfordert die neue Regelung mindestens?
Antwortmoglichkeiten:
1. Aufgabe nicht 16sbar
2. Neun Weihnachtsméanner
3. Acht Weihnachtsménner
4. Sieben Weihnachtsménner
5. Sechs Weihnachtsménner
6. Fiinf Weihnachtsménner
7. Vier Weihnachtsménner
8. Drei Weihnachtsménner
9. Zwei Weihnachtsméanner

10. Ein Weihnachtsmann
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HINWEIS:

Es ist hilfreich, zuerst einmal herauszufinden, wie viele Weihnachtsménner
benétigt werden, wenn die Kinder so nett waren, dass in den Landern z.B. alle
2, 3, 4, 5 oder 8 Tage Weihnachten stattfindet und die Auslieferzeit jeweils
einen Tag betragt.

Als Beispiel kann man zwei (nicht in der Aufgabe betrachtete) Lander mit
einem Turnus von drei und acht Tagen heraus. Die beiden Lénder miissen
von zwei unterschiedlichen Weihnachtsménnern beliefert werden, weil sonst
nach spétestens 24 Tagen Weihnachten in beiden Léndern auf denselben Tag
fallt. Auch das Verschieben der Startzeit in einem der beiden Léander fiihrt
auf jeden Fall dazu, dass frither oder spéter in beiden Landern gleichzeitig
Weihnachten stattfindet.

Fiir die zwei Lander mit einem Turnus von zwei und acht Tagen reicht insge-
samt ein Weihnachtsmann aus. Fiir das erste Land wird der Starttermin fiir
das neue Weihnachten auf den zweiten Tag gesetzt, im zweiten Land findet
das erste neue Weihnachten schon am ersten Tag statt.

Schalttage sind iibrigens immer frei und kénnen bei der Weihnachtsberech-
nung getrost ignoriert werden.
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16.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 7: 4 Weihnachtsménner

Da die Aufgabenstellung aus dem periodic real-time scheduling stammt, wer-
den im folgenden die Weihnachten als Jobs bezeichnet und die Anzahl von
Tagen, nach denen sich Weihnachten in einem Land wiederholt, als Periode.
Die Auslieferdauer heiffit Bearbeitungszeit und die Belieferung durch einen
Weihnachtsmann wird als Bearbeitung auf einer Maschine bezeichnet.

Als Voriiberlegung versuchen wir einmal zwei Jobs mit Periodenléingen 4 und
5 von einer Maschine bearbeiten zu lassen und wéhlen den ersten und den
zweiten Tag als Starttage:

A B A B A B A AB

Das geht schief, am 17. Tag miissten beide Jobs gleichzeitig ausgefiihrt wer-
den. Auch wenn man die Offsets (die ersten festzulegenden Starttage) dndert,
wird es immer einen Tag geben, an dem beide Jobs gleichzeitig ausgefiihrt
werden miissten. Das liegt daran, dass der grofite gemeinsame Teiler (ggT)
von 4 und 5 gerade 1 ist.

Im Allgemeinen gilt, dass zwei Jobs mit Periodendngen p4 und pg auf jeden
Fall irgendwann kollidieren, wenn der grofite gemeinsame Teiler (ggT') der
Periodenldngen 1 ist (also ggt (pa, pg) = 1). Das sieht man so ein: Wir gehen
davon aus, dass Job A zum ersten Mal an Tag 04 und Job B zum ersten Mal
an Tag op startet. Dann gibt es laut dem chinesischen Restklassensatz eine
Zahl x mit

T =04 mod py

und

r = og mod ppg

Das ist dquivalent dazu, dass es natiirliche Zahlen k4 und kg gibt, sodass
ka-pa+oa=2x=kp-pp+op gilt. Das bedeutet wiederum, dass die k4-te
Ausfithrung von Job 1 mit der kp-ten Ausfithrung von Job 2 kollidiert.

Es ist also offenbar eine gute Idee, die Jobs so zu gruppieren, dass der ggT der
Periodenlangen moglichst grof ist. Im folgenden Beispiel hat Job A die Peri-
ode 4, Job B hat die Periode 6, und beide Jobs haben eine Bearbeitungsdauer
von jeweils 1.
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[afel [ [al [ odaf [0 [afel oL [ olaf [ 1]

Das funktioniert und im Bild sieht man, dass sich nach dem Zeitpunkt 12 =
kgV (4,6) der Ablauf der ersten zwolf Tage wiederholt.

Was passiert nun, wenn die Jobs nicht alle eine Bearbeitungszeit von einem
Tag haben, sondern mehr Zeit benotigen? Im folgenden Beispiel hat Job A
eine Bearbeitungsdauer von 1 und Job B eine Bearbeitungsdauer von 2 (Pe-
riodenlédngen sind wie oben 4 bzw. 6).

(afolo [al [ [elesf [ 1 [~[el=f [A] [ el [ ]]
([ [ofofal [ ] Jaefel | Jof [ef=faf [ ] [se[>] ||
ool ol [ ] Jefe] [ [a] Jefelaf [ ] =] [ [+]]
ool el [ [elef [ 1 [afefe] o [ [ole] [ ] 4]

Egal wie die Offsets gewidhlt werden (hier sind nur vier der vielen Kombina-
tionen fiir die Offsets angegeben) wird es immer einen Tag geben, an dem
zwei Jobs kollidieren. Das liegt daran, dass der gg'T der Periodenléngen 2
betragt, die Gesamtbearbeitungszeit aber bei 3 Tagen liegt, also echt grofier
ist.

Im Allgemeinen gilt folgendes: Falls die Periodenldngen p4 und pp nicht
teilerfremd sind, dann gibt es eine Losung x wie oben angegeben (und da-
mit einen Kollisionstag) nach dem chinesischen Restklassensatz genau dann,
wenn o4 = op mod ggt (pa, pp) ist. Wenn nun ein Weihnachten zwei Ta-
ge dauert, dann ist das dquivalent dazu, dass es zwei genau hintereinan-
der liegende Offsets bekommt. Wenn im obigen Beispiel also Job B zwei
Tage bendétigt, dann bekommt er die Offsets op und oy zugewiesen. Da
op # 05 brauchen wir also, dass 04 mod ggt (pa,ps), op mod ggt (pa, pg),
und oz mod ggt (pa, pp) paarweise verschieden sind. Das geht aber nur, wenn
ggt (pa,ps) > 3.

Nach diesen Voriiberlegungen wollen wir uns nun die Jobs aus der Aufgabe
anschauen. Die Primfaktorzerlegung der Periodendauern unter Zusammen-
fassung gleicher Primfaktoren lautet wie folgt:
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Chaoslandia 146 = 2 - 73, Dauer 1 Tag
Ganzbosland: 365 = 5 - 73, Dauer 2 Tage
Immernettseiland: 52 = 4 - 13, Dauer 2 Tage
Streichspielhausen: 208 = 16 - 13, Dauer 2 Tage
Angeberlandia: 104 = 8 - 13, Dauer 2 Tage
Liittland: 255 =3 -5 - 17, Dauer 1 Tag
Wirrland: 231 =3 -7 - 11, Dauer 2 Tage
Australopolis: 208 = 16 - 13, Dauer 2 Tage

Seltenbravland: 270 = 2 - 5 - 27, Dauer 2 Tage

Welche Jobs konnen nun bei der Wahl eines geeigneten Offsets zur Abarbei-
tung durch einen Weihnachtsmann zusammen gruppiert werden, ohne jemals
eine Kollision zu verursachen?

Die Jobs Chaoslandia und Ganzbdosland kénnen zusammen gruppiert
werden, indem Chaoslandia zum ersten Mal am 1. Januar (Offset o4 =
0) und Ganzbosland zum ersten Mal am 2. und 3. Januar (Offsets
op = 1 und o5 = 2) Weihnachten feiert. Warum klappt das? Falls es
einen Tag z gidbe, an dem z.B. der erste Ausfithrungstag von Job B
mit Job A zusammenfallen wiirde, dann wiirde gelten:

04+ ka-pa=x=o0p+kp- pp

fiir passende natiirliche Zahlen k; und ko und deswegen

oA+ ky-pamodT73 =0y =o0p=o0p+kpg-pgmod73

Da o4 # op kann das aber nicht passieren, weswegen so ein Tag x nicht
existiert.
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e Die Jobs Immernettseiland, Streichspielhausen, Angeberlandia und Aus-
tralopolis konnen zusammen gruppiert werden, indem Immernettsei-
land am 1. und 2. Januar, Streichspielhausen am 3. und 4. Januar, An-
geberlandia am 5. und 6. Januar und Australopolis am 7. und 8. Januar
zum ersten Mal Weihnachten feiern. Beim ersten neuen Weihnachten
kollidieren sie nicht. Mit gleicher Argumentation wie oben kollidieren
sie aber auch spéter nicht mehr.

e Liittland und Wirrland konnen zusammen gruppiert werden, indem
Liittland am 1. Januar und Wirrland zum ersten Mal am 2. und 3.
Januar Weihnachten feiert.

e Seltenbravland bildet eine eigene Gruppe und feiert am 1. Januar zum
ersten Mal das neue Weihnachten.

Warum kommt man nicht mit weniger Weihnachtsménnern aus?

e In einer optimalen Losung muss Chaoslandia auf irgendeiner Maschine
bearbeitet werden. Der einzige Job, den wir noch auf diese Maschi-
ne hinzugefiigen kénnen, ist Ganzbosland (alle anderen Jobs scheiden
aufgrund der obigen Voriiberlegungen aus). Dies konnen wir wie oben
beschrieben erledigen und anschliefend beide Lander von der weiteren
Betrachtung ausschlieflen.

e In einer optimalen Losung wird Wirrland auf einer Maschine bearbei-
tet. Der Job ist bis auf Liittland teilerfremd zu allen weiteren Jobs.
Liittland kann also wie weiter oben beschrieben noch zur Maschine
hinzugefiigt werden, und die beiden gruppierten Lénder kénnen von
weiterer Betrachtung ausgeschlossen werden.

e In einer optimalen Losung muss Seltenbravland auf einer Maschine
bearbeitet werden. In der verbliebenen Menge von Jobs hat Selten-
bravland einen ggT von 2 mit allen weiteren Jobs. Da Seltenbravland
allein bereits eine Bearbeitungsdauer von zwei Tagen hat, und die Ge-
samtbearbeitungszeit von zwei Jobs auf einer Maschine (nach unseren
Voriiberlegungen) den ggT der beiden Jobs nicht iiberschreiten darf,
muss Seltenbravland einer eigenen Maschine zugewiesen werden, zu der
kein weiterer Job hinzugefiigt werden kann.
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e Damit verbleiben noch Immernettseiland, Steichspielhausen, Angeber-
landia und Australopolis, welche gemeinsam auf einer Maschine bear-
beitet werden konnen. Die Zuweisung mit Offsets funktioniert wie oben
beschrieben.
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17 Ein neues Haus fiir den Weihnachtsmann

Autor: Armin Fiigenschuh
Projekt: B20

h.&. s e ot
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17.1 Aufgabe

Das ganze Jahr iiber ist das Haus des Weihnachtsmannes iiber und iiber voll-
gestellt. Aber jetzt, kurz vor Weihnachten, platzt es aus allen Nahten. Sobald
das letzte Geschenk ausgeliefert ist, mochte sich der Weihnachtsmann endlich
einen neuen Bungalow am Nordpol bauen lassen. Schén gerdumig soll er sein:
eine Kiiche (30 m?), ein Wohnzimmer (60m?), ein Schlafzimmer (40m?), ein
Badezimmer (50 m?), eine Abstellkammer (10 m?), eine Geschenkewerkstatt
(70m?), eine Lagerhalle (80m?) und eine Garage fiir den Schlitten (20m?)
soll das Haus bekommen. Doch, welch ein Graus, die Baumaterialien miissen
von weit her angeliefert werden und sind deshalb horrend teuer! Um das Bud-
get des Weihnachtsmannes nicht zu sprengen, soll das Haus mit moglichst
wenig Material gebaut werden. Seine einzige Vorgabe ist, das Haus auf einem
rechteckigen Grundriss zu erstellen, und alle Zimmer ebenfalls rechteckig an-
zulegen. Die Bauwichtel mochten natiirlich wissen, wie viele Meter dann alle
Innen- und Auflenwénde des Hauses zusammen in etwa haben. (Tiiren und
Fenster konnen dabei vorerst komplett vernachlissigt werden.)

Hinweis: Die korrekte Antwort sollte iiber eine Abschétzung ermittelt wer-
den.

Hier zum Vergleich der bisherige Bungalow des Weihnachtsmannes:

2 ..
10m. - 3m = 30m Auflenwande = 38m
5m - 6m | 5m - 4m Innenwande = 21m
= 30m?* | = 20m” Z = 59m
5m - 2m
= 10m?
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Antwortméglichkeiten (auf zwei Nachkommastellen gerundet):
1. 135, 74m
2. 138,43 m
3. 141,06 m
4. 141,97Tm
5. 152,14 m
6. 154,31 m
7. 157,45m
8. 161,86 m
9. 175, 11m
10. 179,31 m

Projekbezug:

Im MATHEON Projekt B20 arbeiten Wissenschaftler an der Entwicklung von
Computerprogrammen zur numerischen Lésung von gemischt-ganzzahligen
nichtlinearen Optimierungsproblemen. Mit einem solchen Programm kann
man nicht nur dem Weihnachtsmann seinen Wunsch vom Traumhaus moglichst
giinstig erfiillen. Unzédhlige andere Fragestellungen der Industrie gehoren
ebenso in diese Klasse von Optimierungsproblemen. Ein Beispiel, welches
am MATHEON gerade untersucht wird, ist die kostengiinstigste Erweiterung
bestehender Gasnetze, um den kiinftig steigenden Bedarf an Erdgas von den
Lagerstiatten zu den Endverbrauchern leiten zu kénnen.
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17.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 4 141,97m

Zuerst bestimmen wir uns eine eine einfache Formel fiir die gesuchte Lénge.
Wir bezeichnen die Seitenldngen von Raum ¢ mit a; und b;. Dann hat jeder
Raum den Umfang 2(a; + b;). Allerdings wird jede Wandlénge entweder von
einem anderen Raum mitgenutzt oder ist eine Aulenwand. Bezeichnen wir
die AuBlenabmessungen mit a, und b,, dann wird bei der Summe

8
2 Z(ai +b;) + 2(aq + ba)

i=1
jede Wand insgesamt zweimal gezéhlt. Folglich ist

8
L= Z(ai +b;) + (ag + ba)
i=1

die betrachtete Gesamtlange der Wande.

Wir schéitzen den Wert der Optimallosung, d.h. die Gesamtlange aller Wénde,
auf zwei Arten ab. Dazu bezeichnen wir die Flidcheninhalte der Zimmer mit
A =10,A45 =20,...,As = 80.

Als erstes leiten wir eine untere Schranke her, also einen Wert, den auch die
bestmogliche Losung vielleicht annehmen, aber keinesfalls mehr unterschrei-
ten kann. Unter der Vorgabe, dass das Haus rechtwinklige Wéande haben soll,
wiire eine Losung dann unschlagbar, wenn alle Zimmer als Quadrate und der
Umriss des Hauses ebenso als ein grofles Quadrat realisiert werden kénnten.
Die Gesamtlinge aller Wénde wére dann:

8 8
Li=2,|) Ai+2) A =141,075.... (2)
i=1 =1

Damit fallen die Losungsmoglichkeiten 1-3 weg.

Nun {iberlegen wir uns eine obere Schranke, also einen Wert, den die bestmogliche
Losung mindestens erreichen kann (eventuell ist sie sogar noch besser). Da-

zu geben wir ein Verfahren, einen Algorithmus, an, der eine moglichst gute
Losung konstruiert. Einen quadratischen Grundriss zu haben, ist ein guter
Ausgangspunkt, dann sind die Aulenwénde optimal kurz:
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V360 =~ 18.9Tm

360m?

V360 ~ 18.97Tm

Wir starten also mit einem Quadrat mit der Kantenldnge
18.973 .. .. Dann teilen wir die Zimmer in zwei moglichst gleich grofie Grup-
pen, also A, Ay, A5, Ag auf der einen Seite und A,, As, Ag, A7 auf der anderen
Seite. In diesem Falle geht es glatt auf: Beide Gruppen sind 180m? grof, also

die halbe Gesamtflache.

a1,04,05,08

180m>2

az,03, 06, a7

180m?

Auf jeder Hilfte des Grundrisses wenden wir die gleiche Uberlegung an. Auf
der einen Seite erhalten wir die gleich groflen Gruppen A, Ag und Ay, As,
und auf der anderen Seite sind dies Ay, A; und Az, Ag.
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ai,ag az,ar

90m> 90m>
a4, 05 as, ag
90m> 90m>

Als letztes wendet man selbige Uberlegungen auf jedes Viertel an. Damit
erhélt man die folgende Losung:

9.49 - 1.05 = 10m’

9.49 - 2.11 = 20m?

9.49 - 8.43 = 80m® B
9.49 - 7.39 = 70m

Do = gD 9.49 - 3.16 = 30m>
.49 - 4.21 = 40m’

9.49 - 6.32 = 60m>
9.49 - 5.27 = 50m?

Diese zuléssige Losung liefert U = 151,790 . .. als obere Schranke. Damit fal-
len die Losungsvorschlidge 5-10 weg. Nach dem Sherlock-Holmes-Ausschluss-
Prinzip muss also der iibrig gebliebene Vorschlag 4 die richtige Antwort sein.
Eine solche Losung tatséchlich zu finden, ist nicht einfach. Durch Anwen-
den der im Matheon entwickelten Verfahren kann man die folgende Losung
errechnen, die eine Wandldnge von 141,97 ... aufweist:

10.08 - 6.94 = T0m?
9.22 - 8.67 = 80m?

18.65 4.13-4.85 5.96 - 5.04
321 | —20m? = 30m?
- 3.12
= 10m?

7.29 - 6.85 6-6.67
= 50m? = 40m?

19.30
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Diese Losung liegt schon sehr nahe an der unteren Schranke von 141,075. . ..
Der Beweis, dass es sich hierbei tatséchlich um die bestmogliche, also opti-
male Losung handelt, konnte allerdings noch nicht erbracht werden.
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18 Der Wunschzettel

Autor: Heino Hellwig
Projekt: Z 1.1
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18.1 Aufgabe

Ein von Mathematik begeisterter Schiiler verfasst seinen Wunschzettel in ei-
ner Geheimschrift und iibergibt diesen in dunkler, mondloser Nacht einem
Wichtel, wobei er ein Weihnachtslied in die Stille hinein pfeift. Der Weih-
nachtsmann ist ratlos. Der in Geheimschrift verfasste Wunschzettel enthélt
u.a. folgenden Wunsch:

JTLPX EPHGY MGXXW TXMVQ USSAT...
Lange betrachtet er diesen Zettel. Da fillt ihm ein, vor vielen hundert Jahren

vom jungen Blaise de Vigenere (1523-1596) einen &hnlichen Brief erhalten zu
haben.

Welcher Anfang eines Biicherwunsches ist oben verschliisselt unter der Vor-
aussetzung, dass der Schliissel aus sinnvollen Wortern der deutschen Sprache
besteht (Satzzeichen und Leerzeichen wurden fortgelassen)?

1. Aigner, Ziegler: Das Buch der Beweise

2. Biermann u.a.: Besser als Mathe

3. Gardner: Codes, Ciphers and Secret Writing

4. Glaeser, Polthier: Bilder der Mathematik

5. Havil: Verbliifft?! Mathematische Beweise

6. Herrmann: Mathematik ist {iberall

7. Kippenhahn: Verschliisselte Botschaften

8. Kramer: Zahlen fiir Einsteiger

9. Rademacher, Toeplitz: Von Zahlen und Figuren

10. Tao: Solving mathematical problems
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Projektbezug:

Im Projekt Z1.1 werden Seminarkurse zum Thema ,, Kryptologie* fiir die Se-
kundarstufe IT entwickelt und erprobt. Die Verschliisselung von Informatio-
nen ist heute in der Dateniibertragung fiir die Sicherheit eine unverzichtbare
Methode, beispielsweise beim Onlinebanking.
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18.2 Losung

Richtige Losung: Antwort 9: Rademacher, Toeplitz: Von Zahlen und Fi-
guren

Die Vigenere -Verschliisselung geht auf Blaise de Vigenere zuriick und stellt
eine Erweiterung des Caesar-Algorithmus dar. Das Schliisselwort bestimmt
Anzahl und Art der notwendigen Verschiebungen. Ist der Schliissel z. B. das
Wort ,Adam*, so gilt: Da ,A“ an erster Stelle des Alphabets steht, wird
der erste Buchstabe des Klartextes um 0 Stellen im Alphabet verschoben.
Das ,D“ in ,,Adam* steht an 4-ter Stelle, also wird der zweite Buchstabe des
Klartextes um 3 Stellen verschoben usw.

Noch einfacher wird die Verschliisselung bei Anwendung des Vigenere-Quadrates.

mlgla|w|e|nw|klg|s]al3|w|m|o|w|o|z|g|c|®]=]"|d]a]y
mlmlolalw|[x|u[«]H]g]<s][a]3]=]=|o|[=|o]=z]|z|r|m]=]"x]a
Hid|a|(H P |ol@eN-Hd<|dE3|nRPlo|Plo|glE |0 Ry
N EEREEERE R EEEREREEEEREE
Eol Bl il =0 Ml Rl R i el e B Rell Bl M e Pl -0 R =1 R Bl Rk Podl Rl ol - g N o8
Ll ol el B =0 N R (e ) R Rl el Ml I el =l e =N el el ol ol Rl Redl =) § 4
= el ool el el == 2 Rl e R Kol el gl Il el -1 -0 K= e B L ol Pol el Ko B
HEGEEEEREGEEREEE BB EEEE EBEEE R
olalg|v|#|=|"|H|a|=|e|o]a|@|ks]|t]==d]ls|ld]3|wn]|= 0]
Hlo|lg ||t R|= T E|a|H|E|g|alE|ena M gls|ga]lB 2
Fod Rod ol - Bcdl Rl B d Bl il == BAN Rl Mol el KON Roch Bl Mol o Il =3 R K= RN 2 -
Blowl|o|Z|(g|P|R|IZ(P|H|@P(R|D[Q|E e Nl gl dl)m
2 Rt Dol Rl Rl - -4l Rl ol Rnll Rl -0 Hod Rl Rol Rl Red R=f ol ol Gl Bt <) - = Y
Hlu|Rlo[W|o|2|g[C|[R]=["[H|a]| w0 a[wW|k]|m]|«]kHd] <o
dlR|uw|wlo|wlo|Z|g|C|= (7 |H|o|" o] ofw]|e|t]x =g -
<C:wa,0'vozgF‘N“‘Hmommoombwmxg

il et A =R R=1 R} R ol Po Bl Rl Kol B -l Rl -l enll el B==H Mol Rl ol =8 RO B -3 o F Y

AR CEREREREREEHEERE EE R EaEM

HE G R EEE R EREEREEHEREEEREEE R

HREEEREEEHDEBEEEEEEREEEEEEEE

NEEEREEE DB R REREEREBEHEREEE

Do N Hg <|alS3|uel= oY o /= gt =7 o] e

alw|=|ul<{=]g]g]|a]3n|=|lo|w|o|=z|g|r|=]=]"|=]a]"|H]|>

NI E R R EE I E B EEE N I NEEE R

SEEBEEEBEREEEEBEREEEEBREEEREE
HEREREREEREEREREREEEEEREEERE

Man ordnet der Zeile mit dem Schliisselbuchstaben die Spalte mit dem Buch-
staben des Klartextes zu und erhélt den Buchstaben des Geheimtextes. Der
Schliissel wird periodisch unter den Klartext geschrieben.

Beispiel:

Klartext: HEUTE IST EIN WUNDERSCHOENER TAG

Schliissel: ADAMA DAM ADA MADAMADAMADAMA DAM
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Zeile A, Spalte H ergibt H, kurz [A,H]=H; [D,E]=H [A,U]=U; [M,T]=F usw.
Da in der Aufgabe der Schliissel nicht bekannt ist, miissen wir das Vorgehen
umkehren. Wir nehmen die moglichen Klartexte, z. B. den 1-ten Buchtitel
,Aigner, Ziegler: Das Buch der Beweise*

(nach Vigenere: AIGNERZIEGLERDASBUCHDERBEWEISE) und den ver-
schliisselten Text :,JTLPX “ .

Zur Spalte A suchen wir den Buchstaben J aus der Tabelle und finden die
Zeile J, also jetzt [A,J]=J. Auf diese Weise finden wir das allseits bekann-
te Weihnachtslied ,,Stille Nacht“ als Schliisselwort und kénnen entscheiden,
welches Buch auf dem Wunschzettel steht, ndmlich der Titel 9.
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19 Der Stollenteig

Autor: Falk Ebert
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19.1 Aufgabe

Backwichtel Balthasar béckt fiir sein Leben gern. Ganz besonders gut béackt
er aber einen Stollen, welcher nach einem uralten Familienrezept gemacht
wird. Laut diesem Rezept setzt man abends in einer schwierigen Prozedur
eine grofle Schiissel mit einem Hefeteig an und wirft neben Mehl, lauwarmem
Wasser, Zucker und natiirlich Hefe so ziemlich alles rein, was die Backstu-
be hergibt: Rosinen, Korinthen, Mandeln, Marzipanreste, Mohn und auch
diverse Gewiirze. Der Knackpunkt ist aber, wie man am néchsten Tag mit
dem Teig verfihrt. Schon Balthasars Vater, der Béckermeister Benoit, hat-
te ihm eingeschérft, an jedem Tag nur einen ganz bestimmten Anteil des
Hefeteiges zu verwenden. Namlich exakt 1/e, wobei e &~ 2,7182818... die
Fulersche Zahl ist. Wenn man diesen Anteil zu einem Stollen verbédckt und
den Rest {iber Nacht stehen l&8t, dann ist am kommenden Tag die Schiissel
wieder voll und man kann problemlos weiterbacken. Insgeheim hat Balthasar
als Béckerlehrling manchmal ausprobiert, was passiert, wenn man mal etwas
mehr oder etwas weniger Teig nimmt. Jedes Mal war am néchsten Tag die
Schiissel wieder exakt voll. Nur ein einziges Mal, als er die Schiissel wirklich
bis auf den letzten Krumen geleert hatte, war auch am néchsten Morgen
nichts mehr da. Diese Aktion brachte ihm eine Tracht Priigel ein und einen
wirklich anstrengenden Abend, in dem er einen neuen Teig ansetzen musste
- und das mit schmerzendem Hosenboden! Obwohl Balthasar also weif}, dass
man durchaus auch mal etwas mehr nehmen kann, hélt er sich jetzt an die
uralte Vorschrift und misst immer 7" = 1/e des Teiges ab. Zumindest tat er
das bis vor Kurzem. Da kam n&mlich sein Freund Conrad vorbei, angelockt
von dem tollen Duft und wollte auch einen Stollen haben. Balthasar brachte
es nicht iibers Herz, ihm diese Bitte abzuschlagen und trennte ein weiteres
Stiick der Grofile T = 1/e vom Stollenteig in der grofien Schiissel ab. Dann
maf} er das noch verbleibende Stiick vom Stollenteig in der groflien Schiissel
ab und nahm sich vor, falls Conrad am néichsten Tag wiederkommen sollte,
nur noch 2 so grofe Stiicken wie das eben abgemessene abzuschneiden. Und
prompt kam Conrad am néchsten Tag wieder und er hatte auch noch Detlef
mitgebracht, dem er von dem tollen Stollen vorgeschwérmt hatte. Die Stol-
lenteigschiissel war wieder voll, aber jetzt musste Balthasar schon 3 Stiicken,
von der Grofle auf die er sich festgelegt hatte, abschneiden. Gliicklicherweise
ging das immer noch auf und es blieb etwas vom Teig iibrig. Diesen Rest maf3
Balthasar wieder ab und nahm sich vor, am Folgetag nur noch Stiicken dieser

122



Grofe abzuschneiden. Am Folgetag kam neben Conrad und Detlef jetzt noch
Eddy mit dazu. Balthasar verdrehte die Augen. An jedem Tag kam jetzt
ein Gast mehr dazu, der einen Stollen wollte. Jedes mal blieb ein kleiner
Rest, den Balthasar am néchsten Tag als Maf fiir die abzuschneidenden -
zugegeben immer kleiner werdenden - Stiicke verwendete bis ...

1. ... in alle Ewigkeit.

2. ... der 10. Gast dazukam und der Teig nicht mehr reichte.
3. ... der 11. Gast dazukam und der Teig nicht mehr reichte.
4. ... der 12. Gast dazukam und der Teig nicht mehr reichte.
5. ... der 13. Gast dazukam und der Teig nicht mehr reichte.
6. ... der 14. Gast dazukam und der Teig nicht mehr reichte.

.. der 15. Gast dazukam und der Teig nicht mehr reichte.

® X

.. der 16. Gast dazukam und der Teig nicht mehr reichte.
9. ... der 17. Gast dazukam und der Teig nicht mehr reichte.

10. ... der 18. Gast dazukam und der Teig nicht mehr reichte.
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19.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 1: Bis in alle Ewigkeit.

Wir nennen die Menge Teig, die Balthasar fiir sich allein abschneidet

1
T1 = —.
e
Die Menge Teig, die tibrigebleibt, nachdem er einen Gast (Conrad) hatte, sie
also zu zweit sind, nennen wir 75. Dabei bestimmt sich

Ty =1-2T).

Analog kommt mit dem 2. Gast ein weiterer Esser dazu und der {ibrige Teig
T3 berechnet sich als
T3 - 1 - 3T2

Wir erhalten also eine Folge von Zahlen, wobei sich die Menge des iibrigen
Teiges nach n Essern als
T,=1—nT,

berechnet. Wenn T,, also irgendwann negativ wird, waren wohl zu viele Esser
da und der Teig hat nicht mehr gereicht. Dann rechnen wir also einfach mal
los und starten mit 77 = 0,36787944117144...

8-stelliger Taschenrechner | 10-stelliger Taschenrechner EXCEL (16 Stellen)

T 0, 3678794 0,3678794412 | 0,3678794411714420
T, 0,2642412 0,2642411177 |  0,2642411176571150
T; 0,2072764 0,2072766470 | 0, 2072766470286540
Ty 0,1708944 0,1708934119 | 0,1708934118853840
Ts 0, 1455280 0,1455329406 | 0, 1455329405730800
Ts 0,1268320 0,1268023562 | 0,1268023565615190
T7 0,1121760 0,1123835069 | 0,1123835040693630
Ts 0,1025920 0,1009319450 | 0,1009319674450920
Ty 0,0766720 0,0916124953 |  0,0916122929941707
Tio 0, 2332800 0,0838750464 | 0,0838770700582927
T —1,5660800 0,0773744896 | 0,0773522293587803
Tho - 0,0715061248 | 0,0717732476946367
T3 - 0,0704203776 | 0,0669477799697233
Ty - 0,0141147136 | 0,0627310804238732
Tis - 0,7882792960 | 0,0590337936419019
Tis - —11,612468740 | 0,0554593017295701
Ti7 - - | 0,0571918705973076
Tis - - | —0,0294536707515363
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Mit einem 8-stelligen Taschenrechner ist also bereits bei 10 Géasten Schluss,
bei einem 10-stelligen erst bei 15 Gésten und EXCEL kann immerhin bis zu
17 Gésten rechnen, bevor das erste Ergebnis negativ wird (Balthasar selbst
will ja auch ein Stiick haben). Welches Ergebnis ist jetzt aber richtig?

Nachtrag vom 20. Dezember:
Ein besonders eifriger Teilnehmer hat sogar noch mehr rumprobiert. Seine

Ergebnisse waren die folgenden:

e Einfacher Taschenrechner: 11 Iterationen

Taschenrechner vom Handy: 13 Iterationen

Schulrechner von meinem Sohn: 15 Iterationen

Visual-Basic 6.0: 18 Iterationen

Rechner vom Palm-PDA: 19 Iterationen

Rechner von Windows XP: Mindestens 35 Iterationen

1. Méglichkeit (intuitiv)

In der Erwartung, dass Taschenrechner und Konsorten nicht immer das rich-
tige Ergebnis liefern, konnte man ja mal ausrechnen, wann denn der Teig
exakt aufgebraucht werden wiirde, also wann 7,, = 0 ist. Startet man bei
einem geniigend groflen n, d.h. einem n, das in dem Bereich liegt, bei dem
T,, laut Tabelle schon unsinnig ist, dann kann man ja ausgehend von 7, = 0
zuriickrechnen mit

T, = 1= T
n

Ist das n wirklich hinreichend grof}, dann wird 77 = 0,36787944117144...,
bzw. die bestmogliche Darstellung, die der verwendete Rechner hergibt, sein.
Dabei sind alle Zwischenschritte positiv. Im Umkehrschluss heifit das also,
dass, exakt gerechnet, man von 7} ausgehend nach beliebig vielen Schritten
den Teig exakt aufbraucht. Und wenn man n beliebig grof§ wéhlen kann, dann
ist zwangslaufig Antwort 1 richtig.
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2. Moglichkeit (mit Reihen)
Wir schauen uns mal an, was in den einzelnen Schritten T; exakt stehen
sollte:

1
o= -,
(&
2
T2 = 1—2T1—1——,
€
3.2
Ty = 1-3T,=1-34+—,
€
4-3-2

Ty = 1-4Ty3=1-4+12— :
(&

Tn = 1—7’LTn,1
Il—-n4+nn—-1)—nn-1)n-2)+...

!
o (=) —D)(n—2)- 4.3 — (=1
e
Anders geschrieben und angeordnet ist der letzte Wert
1 1 1 1 1
T,=(—1)"nl(<z — -t — ==
UG -353 53 o)

Entweder weifl man es schon oder hat es durch Stobern im Netz zur Euler-
schen Zahl gefunden: die Summe

1

1
Sn = 2.3+2~3.4 n!

1
2
néhert sich mit grosser werdendem n immer mehr der Zahl % an. Dabei sind
die S,, mit geradem Index n grofler als é und die mit ungeradem Index klei-
ner als . Der Term (—1)"(S, — 1) ist also stets positiv und damit kann
T,, niemals negativ werden. Ergo ist Antwort a) richtig. Warum passiert das
aber in der Rechnung? Der Knackpunkt besteht darin, dass der Startwert 7}
fiir die ganze Iteration eben nicht % ist, sondern nur die Ndherung, die der

Taschenrechner/Computer zur Verfiigung hat. Die liegt zwar in der Néhe von
1 ist aber eben nicht exakt. Das fiihrt dazu, dass der Ausdruck (S, — T})

126



zwar anfangs immer kleiner wird, irgendwann sich aber nicht mehr verbes-
sert und bei einem kleinen aber nicht verschwindenden Wert stagniert. Im
Gegenzug dazu wird der Vorfaktor (—1)"n! betragsmiBig immer grofer, so
dass (—1)"n!(S,, —T1) irgendwann einen beliebig groBen Betrag haben kann.
Das Ganze ist nichts anderes als der mittlerweile weitbekannte Schmetter-
lingseffekt: Kleine Ungenauigkeiten konnen sich mit der Zeit zu riesigen Un-
terschieden aufschaukeln.

3. Moglichkeit (mit Analysis)
Wir betrachten das folgende Integral:

1
/ 2" .
0

Das 143t sich mit partieller Integration etwas vereinfachen zu

1 1

/x”ex_ldw = [2"e" Y3 —n/x"‘lez_ldx.
N—_——
0 =1-0 0

1
Mit der Substitution T; = [ z'e” dx ergibt sich daraus genau die Teigstiick-
0

formel:
Ti=1—141;_,.
Es bleibt noch ein Startwert zu bestimmen und der ist fiir
1 1
1 xz—1 z—1 z—171 1 1
Th=[|xede=1— [T de=["""]j=1-(1—-)=-.
e e
0 0

Und damit lésst sich also jedes Teigstiick 7; als Integral
1
T, = / e dx
0

schreiben. Da die Funktion a’e*~! auf dem gesamten Intervall [0,1] nicht-

negativ ist, kann auch das Integral nicht negativ werden. Man kann 7} so-
gar noch genauer eingrenzen, indem man fiir den Faktor e*~! jeweils den
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kleinstmoglichen bzw. den grofitmoglichen Wert auf dem Intervall einsetzt:

1 1 1

/xieo_ldx < /xiex_ldx < /xiel_ldx.

0 0 0
T/

Die verbleibenden Integrale der oberen und unteren Grenze lassen sich leicht
berechnen und es gilt:

)

. <1T; < .
(t+1e = "~ i+1

Wenn die Teigstiicken 7; also exakt berechnet werden wiirden, dann lége
1 1

ihre Grofle immer zwischen e und 5 und wére niemals negativ oder 0.
Folglich ist Antwort 1 richtig.

Projektbezug Diese Aufgabe beschreibt ein Phdnomen, mit dem man sich
in der Numerik haufig herumschlagen muss. Jede Berechnung auf einem Com-
puter bringt Fehler mit sich und diese pflanzen sich in Berechnungen fort.
Selbst das Rechnen mit besseren Computern verhindert diese Fehler nicht,
sondern lasst sie nur spater auftreten. Um das Denken hilft also auch ein

noch so guter Computer nicht herum.
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20 Weihnachtliches Management

Autor: Lars Putzig
Projekt: E8
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20.1 Aufgabe

Da die Zahl der zu beschenkenden Kinder in den letzten hundert Jahren mas-
siv angestiegen ist, verlangt die Gewerkschaft der spielzeugschaffenden Zau-
berwesen vom Weihnachtsmann, bereits ein Jahr vor Auslieferung verbind-
liche Produktionsquoten festzulegen. Fiir die Abteilung , Klassische Holz-
spielzeuge“ haben die Elfen des statistischen Weihnachtsamtes eine Markt-
analyse durchgefithrt. Auf Grundlage einer représentativen Umfrage unter
vorzugsweise artigen Kindern (d.h. schlafend) prognostizieren sie, dass die
Beliebtheit der produzierbaren Spielzeuge Schaukelpferde, Holzeisenbahnen
und Puppenstuben sich bis Weihnachten 2010 wie folgt dndern wird:

e Die Beliebtheit von Schaukelpferden nimmt um 2% zu.
e Holzeisenbahnen werden um 1% unbeliebter.

e Puppenstuben sind Dauerbrenner und werden dieses Jahr sogar um 3%
wichtiger.

AuBerdem wurde festgestellt, dass sich Kinder (im Durchschnitt) dieses Jahr
iiber jedes dieser Geschenke gleich viel freuen wiirden. Die Rechenelfen emp-
fehlen daher die Produktion auf Puppenstuben zu verlagern, da so die durch-
schnittliche Weihnachtsfreude auf 103% des diesjahrigen Wertes gesteigert
werden kann.

Das Institut fiir Wichtelwirtschaftsforschung und -entwicklung kommentierte
den Bericht der Elfen wie folgt:

Wahrend die Datenerhebung des statistischen Weihnachtsamtes nach

wie vor iber jeden Zweifel erhaben ist, muss doch an der Schluffolgerung
gezweifelt werden. Die geschadtzten Kollegen haben in ihrer Analyse
leider vergessen, die statistischen Schwankungen mit einzubeziehen.
Unabhangige Untersuchungen zeigen:

® Schaukelpferde variieren in ihrer Beliebtheit um bis zu 6%-Punkte.

e Die Beliebtheit von Holzeisenbahnen kann sich um bis zu 5%-Punkte
andern.

® Puppenstuben schwanken sogar um bis zu 7%-Punkte in ihrer Beliebtheit.
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Zusatzlich wirken sich die Verdnderungen bei den Schaukelpferden

auch auf die anderen beiden Spielzeuge aus, fir jeden Prozentpunkt
Steigerung bei den Schaukelpferden, werden die Holzeisenbahnen um
%%—Punkte und die Puppenstuben um %%—Punkte fallen. Entsprechende
Steigerungen treten auf bei fallender Beliebtheit von Schaukelpferden.
Eine Beschrankung auf Puppenstuben kann also im schlimmsten Fall

zu einem Riickgang der Weihnachtsfreude auf

103% — 7% - 2% = 94%
—— ~—~ ~—~
Prognose Schwankung Schaukelpferdeffekt

fiihren. Um fir den schlimmsten Fall gewappnet zu sein, empfehlen
wir ...

Leider scheint das Schreiben im Wichtelkindergarten optisch verschénert wor-
den zu sein. Statt der Empfehlung der Wichtel ist nur eine Kinderzeich-
nung des Weihnachtsmanns (mit iibertriebenem Bauchumfang) auf einem
viel zu kleinen Rentierschlitten zu erkennen. Welche Produktionsraten sollte
der Weihnachtsmann vorgeben, um selbst im schlimmsten Fall die hochst
mogliche Zufriedenheit zu erzielen?

Antwortmoglichkeiten:
1. Nur Schaukelpferde
2. Nur Holzeisenbahnen
3. Nur Puppenstuben
4. 50% Schaukelpferde, 50% Holzeisenbahnen
5. 50% Schaukelpferde, 50% Puppenstuben
6. 50% Holzeisenbahnen, 50% Puppenstuben
7. Gleiche Anteile fiir alle drei Spielzeugarten
8. 25% Schaukelpferde, 75% Puppenstuben

9. 25% Puppenstuben, 75% Holzeisenbahnen
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10. 25% Holzeisenbahnen, 75% Schaukelpferde

Projektbezug:

Das Problem ist ein Beispiel fiir Risikominimierung und -kontrolle durch Di-
versifikation. Im MATHEON Anwendungsbereich E wird unter anderem dar-
an gearbeitet, Finanzrisiken zu erkennen, einzuschétzen und zu minimieren.
Um Letzteres zu erreichen, werden Beziehungen von Anlagen untereinander
ausgenutzt, so dass das gestreute Portfolio weniger Risiken enthélt als die
einzelnen Anlagen.
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20.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 8:

Bezeichnen wir die Produktionsraten als p; (Schaukelpferde), po (Holzeisen-
bahnen) und p3 (Puppenstuben) so erhalten wir als Gleichung fiir die Be-
liebtheit B (ohne Schwankungen):

B =1,02p; + 0,99p2 + 1,03ps.

Nun seien €1, 9,63 € [—1, 1] die Schwankungsfaktoren, dann ist die Beliebt-
heit B (mit Schwankungen):

B = (1,02 40,0621 )p1 + (0,99 — 0,03, +0,0562)ps + (1,03 — 0,021 4 0,07¢5)ps.

Nehmen wir nun fiir einen Moment an, dass die Produktionsraten bekannt
sind, dann suchen wir nun den schlimmsten Fall, daher €1, &9, 3 so, dass B
moglichst klein ist. Stellen wir dazu B um:

B = (0,06p; —0,03p2—0,02p3)e1+0,05p26240,07pse3+1,02p; +0,99p2+1,03ps.

Da py, p2 und p3 alle groBer oder gleich Null sind, sieht man sofort: €5 und €3
miissen moglichst klein sein, d.h. g = —1 und €3 = —1. Fiir £; miissen wir
zwei Félle unterscheiden:

1. Fall: Fiir den Vorfaktor gilt:

0,06p; — 0,03p2 — 0,02p3 > 0, (1)

so ist g1 ebenfalls moglichst klein zu wahlen, d.h. ey = —1.
2. Fall: Ist dagegen

0,06p; — 0,03p2 — 0,02p3 <0, (2)

so muss €; moglichst gro§ werden, d.h. e; = 1. Schauen wir uns nun die
Beliebtheit in beiden Féllen an.

1. Fall: Hier gilt ¢ = g9 = e3 = —1. Somit ist B:
B = 0,96p; + 0,97ps + 0,98ps.
Die Produktionsraten miissen sich zu 1 ergénzen, d.h. gilt fiir ps3:
p3=1—p1 —po, (3)
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und somit ist
B = —0,02p; — 0,01py 4 0,98; 0,08p; — 0,01py — 0,02 > 0. (3)in(1)
Offensichtlich muss nun p, moglichst klein gewéhlt werden, d.h. p, = 0 und
B = —-0,02p; + 0,98; 0,08p; = 0,02; p1 > 0,25.
Nun muss auch p; moéglichst klein werden, d.h. p; = 0,25, somit ist

B=0975 p; =025 p,=0;  p3=0,75.

2. Fall: Nun gilt 1 = 1 und &9 = €3 = —1. Somit ist B gerade
B =1,08p; + 0,91py + 0,94ps.

Auch hier miissen die Produktionsraten zusammen 1 ergeben, daher ist auch
hier:
p3=1—p1—pa,

was bedeutet:
B =0,14p; — 0,03py + 0,94; 0,08p; < 0,01py 4 0,02.

Dieses Mal miissen wir p; moglichst grofi wahlen, also ist p; = 0,125p, 40, 25
und somit:
B = —0,0125p, + 0,975.

Wieder muss p, moglichst klein sein, also ist auch hier p, = 0 und daher ist
auch in diesem Fall:

B =0,975; p1 = 0,25; po = 0; p3 = 0,75.

Die Diskussion der Falle p;y = 1 — py — p3 bzw. ps = 1 — p; — p3 fiihrt zu
ungiinstigeren Werten von B. Somit kann der Weihnachtsmann den méglichen
Schaden auf 2,5% begrenzen, wenn er Antwort 8 wihlt.
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21 Schiffe verschenken...
...ungern Zeit, aber dieses Jahr Weihnachts-

geschenke

Autor: Elisabeth Giinther
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21.1 Aufgabe

In der Werkstadt des Weihnachtsmannes laufen die Vorbereitungen fiir das
diesjdhrige Weihnachtsfest auf Hochtouren. Dieses Jahr miissen sich die Wich-
tel beeilen, denn die Rentiere sind krank und die Geschenke sollen auf dem
Schiffsweg in der Welt verteilt werden. Einige Schiffe sind bereits unterwegs,
so auch das von Wichtelkapitdn Rotbér, der die Ladung fiir Deutschland an
Bord hat. Dabei passieren sie auf ihrem Weg von Lappland zunéchst die Ost-
seekiiste, kiirzen dann iiber den Nord-Ostsee-Kanal ab um die zweite Hélfte
an der Nordseekiiste zu verteilen. Nachdem sie in den Kanal geschleust wur-
den, kommt Lotse Valentin an Bord, der ihnen beim Navigieren im Kanal
helfen soll. Als sie bereits zum zweiten Mal in einer Weiche warten miissen,
um andere Schiffe vorbei zu lassen, entwickelt sich folgendes Gespréch:

Rotbér: ,,Mensch, hier muss man 'ne ganze Menge stehen und warten, erst
vor der Schleuse und jetzt hier schon zum zweiten Mal. Wir haben es
doch eilig!“

Valentin: , Das lasst sich leider nicht vermeiden. Der Kanal ist zu schmal,
als dass iiberall alle Schiffe aneinander vorbeipassen wiirden. Und wir
haben an jeder Seite nur vier Schleusenkammern, um die Schiffe in den
bzw. aus dem Kanal zu schleusen. Schau mal hier, das sind die Abmes-
sungen (1) der Schleusenkammern und die dazugehérigen Schleusungs-
zeiten (2) in Brunsbiittel. Wir wollen dort nachher wieder raus aus dem
Kanal, andere wollen in Brunsbiittel reingeschleust werden. Die An-
kunftszeiten der néchsten Schiffe, die dort geschleust werden miissen
und noch nicht eingeplant sind, stehen in der Tabelle dort (3). Die zu-
gehorigen Mafle enthalten bereits die notigen Sicherheitsabstdnde. Am
Anfang sind jeweils eine grofie und eine kleine Schleusenkammer auf
jeder Seite. Um 18:06 Uhr kommen wir an.*

Jetzt mischt sich der vorlaute Wichtel Schlaumeier ein.

Schlaumeier: ,Das ist ja interessant. Dann kénnen wir uns iiberlegen, wann
wir wieder aus der Schleuse rauskommen und endlich an der Nord-
seekiiste unsere Geschenke verteilen konnen. Wenn ich das hier mit den
Zeiten richtig verstehe, dauert die Einfahrt in eine Schleusenkammer ei-
ne Weile. Und wenn vor uns ein Schiff in die Schleuse einfihrt, miissen
wir etwas warten, bis wir mit unserer Einfahrt beginnen kénnen.*
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Valentin: , Ja, genau. Wiirden beispielsweise Cellus und King Everest in der
gleichen grofien Schleusenkammer geschleust werden, so konnte King
Everest erst 14:16 losfahren und mit dem Schlielen des Tores kénnte
erst 14:26 begonnen werden.“

Rotbéir: | Verstehe, dann will doch am liebsten jedes Schiff direkt nach seiner
Ankunft an der Schleuse geschleust werden, und zwar am liebsten ganz
alleine.

Valentin: , Das ist richtig. Genauso messen wir die Wartezeit eines Schif-
fes an der Schleuse. Sie ist die Differenz der Zeit, zu der das Schiff
tatsédchlich aus der Schleuse kommt, und der frithestmdéglichen Zeit,
das Schleusentor zu passieren.*

Und dann gehen die Spekulationen los:

Schlaumeier 1: ,Ich hab mal ein wenig rumgebastelt. Ich wiirde sagen,
wir kdnnten ganz ohne Wartezeit durchkommen, ohne dass ein anderes
Schiff mehr als 16min warten muss und die Gesamtwartezeit den Wert
1h31min iiberschreitet.

Rotbar 1: ,Sag mal, wenn ich das richtig sehe, geht nie mehr als ein Schiff
in eine kleine Schleusenkammer. Es gibt bestimmt eine Losung mit
kleinstmoglicher Summe der Wartezeiten, in der jedes Schiff, das in
eine kleine Schleusenkammer passt, alleine in einer kleinen Schleusen-
kammer geschleust wird.*

Valentin 1: ,Puh, das klingt nach ganz schon viel Schleusungsaufwand. Wir
wollen eigentlich gerne moglichst wenig Schleusungsvorgéinge durchfiihren,
um Wasser und Energie zu sparen. Nur mal so theoretisch, ungeachtet
der Wartezeiten, konnen doch bestimmt alle Schiffe in acht Schleusun-
gen auf die andere Seite gebracht werden, oder?*

Schlaumeier 2: | Na klar, man kriegt es bestimmt hin, in der groflen Kam-
mer sechs mal jeweils drei Schiffe zu schleusen und zwei mal jeweils
zwei Schiffe.“

Valentin 2: | Guck mal, selbst die ersten vier Schiffe, die aus dem Kanal
rausgeschleust werden wollen, passen zusammen in eine grofle Kam-

«

mer.
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Rotbir 2: | Dann reichen vielleicht ja auch sieben Schleusevorgénge.
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Aber was ist denn nun richtig?
Antwortmoglichkeiten:

10.

. Keine der Aussagen ist falsch.

Den beiden Wichteln fehlt wohl noch Nord-Ostsee-Kanal-Erfahrung.
Nur Lotse Valentin gibt richtige Vermutungen ab.

Wichtel Schlaumeier ist gewitzt. Seine beiden Vermutungen sind kor-
rekt. Dann stimmt auch Vermutung 1 von Valentin. Die anderen Aus-
sagen sind leider falsch.

Nur Vermutung 2 von Valentin ist korrekt.
Jeder der drei liegt mit genau einer Aussage richtig.

Valentin und Schlaumeier haben beide zwei Mal Recht, Kapitdn Rotbér
leider iiberhaupt nicht.

Valentin ist mit seinen beiden Vermutungen im Gegensatz zu Kapitan
Rotbér auf der sicheren Seite. Schlaumeier hat zwar am Anfang gut
getiiftelt und seine erste Aussage stimmt, dann aber nicht mehr or-
dentlich nachgedacht, weswegen seine zweite Vermutung Quatsch ist.

Keine der Vermutungen ist korrekt.

Die letzten vier Vermutungen zur minimalen Anzahl von Schleusungs-
vorgéngen treffen zu, aber die erste Aussage von Kapitin Rotbér iiber
die Wartezeiten stimmt nicht.

Kapitdn Rotbér weifl im Gegensatz zu seinem blauen Namensvetter
genau, was er sagt, und hat beide Male Recht. Auch Lotse Valentin
versteht sein Fach. Nur Schlaumeier sollte besser genauer iiberlegen,
bevor er den Mund aufmacht. Seine beiden Aussagen sind falsch.

Projektbezug:

Da das Verkehrsaufkommen im ,,Nord-Ostsee-Kanal“ erwartungsgeméf stark
ansteigen wird, miissen Mafinahmen unternommen werden, um die Wartezei-
ten ertrédglich zu halten. Der Kanal soll ausgebaut werden. Dazu entstand ein
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Projekt zur Verkehrslenkung im ,, Nord-Ostsee-Kanal®“. Informationen zum

Projekt

findet

man

auf

http://www.math.tu-berlin.de/coga/projects/canal/. AuBerdem gibt

es

unter

http://www.dfg-science.tv/de/projekte/diskrete-optimierer/ inter-
essante und lustige Filme iiber unsere Arbeit an diesem Projekt.

Adm

30m

12E2m
zzm |
122m

zzm |

Tabelle 1: Abmessungen der
Schleusenkammern.

Zeiten Grofle Kleine
in Minuten Kammern | Kammern
Einfahrtzeit 10 8
frithestmogliche 5 4
Abfahrt nach

Vorgénger

TorschlieBzeit 6 )
Fiill- bzw. Leerzeit 10 6
Torsffnungszeit 6 )
Ausfahrtzeit  pro 2 3

Schiff

Tabelle 2: Schleusungszeiten.
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Name ‘ Ankunftszeit ‘ Breite in m ‘ Lénge in m ‘ Richtung
Almerode 14:10 17 86 raus
Cellus 14:11 25 110 rein
King Everest 14:15 32 193 rein
Transjorund 14:50 26 152 raus
Merwedijk 14:58 24 143 raus
Heinrich Burmester 15:09 16 72 raus
Elusive 15:26 23 143 rein
Anne Sibum 15:29 28 162 rein
Betty Theresa 15:30 23 125 raus
Emma 15:52 20 100 rein
Birkaland 16:25 27 145 rein
Hanse Spirit 16:32 26 152 rein
Klazina C. 16:44 23 119 raus
Vela 16:51 19 98 raus
Mamry 16:53 20 91 raus
Sormovskiy 49 17:00 21 120 raus
Fehn Mistral 17:06 21 96 raus
Rossiyanin 17:32 24 119 raus
Sarah Rousing 17:41 17 92 raus
Rudolf 18:06 26 151 raus
Arctic Swan 18:14 20 109 raus
Marina 18:15 16 94 rein

Tabelle 3: Schiffe, die in Brunsbiittel geschleust werden miissen.
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21.2 Losung

Achtung! Die Musterlosung beinhaltet einen Fehler, weswegen die Aufgabe
auch nicht gewertet wurde. Eine korrigierte Fassung wird noch erstellt. Die
Grundgedanken sind aber die gleichen wie in der angegebenen Fassung.

Richtige Losung: Antwort 7: Valentin ist mit seinen beiden Vermutungen
im Gegensatz zu Kapitédn Rotbér auf der sicheren Seite. Schlaumeier hat zwar
am Anfang gut getiiftelt und seine erste Aussage stimmt, dann aber nicht
mehr ordentlich nachgedacht, weswegen seine zweite Vermutung Quatsch ist.

Zielfunktion Wartezeitsumme

Schlaumeier 1 Abbildung 5 zeigt den Schleusenplan, den Wichtel Schlau-
meier erstellt hat. Er ist korrekt und somit stimmt die erste Aussage von
Schlaumeier. Auf beiden Seiten sind die zu schleusenden Schiffe zu sehen. Die
blau markierten passen auch in eine kleine Schleusenkammer. Auflen an den
Seiten ist jeweils zu sehen, welche Schleusenkammern gerade jeweils auf der
Seite sind. Ein Schleusungsvorgang ist in der Mitte in einem Rechteck darge-
stellt. Eine Linie verbindet dieses Rechteck mit dem Event, der das Schleusen
in Gang setzt, entweder die Ankunft des letzten Schiffes, das mitgeschleust
werden soll, oder die Ankunft der notigen Schleusenkammer. Diese Ankunft
wird mit einem Pfeil vom Rechteck gekennzeichnet. Bei Leerschleusungen
gibt es evtl. kein auslosendes Event. Diese sollte nur rechtzeitig durchgefiihrt
sein, bevor die Schleusenkammer auf der anderen Seite gebraucht wird. Hin-
ter dem Schiffsnamen in einem Schleusungsrechteck steht immer, wann dieses
aus der Kammer fahrt. In Klammern dahinter ist die frithestmogliche An-
kunftszeit und die daraus resultierende Wartezeit gegeben. Das Maximum
unter diesen ist 16min, die Summe ergibt 1h31min.

Rotbédr 1 Betrachte einen Schleusenplan S, bei dem jedes blaue Schiff al-
leine in einer kleinen Schleusenkammer geschleust wird. In einem solchen
Plan miissen die Schiffe Vela, Mamry, Sormovskiy und Fehn Mistral in vier
Schleusungsdurchgéngen in kleinen Kammern geschleust werden. Dies erfolgt
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Abbildung 5: Der von Schlaumeier erstellte Schleusenplan.
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0.B.d.A. in der Reihenfolge ihrer Ankunft und beginnt ab der Ankunftszeit
von Vela, da erstens sonst durch Vertauschung der Reichenfolge Wartezeit
verringert werden kann und zweitens das Schleusen der ersten vier blauen
Schiffe wie gefordert moglich ist, sodass beide kleinen Kammern der Kanalsei-
te rechtzeitig zur Verfiigung stehen. Somit liegt zwischen dem Schleusen von
Vela und Sormovskiy eine Leerschleusung, und eine zwischen dem Schleusen
von Mamry und Fehn Mistral. So fallt beim Schleusen dieser vier mindestens
eine Wartezeit von 34 min fiir Sormovskiy und von 30 min fiir Fehn Mis-
tral an. Zusétzlich wird Sarah Rousing mindestens 2min warten miissen. Die
Wartezeit einer solchen Losung betragt also mindestens 1h06min. Weiterhin
konnen wir davon ausgehen, dass Klazina C. in S alleine geschleust wird, da
die Wartezeitsumme sonst 1h31min iiberschreiten wiirde. Dann wére S keine
Optimallosung, weil es eine Losung mit besserer Wartezeitsumme gibt.

Sei nun T der Zeitpunkt, an dem die grofe Schleusenkammer, mit der Klazina
C. geschleust wird, die Kanalseite erreicht. Dann ist z := max{7T — 16:44, 0}
die Wartezeit von Klazina C.. Liegt 7" hinter dem Zeitpunkt 16:44 + 25 =
17:09, so liegt die Wartezeitsumme dieser Losung insgesamt iiber 1h31min
und es handelt sich nicht um eine Optimallosung.

Ist T nicht grofler als 16:50, konnen die Schiffe Klazina C., Vela, Mamry,
Sormovskiy, Fehn Mistral und Sarah Rousing wie im Plan 5 geschleust werden
und die Wartezeitsumme veréndert sich wie folgt:

AW = —66 —z+ 16+ 16 + 11 < —23.

In dem Fall wire S also auch keine Optimallésung. Betrachte nun die iibrigen
Fille:

16:50 < T' < 16:56:

Auch in diesem Fall soll Klazina C. zusammen mit Mamry und Sormovskiy
geschleust werden. Allerdings ist das Schleusentor dann erst zum Zeitpunkt
T+ 545410 =T + 20 geschlossen und nach dem Schleusungsvorgang zum
Zeitpunkt T + 42 wieder offen. Dadurch ergeben sich folgende Wartezeit-
Differenzen:

Klazina C.: <44 —34 =10
Mamry: < (16:44 + z + 46 — 17:20) — 0 = = + 10
Sormovskiy: < (16:44+ 2448 —17:27) =34 =20 +5—-34 =2 — 29
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Fehn Mistral: < —30

Sarah Rousing: < —2

Das ergibt in Summe:

AW <104+2+10+2—-29—-30—-2 < 10+12+10+12—-29—-30—2 = —17.

Damit kann S verbessert werden und ist keine Optimallosung.

16:56 < T < 17:09:

In diesem Fall kann Klazina C. nun mit Sormovskiy und Fehn Mistral zu-
sammen geschleust werden, Vela und Mamry allein. Das Schleusentor kann
dann zum Zeitpunkt 7'+ 5+ 54 10 = T+ 20 geschlossen werden und dann
wieder auf der anderen Seite zum Zeitpunkt 7442 gedffnet werden. Dadurch
ergeben sich folgende Wartezeit-Differenzen:

Klazina C.: <44 —-34 =10
Sormovskiy: < (16:44 42 +46 —17:27) =34 =2+3—-34 =2 — 31
Fehn Mistral: < (16:44+ 2 +48 —17:33) =30 =2—-1-30=2 — 31
Sarah Rousing: < —2
Das ergibt in Summe:

AW <104+2-3142—-31<10+25-31425—-31=—-2.

Damit folgt schliellich die Behauptung.

Zielfunktion Anzahl Schleusungsvorginge

Um die Anzahl der benétigten Schleusungsvorgéinge zu minimieren, ist es
am Besten die Schiffe nur in den groflen Kammern zu Schleusen. Dabei ist
eine Partition der rausfahrenden Schiffe in mdéglichst wenige Teilmengen von
Schiffen, die zusammen in einer Schleuse anlegen koénnen, und eine der rein-
fahrenden Schiffe. Eine Losung in 8 Teilmengen sieht wie folgt aus:
Reinfahrende Schiffe:

1. Cellus (25x110) und King Everest (32x193)
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2. Elusive (23x143) und Anne Sibum (28x162)

3. Emma (20x100) und Birkaland (27x145)

4. Hanse Spirit (26x152) und Marina (16x94)
Rausfahrende Schiffe:

1. Almerode (17x86), Transjorund (26x152), Merwedijk (24x143), Hein-
rich Burmester (16x72)

2. Betty Theresa (23x125), Klazina C. (23x119), Vela (19x98)

3. Mamry (20x91), Sormovskiy 49 (21x120), Fehn Mistral (21x96), Arctic
Swan (20x109)

4. Rossiyanin (24x119), Sarah Rousing (17x92), Rudolf (26x151)

Nun lésst sich auch zeigen, dass von jeder Seite auch mindestens vier Schleu-
sungsvorgénge notig sind, um alle Schiffe zu schleusen. (Die einfachste unte-
re Schranke, Summe der Flédcheninhalte der Schiffe durch Flacheninhalt der
Schleusenkammer aufgerundet, reicht hierfiir nicht.)

Betrachte zunéchst die Schiffe, die in den Kanal geschleust werden miissen.
Alle Schiffe, deren Breite iiber 42/2 = 21 liegt, konnen nicht nebeneinander
in einer Schleusenkammer liegen. Da diese Schiffe Breite > 23 haben, kann
auch Emma mit Breite 20 nicht neben diesen Schiffen liegen. So werden

mindestens
110 + 193 + 143 + 162 4 100 + 145 + 152 1005 | 4
310 310 |
Schleusevorgéinge fiir diese Schiffe benétigt.

Betrachte nun die Schiffe, die aus dem Kanal geschleust werden sollen. Defi-
niere die beiden folgenden Schiffsteilmengen:

A = {s ist rausfahrendes Schiff | Breite(s) > 22}

und
B = {s ist rausfahrendes Schiff | 20 < Breite(s) < 21}.

Dann koénnen alle Schiffe in A nicht nebeneinander geschleust werden und
kein Schiff aus B kann neben einem Schiff aus A geschleust werden. Zwei

146



Schiffe in B kénnen nebeneinander geschleust werden. Die Lange einer Pa-
ckung der Schiffe in B kann aber folgenden Wert nicht unterschreiten:

deepAls)  20-91421-120+21-96+20-109 8536
49 a 42 42

= 203, 24

Somit werden mindestens

[152 + 143 4+ 125 + 119+ 119 + 151 + 203, 24} B [809 + 203, 24} .,
310 n 310 n

Schleusungsvorgénge benotigt.

Somit ist gezeigt, dass die Aussagen Valentin 1 und Valentin 2 stimmen so-
wie dass Aussage Rotbér 2 nicht stimmen kann. Ebenso kénnen die reinfah-
renden Schiffe nicht in zwei Dreier-Teilmengen und einer Zweier-Teilmenge
geschleust werden, da mindestens vier Schleusevorgénge nétig sind. So kann
auch Aussage Schlaumeier 2 nicht stimmen.
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22 Alles dreht sich...

Autor: Falk Ebert
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22.1 Aufgabe

Georg und Gabriel, ihres Zeichens Oberaufseher der Nordpol-Geschenke-
manufaktur, trauen ihren Augen kaum. In ihren Hénden halten sie ein Schrei-
ben der Weltklimakonferenz, das sie fiir den Klimawandel verantwortlich
macht. Angeblich soll die Geschenkemanufaktur die Erdrotation verlangsa-
men und sie sollten doch schleunigst etwas dagegen tun. Zugegeben, in der
Manufaktur lduft einiges umher, manches sicher auch im Kreis. Und wenn
sich so nahe an der Erdachse etwas dreht, dann hat das auch einen gewissen
Einfluss auf die Erddrehung. Aber, dass es so schlimm ist, hatten sie nicht
gedacht. Georg breitet die Blaupausen der Manufaktur aus. Vieles ist mit
der Zeit verblasst und nicht mehr lesbar. Aber die grundlegenden Strukturen
sind erkennbar.
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Insgesamt besteht die Manufaktur aus 21 Rdumen, in denen emsig gewerkelt
wird. Jeder der Radume ist durch seine 4 Winde entweder mit Nachbarrdumen
oder mit der &uleren Umgebung verbunden. Die dicken Pfeile geben an, von
wo nach wo alle 10 Sekunden ein Rohmaterial, ein Zwischenprodukt, ein
Geschenk oder etwas Vergleichbares bewegt wird. (Fiir die i-Punktzerbeiler:
Ja, alle betrachteten Objekte sind absolut gleich schwer.) Sehr viele solcher
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Pfeile sind leider Kaffeeflecken und Rentierhufstapfen zum Opfer gefallen.
Aber Gabriel weifl eines mit Sicherheit: In keinem der Rdume hat sich iiber
die Jahrhunderte irgendetwas angesammelt oder war jemals ein Mangel an
einem Gut. Es muss also immer gleich viel in einen Raum hineingehen wie
rausgeht.

Beispiel: oder

Georg fragt sich noch immer, was das jetzt mit der Erddrehung zu tun hat.
Gabriel zeichnet etwas in den Schnee. ,,Betrachten wir doch mal irgendeine
der Sdulen innerhalb der Manufaktur. Er zeichnet noch ein paar Pfeile ein.
, Wenn wir jetzt entgegen dem Uhrzeigersinn - das ist die Richtung, die die
Erde langsamer macht - einmal um die Sdule herumgehen, dann bewegen wir
uns teilweise mit den Giitern und teilweise entgegen der Transportrichtung.
Jeder Pfeil steht dabei fiir eine Vierteldrehung um die Séule. Hier in diesem
Beispiel bewegen sich die Giiter also drei Viertel entgegen dem Uhrzeiger
und ein Viertel im Uhrzeigersinn. Insgesamt beschreiben sie also eine halbe
Drehung um die Séule - und das alle 10 Sekunden.

N
| o 4

v @
—

»,Aber da drin gibt es doch insgesamt 12 Sdulen.“ | Richtig! Jetzt miissen
wir herausfinden, wie viele Vierteldrehungen die Waren in der Manufaktur
insgesamt jeweils um die Sédulen machen. Dabei sind immer nur die direkt an-
grenzenden Warenfliisse wichtig. Fiir weiter entfernte Warenbewegungen sind
andere Saulen verantwortlich.” Mit einem grimmigen, in die Ferne schweifen-
den Blick, fiigt er hinzu: ,,Jawoll, und auch nur die Drehungen um die Sdulen
sind wichtig. Was drauflen oder in den Wianden passiert, ist nicht unsere
Sache!* ,Und was machen wir, wenn wir diese ganzen Drehungen kennen?*
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Gabriel grinst zufrieden. ,,Ganz einfach, wir zéhlen sie zusammen und dann
darfst du die entsprechende Zahl von Viertelrunden, diesmal in die entgegen-
gesetzte Richtung um den Nordpol dort driiben laufen, um die Verlangsamung
zu kompensieren.

Wie viele Runden soll der arme Georg denn jetzt alle 10 Sekunden um den
Nordpol drehen?

Antwortmoglichkeiten:
1. acht Runden im Uhrzeigersinn
2. zwei Runden im Uhrzeigersinn
3. eine und eine halbe Runde im Uhrzeigersinn
4. eine Runde im Uhrzeigersinn
5. er muss gar nicht laufen
6. eine viertel Runde gegen den Uhrzeigersinn
7. eine halbe Runde gegen den Uhrzeigersinn
8. eine Runde gegen den Uhrzeigersinn
9. zwei und eine Viertelrunde gegen den Uhrzeigersinn

10. das kann mit den Angaben nicht bestimmt werden

Wer diese Argumentation fiir unphysikalischen Unsinn hélt, der sei auf
http://de.wikipedia.org/wiki/Astronomische Chronologie
verwiesen. Die Erde wird ndmlich tatsdchlich langsamer.
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22.2 Losung

Richtige Losung: Antwort 4: Eine Runde im Uhrzeigersinn.

In der Aufgabe kommt einiges zusammen. Zuerst sollte man versuchen, die
in der Zeichnung fehlenden Warenfliisse zu finden. Dabei ist klar, dass sobald
in ein Feld 2 Pfeile hineinfithren, 2 wieder herausfithren miissen. Und umge-
kehrt. Man hat anfangs 3 Felder (1, 3 und 21), in denen man so argumentieren
kann und fiillt somit fast den gesamten Rest des Hauses aus.
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Was man damit konstruiert hat, ist so etwas wie ein diskretes divergenzfreies
Vektorfeld. ,,Divergenzfrei“ heif3t hier nichts anderes als die Forderung, dass
sich nirgendwo etwas ansammelt oder verschwindet. Die Felder 10, 15 und 20
sind aber nicht eindeutig. In denen koénnen alle Pfeile noch nach oben oder
alle nach unten gehen. Das ist fiir die letztendliche Losung aber komplett
irrelevant. Schauen wir uns ein kleines Beispiel an:
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lETET

Der Umlauf um Saule a ist im Bild dargestellt. Man hat 3 Vierteldrehungen
gegen den Uhrzeigersinn und eine im Uhrzeigersinn - also insgesamt eine
halbe Drehung.

lETET

Um Sdule b heben sich die Vierteldrehungen (je 2) genau auf. Dabei féllt
auf, dass der Pfeil von 5 nach 2 um Saule a positiv und um Saule b negativ
gezéhlt wird. Wenn man die Umléufe um Saulen a und b also aufsummiert,
fallt der (b — 2)-Pfeil weg. Was iibrigbleibt, ist die Summe der Pfeile, die
auflen um die beiden Saulen laufen.

lETET

Schnell im Bild nachgezéhlt liefert das ebenso 2 Vierteldrehungen.

Wir halten also fest: Wenn man die Umldufe um zusammenhéngende be-
nachbarte Sdulen zusammenzahlt, reicht es, nur den Umlauf um alle diese
Saulen zu zdhlen. Und das wiederum ist nichts anderes als die Aussage des
Satzes von Stokes (der iibrigens George Gabriel mit Vornamen heifit). Siehe
z.B. http://de.wikipedia.org/wiki/Satz _von_Stokes. Beziehen wir das
jetzt auf alle betrachteten Sédulen, dann ergibt sich der Umlauf wie im Bild.
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Es gibt also 10 Pfeile in und 6 Pfeile entgegen dem Uhrzeigersinn. Insgesamt
bleiben also 4 Vierteldrehungen {ibrig und Georg darf 1 Runde laufen.

Projektbezug:

Sowohl der Begriff der Divergenzfreiheit als auch der Satz von Stokes sind
grundlegende Prinzipien der Analysis. In jeder Stromungssimulation oder in
der Simulation von magnetischen Feldern ist es wichtig, dass nicht einfach
irgendwo Fliissigkeit verschwindet oder das Magnetfeld eine Quelle hat. Die
Divergenzfreiheit wird dort also immer gefordert. Genauso treten bei diesen
Problemen auch Fragestellungen nach Gesamtdrehimpuls oder der gesam-
ten magnetischen Flussdichte auf, die sich mit dem Satz von Stokes einfach
beantworten lassen, indem man einfach einen Rundweg um das betrachtete
Gebiet anschaut, statt jeden Punkt im Inneren einzeln zu betrachten.
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23 Rasende Rentiere

Autor: Martin Grof3, Melanie Schmidt
Projekt: B18
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23.1 Aufgabe

Weihnachten steht vor der Tiir, und der Weihnachtsmann vor einem Pro-
blem: eine Grippe-Welle hat die Wichtel erwischt. Fast alle Wichtel liegen
stark verschnupft mit Fieber in ihren Betten, schnelle Besserung ist laut
Wichtel-Doktor Wirrhaar nicht in Sicht. Das ist ein Problem, denn Geschenk-
herstellung funktioniert am Nordpol nicht wie in normalen Fabriken: Fiir ein
Geschenk nimmt man eine Handvoll Sternenstaub, die man dann in verschie-
denen Fabriken verzaubern lassen muss. In jeder Fabrik wird ein bestimmter
Zauber gewirkt, und je nachdem, bei welchen Fabriken ein Gegenstand wei-
terverzaubert wird, kommt am Ende ein Fahrrad oder auch ein Computer
heraus. Dazu miissen die Gegensténde aber zwischen verschiedenen Fabriken
hin- und hertransportiert werden — und das iibernehmen normalerweise die

Wichtel.

Zum Gliick konnen die Rentier-Schlitten einspringen und sich um den Trans-
port kiimmern — zum Geschenke verteilen werden sie ja noch nicht benétigt.
Am Nordpol kennen sich die Rentiere zwar nicht so gut aus (es leben einfach
zu wenig Kinder dort, denen sie Geschenke bringen wiirden), aber solange
die Schlitten iiber die Strafien fliegen kénnen, die die Wichtel normalerweise
benutzen wiirden, spielt das zum Gliick keine Rolle.

Der Weihnachtsmann wirft einen Blick auf seine Nordpol-Karte (siche Abbil-
dung): die dicken Punkte markieren die Geschenkfabriken, die Linien Wichtel-
Straflen und die Zahlen an den Linien die Anzahl an Rentieren, die zum
Aufrechterhalten des Transports entlang einer Wichtel-Strafle notig wéren.
Da seine Rentiere aber auch nicht zu erschopft sein diirfen, wenn es an das
Geschenkeaustragen geht, sollten so wenig Rentiere wie moglich zum Trans-
port eingespannt werden. ,, Auf wie viele Wichtel-Stralen kann ich verzichten,
ohne dass es zwei nicht miteinander verbundene Fabriken gibt?“, fragt sich
der Weihnachtsmann und fangt an, herumzuprobieren. Einen halben Bleistift
und einen Block Papier spéter hat er auf eine Menge Wege verzichtet — es
gibt jetzt zwischen je zwei Geschenkfabriken immer noch einen Transportweg,
aber nicht mehr.

Das miissten seine Rentiere eigentlich noch bewéltigen kénnen, denkt sich
der Weihnachtsmann und will den Plan schon umsetzen... bis ihm einfallt,
dass die Schlitten auch irgendwo starten und landen miissen! Eine Schlitten-
Landebahn ist zwar schnell herbeigezaubert, braucht aber Platz und muss
in der Néahe ihrer Geschenkfabrik sein — und unter diesen Umsténden passen
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maximal drei Landebahnen an eine Fabrik. An beiden Enden einer Strafle
muss eine Landebahn sein, damit die Strafle von Rentier-Schlitten benutzt
werden kann. Somit muss der Weihnachtsmann noch einmal neu schauen,
auf welche Wichtel-Stralen er verzichtet — er mochte nach wie vor, dass alle
Geschenkfabriken erreichbar bleiben und moglichst wenig Rentiere eingesetzt
werden miissen. Zusétzlich diirfen jetzt von jeder Geschenkfabrik ausgehend
maximal drei Straflen genutzt werden, damit nicht zu viele Landebahnen an
einer Fabrik benotigt werden. Wie viele Rentiere sind dann mindestens notig?

Antwortmoglichkeiten:

1. 18
2. 19
3. 20
4. 21

5. 22
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6. 23
7. 24
8. 25
9. 26

10. 27

Projektbezug:
Der Aufgabe liegt das Problem aus der kombinatorischen Optimierung zu
Grunde, einen grad-beschrinkten minimalen Spannbaum zu finden.
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23.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 7: 24 Rentiere.

Verschiedene Strategien fithren zu der Losung der Aufgabe. Eine Moglichkeit
besteht darin, Schritt fiir Schritt auf Wichtel-Stralen zu verzichten, die viele
Rentiere bendtigen wiirden und deren SchlieSung nicht den Transport zwi-
schen zwei Fabriken unmdoglich macht.

Verzichtet man, beginnend mit der teuersten Wichtel-Strafie (also der Strafe,
die 6 Rentiere erfordern wiirde), wiederholt auf die jeweils teuerste Wichtel-
Strafe, bleiben schliefflich die Strafien aus folgender Abbildung iibrig.

Da die drei roten Fabriken mehr als drei ausgehende Straflen haben, muss
diese Losung noch angepasst werden. Wichtig ist vor allem, die Strafle zwi-
schen den beiden roten Fabriken zu vermeiden. Eine optimale Losung ist
folgende:
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24 Ein Sudoku zum Advent

Autor: Giinter M. Ziegler
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24.1 Aufgabe

,Bald nun ist Weihnachten“. Die Crew um den Weihnachtsmann hat die
Vorbereitungen auf das Weihnachtsfest fast abgeschlossen. Bevor es nun fiir
den Weihnachtsmann auf die alljahrliche, grofie Tour geht, gonnt er sich
ein wenig Zeit zur Entspannung. In der Weihnachtsrétsel-Zeitung findet er
folgendes Buchstaben-Sudoku. Fiir die Losung ist der Buchstabe im roten
Feld entscheidend.
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Der Weihnachtsmann macht sich an die Arbeit und 16st dieses Sudoku. Wel-
che der Antworten ist die richtige, wenn man dem Weihnachtsmann unter-
stellt, dass er alle Losungen gefunden hat. Das heifit im Klartext: Fiir die
Buchstaben, die in den Antwortmoglichkeiten nicht erwéhnt wurden, ist an-
zunehmen, dass das Sudoku mit diesen nicht 16sbar ist.
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Antwortmoglichkeiten:

10.

. Wenn im roten Feld ein A steht, gibt es genau drei Losungen.

. Wenn dort ein E steht, dann gibt es zwei Losungen, bei O exakt eine

Losung.

Wenn da ein A steht, dann hat das Sudoku zwei Losungen, wenn da
ein E oder O steht, dann jeweils eine.

. Wenn dort V steht, dann existiert keine Losung, wenn dort ein beliebi-

ger anderer Buchstabe steht, der dazu fithrt, dass das Sudoku mindes-
tens eine Losung hat, dann hat das Rétsel insgesamt drei Losungen.

Die Buchstaben A E,O,V liefern jeweils genau eine Losung.

Wenn da ein O steht, dann hat das Sudoku zwei Lésungen, wenn da
ein A oder E steht, dann jeweils eine.

Wenn da ein A oder O steht, dann hat das Sudoku insgesamt zwei
Losungen.

Wenn im roten Feld ein E oder A steht, dann gibt es jeweils zwei
Losungen. Bei O existiert nur eine Losung.

Bei A oder V im roten Feld lassen sich insgesamt zwei Losungen finden,
bei E noch eine zusétzliche Losung.

Das Sudoku ist inkorrekt definiert. Bei einem beliebigen Buchstaben,
der im Sinne des Rétsels dort vorkommen konnte, existiert keine Losung.

HINWEIS:

Beim klassischen Sudoku gilt es, in ein 9 x 9 - Raster, in jede Zeile und jede
Spalte die Ziffern 1 bis 9 einzutragen, wobei jede Ziffer in jeder Zeile und
Spalte exakt einmal vorkommt. Zusatzlich gilt die gleiche Einmaligkeitsbe-
dingung fiir jedes der neun markierten 3 x 3 Unterquadrate. Im vorliegenden
Sudoku sind die Zahlen durch Buchstaben ersetzt.
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24.2 Losung

Richtige L6sung: Antwort 3: Wenn da ein A steht, dann hat das Sudoku
zwei Losungen, wenn da ein E oder O steht, dann jeweils eine.
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