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1 Wichtelmiitze

Autor:  Gerhard Woeginger (TU Eindhoven)
Projekt: 4TU.AMI

1.1 Aufgabe

In einer alten Wichtelmiitze liegen genau 80 Euroscheine. Der Weihnachts-
mann sagt zu Knecht Ruprecht: , Wenn du zufillig 69 Scheine aus der Miitze
ziehst, dann befinden sich darunter garantiert

ein 100€-Schein,

drei 50 €-Scheine,

fiinf 20€-Scheine,

sieben 10€-Scheine und

neun 5<€-Scheine.*

Was ist der Gesamtwert aller Geldscheine in der Miitze?

~ [ )

13 11 1311 £ 3¢) 331
o
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Illustration: Friederike Hofmann
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Aufgabe 1

Antwortmoglichkeiten:

1.
2.
3.

10.

Der Gesamtwert aller Geldscheine betriagt 2500 €.
Der Gesamtwert aller Geldscheine betragt 2845 €.
Der Gesamtwert aller Geldscheine betriagt 2075 €.
Der Gesamtwert aller Geldscheine betragt 2465 €.
Der Gesamtwert aller Geldscheine betragt 2920 €.
Der Gesamtwert aller Geldscheine betriagt 2695 €.
Der Gesamtwert aller Geldscheine betragt 2150 €.
Der Gesamtwert aller Geldscheine betriagt 2330 €.
Der Gesamtwert aller Geldscheine betragt 2285 €.

Der Gesamtwert aller Geldscheine betragt 2710 €.
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1.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 1.

Wir bezeichnen die Anzahl der 100€-Scheine, 50€-Scheine, 20€-Scheine,
10€-Scheine und 5€-Scheine in der Wichtelmiitze mit

T100, %50, 20, T10 bzZw. T
und machen folgende Beobachtungen:

e Falls x199 < 11 gilt, konnte Ruprecht alle 100 €-Scheine im Hut lassen
und 69 andere Scheine ziehen. Wir folgern, dass x199 > 12.

e Falls x50 < 13 gilt, konnte Ruprecht nur zwei der 50 €-Scheine ziehen
und alle iibrigen im Hut lassen. Wir folgern, dass x5 > 14.

e Falls x99 < 15 gilt, konnte Ruprecht nur vier der 20<€-Scheine ziehen
und alle iibrigen im Hut lassen. Wir folgern, dass oo > 16.

e Falls x1¢ < 17 gilt, konnte Ruprecht nur sechs der 10€-Scheine ziehen
und alle iibrigen im Hut lassen. Wir folgern, dass 19 > 18.

e Falls x5 < 19 gilt, koénnte Ruprecht nur acht der 5€-Scheine ziehen
und alle iibrigen im Hut lassen. Wir folgern, dass x5 > 20.

Wir addieren diese fiinf Ungleichungen und erhalten
T100 + 50 + 20 + 10 + 5 > 12+ 14 + 16 + 18 + 20 = 0.

Da aber insgesamt nur 80 Geldscheine im Wichtelmiitze sind, muss in jeder
dieser fiinf Ungleichungen Gleichheit gelten, d. h.

T100 = 12, T50 = 14, Ioo = 16, T10 = 18, Ty = 20.
Der Gesamtwert aller Geldscheine betragt daher

12-100€+14-50€ +16-20€ + 18 - 10€ + 20 - 5€ = 2500 €.
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2 Schneeflockengas

Autor:  Gerhard Woeginger (TU Eindhoven)
Projekt: 4TU.AMI

2.1 Aufgabe

Die Physikwichtelin Philomena erzéhlt beim Abendessen iiber ihren Arbeits-
tag: ,Im Physiklabor haben wir heute mit Schneeflockengas experimentiert.
Wie ihr alle sicherlich wisst, gehort Schneeflockengas zu den idealen Gasen,
die allen mathematischen Gesetzen der Thermodynamik perfekt gehorchen.
Insbesondere erfiillt Schneeflockengas die allgemeine Gasgleichung:

D - V =k B N-T.
In der allgemeinen Gasgleichung bezeichnet

e p den Druck des Gases,
e 1/ sein Volumen,
e N seine Teilchenzahl und

e T die Temperatur.

Auflerdem enthélt diese Gleichung noch die berithmte Boltzmann-Konstante
kp ~ 1,380652-10"23 J/K.

Waihrend des gesamten Experiments blieb die Teilchenzahl N konstant und
hatte den Wert ...“ In diesem Moment verschluckt sich Philomena an einem
Bissen und hustet, sodass die anderen Wichtel den Wert von NV nicht verstehen
konnen. Dann kramt Philomena ein Diagramm (siehe Abbildung) aus ihrer
Aktentasche hervor.
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Philomena erklirt dazu: ,,Unser Experiment hat 8 Stunden gedauert. Wéh-
rend des Experiments haben wir ununterbrochen Druck, Volumen und Tempe-
ratur des Gases gemessen. Am Anfang des Experiments betrug der Gasdruck
po = 8,0bar und das Volumen betrug Vy = 800 Liter. Das Diagramm zeigt
den Zusammenhang zwischen Gasvolumen V' und Gasdruck p vom Anfang
(A) bis zum Ende (E) des Experiments als schnurgerade Linie.*

Die Mathematikwichtelin Mathilda hat aufmerksam zugeho6rt und sagt: ,,Aha,
alles klar, ich verstehe! Wiahrend des Experiments ist die Temperatur 7" des
Gases zunéchst eine Zeit lang gestiegen und danach ist sie bis zum Ende des
Experiments ununterbrochen gefallen.

Philomena nickt und sagt: ,,Ja, vollig richtig, genau so hat sich unser Experi-
!“

ment abgespielt

Wie grof3 war denn der Druck p* des Gases zu dem Zeitpunkt, als das Gas
seine hochste Temperatur erreicht hatte?
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Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmoglichkeiten:

1. Der Gasdruck betrug p* = 3,6 bar.
2. Der Gasdruck betrug p* ~ 4,0 bar.
3. Der Gasdruck betrug p* ~ 4,4 bar.
4. Der Gasdruck betrug p* ~ 4,8 bar.
5. Der Gasdruck betrug p* ~ 5,2 bar.
Der Gasdruck betrug p* ~ 5,6 bar.
Der Gasdruck betrug p* ~ 6,0 bar.

Der Gasdruck betrug p* ~ 6,4 bar.

© ® N o

Der Gasdruck betrug p* ~ 6,8 bar.

10. Der Gasdruck betrug p* ~ 7,2 bar.

10
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2.2 Lo6sung
Die richtige Antwort ist: 4.

Dieses Rétsel hat eine simple und sehr kurze Losung, die die meisten Infor-
mationen aus dem Aufgabentext einfach ignoriert:

Da im Diagramm der Druck pg fiinf (vertikalen) Einheitslingen entspricht
und das Volumen Vj drei (horizontalen) Einheitsldngen, skalieren wir die
Mafleinheit des Volumens derart, dass

Vo _ 3
Po O
gilt. Die Gerade im Diagramm geht durch die Punkte

5

2po 12po 2po
EFE=(4Vy,— | = —,— |.
< 05 5 ) < 5 ) 5

Die resultierende Geradengleichung lautet dann

V 6p0
V)= —— 4+ —.
p(V) 5T 5

v =3 (%),

Da die Teilchenzahl N und die Boltzmann-Konstante kg konstant sind, liefert
die allgemeine Gasgleichung einen proportionalen Zusammenhang zwischen
der Temperatur T' und dem Produkt p - V' aus Druck und Volumen:

3
A= Vy,po) = (m’m) ,

bzw.

A
kp-N
Die Temperatur erreicht demnach ihren Hochstwert, wenn das Produkt
6p
p-V=p-Vp)=3p- (50—p>

maximal ist. Die Parabel

f(p) =3p- <6§0 —p>

11
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hat ihren Scheitelpunkt (d.h. ihr Maximum) bei

* % - %-8barz4,8bar.

Die Temperatur erreicht also ihren Hochstwert bei p* = 4,8 bar.

12
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3 Billardtisch

Autor:  Hennie ter Morsche (TU Eindhoven)
Projekt: 4TU.AMI

3.1 Aufgabe

Im Aufenthaltsraum der Wichtel steht ein grofler dreieckiger Billardtisch.
Der Winkel beim Eckpunkt A betrdgt 40°. Die Winkel an den Ecken B bzw.
C betragen jeweils 70°. Trifft eine Billardkugel auf eine der beiden Banden
AB oder AC, so wird sie perfekt reflektiert, d. h. Einfalls- und Ausfallwinkel
sind gleich grof. Trifft die Kugel aber auf die Bande BC' oder eine der drei
Ecken A, B, C, so bleibt sie dort kleben und bewegt sich nicht weiter fort.

C

B

Knecht Ruprecht spielt praktischerweise mit einer punktférmigen Billardku-
gel. Diese Kugel liegt am Anfang an einem beliebigen Punkt im Inneren des
Dreiecks und bewegt sich nur auf geraden Linien.

Was ist die groBitmogliche Zahl von Bandenberiithrungen, die Ruprecht mit
einem einzigen Billardstofl erzielen kann, bevor die Kugel an einer Bande
oder in einem Punkt kleben bleibt?

13
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Illustration: Julia Nurit Schénnagel

Antwortmoglichkeiten:

1.
2.

3.

10.

Die grofitmogliche Zahl ist 4.

Die groBitmogliche Zahl ist 5.

Die groBitmogliche Zahl ist 6.

Die grofitmogliche Zahl ist 7.

Die groBitmogliche Zahl ist 8.

Die grofitmogliche Zahl ist 12.

Die groBitmogliche Zahl ist 16.

Die groBitmogliche Zahl ist 24.

Ruprecht kann unendlich viele Bandenberiihrungen erzielen.

Die grofitmogliche Zahl héngt von der Lénge der Bande BC' ab.

14
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3.2 Losung

Die richtige Antwort ist: 2.

Da die dritte Bande BC' des Billardtisches absorbierend ist, kann die Kugel
nur zwischen den beiden Banden AB und AC' hin- und herrollen. Aus Sym-

metriegriinden kénnen wir annehmen, dass die Kugel zuerst die Bande AC
beriihrt, dann AB, dann wieder AC usw.

In der folgenden Abbildung sehen wir den Billardtisch (rechts in der Mitte)
zusammen mit fiinf geeignet gespiegelten Kopien.

C

B

Da Einfallswinkel und Ausfallwinkel bei jeder Reflexion an den Banden AB
bzw. AC auf unserem Billardtisch gleich grof3 sind, entspricht der Weg der
Billardkugel in den Kopien einer geraden Linie zwischen dem Startpunkt
und dem Absorptionspunkt. Die gestrichelte Linie zeigt uns einen mdoglichen
Weg der Billardkugel, der zu genau fiinf Bandenberithrungen fiihrt. (Die
zugehorige Bewegung der Kugel auf unserem Billardtisch wird durch die
durchgezogene Linie reprisentiert.)

15



MATH+ Adventskalender 2020 Aufgabe 3

Die Bande AC am Originaltisch und die Bande AB in der fiinften gespiegelten
Kopie schlieflen einen Winkel von 5 - 40° = 200° ein. Da dieser Winkel grofier
als 180° ist, konnen wir keine gerade Linie durch mehr als fiinf Kopien unseres
Dreiecks ABC' ziehen. Somit sind sechs (oder mehr) Bandenberiihrungen
unmoglich.

16
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4 Weihnachtskerzen

Autoren: Cor Hurkens (TU Eindhoven), Hennie ter Morsche (TU Eindhoven)
Projekt: 4TU.AMI

4.1 Aufgabe

Packwichtel Paco packt fiinfzehn aufrecht stehende Weihnachtskerzen dicht
an dicht in einen Karton mit quadratischer Grundfliche. Jede Kerze ist
zylinderférmig und hat eine kreisformige Grundfiiche mit Radius 1 cm. Die
Abbildung zeigt die Grundfliche des Kartons als Quadrat und die Grund-
flichen der fiinfzehn Kerzen als Kreise.

/

N /

Die Abbildung gibt genau an, welche Kerzen einander und welche Kerzen
den Rand des Kartons beriihren. Die Seitenléinge s des Quadrats kann in der
Form s = a + Vb + /¢ (gemessen in Zentimetern) mit drei ganzen Zahlen
a, b, ¢ geschrieben werden.

Welchen Wert hat die Summe a + b + ¢ dieser drei ganzen Zahlen?

17
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Illustration: Frauke Jansen

Antwortmoglichkeiten:

1. Die Summe der drei Zahlen a, b, ¢ ist 8.

2. Die Summe der drei Zahlen a, b, ¢ ist 9.

3. Die Summe der drei Zahlen a, b, ¢ ist 10.
4. Die Summe der drei Zahlen a, b, ¢ ist 11.
5. Die Summe der drei Zahlen a, b, ¢ ist 12.
6. Die Summe der drei Zahlen a, b, ¢ ist 13.
7. Die Summe der drei Zahlen a, b, ¢ ist 14.
8. Die Summe der drei Zahlen a, b, ¢ ist 15.
9. Die Summe der drei Zahlen a, b, ¢ ist 16.

10. Die Summe der drei Zahlen a, b, ¢ ist 17.

18
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4.2 LoOsung
Die richtige Antwort ist: 5.

Wie in der linken Abbildung eingezeichnet, bildet die Diagonale des Quadrats
eine Symmetrieachse fiir die gegebene Anordnung der 15 Kreise. Das kann
man durch genaues Hingucken erkennen, intuitiv erraten oder wie folgt
beweisen. Wir benennen zunéchst die Kreise, wie in der rechten Abbildung
angegeben.

Uber das Bild legen wir nun ein Koordinatensystem, dessen Ursprung in der
linken unteren Ecke des Quadrates liegt. Eine eine Einheit im Koordinaten-
system entspricht genau 1 cm. Die Mittelpunkte der Kreise werden mit M4,
Mp, Mo usw. bezeichnet. Wenn ein Kreis eine Quadratseite beriihrt, so ist
sein Mittelpunkt genau 1cm von dieser Seite entfernt. Wenn zwei Kreise
einander beriihren, so sind ihre Mittelpunkt genau 2 cm voneinander entfernt.

e Da M4 = (1,1) auf der Diagonalen liegt, ist der Kreis A sein eigenes
Spiegelbild.
Da Mo = (s—1,s—1) und M = (s—3, s—3) auch auf der Diagonalen
liegen, sind die Kreise O und J ebenfalls ihre eigenen Spiegelbilder.

o Wegen Mp = (s—1,1) und My = (1,s — 1) liegen die beiden Kreise
D und L spiegelbildlich zueinander.
Wegen Mc = (s —3,1) und My = (1,s — 3) liegen die beiden Kreise
C und H spiegelbildlich zueinander.
Wegen Mg = (s—1,s —3) und My = (s — 3,s — 1) liegen ferner die
Kreise K und N spiegelbildlich zueinander.

19
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Die Kreise B und F beriihren sich. Zudem beriihrt der Kreis B die
beiden Kreise A und C, und der Kreis ' beriihrt die beiden Kreise A
(Spiegelbild von sich selbst) und H (Spiegelbild von C).

Daher sind die Kreise B und E Spiegelbilder voneinander.

Der Kreis F' beriihrt die beiden Kreise B und C' (die sich ihrerseits
beriithren), und der Kreis I beriihrt die beiden Kreise £ und H (die
sich ebenfalls beriihren).

Da B / C das Spiegelbild von E / H ist, liegen F' und I spiegelbildlich
zueinander.

Der Kreis GG beriihrt die Kreise D, F', K, und der Kreis M beriihrt die
Kreise L, I, N.

Da D / F / K die Spiegelbilder von L / I / N sind, liegen G und M
spiegelbildlich zueinander.

Damit ist die behauptete Symmetrie der Anordnung beziiglich der Diagonalen
nachgewiesen. Daraus erhalten wir die folgende wichtige Beobachtung:

Die vier Mittelpunkte Mp, Mg, M;, Mg bilden eine Raute, da alle vier Seiten
die Liange 2 haben. Weiterhin ist die Strecke M pMp symmetrisch zur Strecke
MpM; und somit ist diese Raute sogar ein Quadrat.

Als néchstes wollen wir die Lénge der Diagonalen bestimmen, die sich (von
links unten nach rechts oben) aus den folgenden sechs Strecken zusammen-

setzt:

20
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1. Diagonale eines kleinen Quadrats mit Seitenléinge 1, d. h.
der Linge v/2.

2. Hohe eines gleichseitigen Dreiecks mit Seitenldnge 2, d. h.
der Lange V3.

3. Mittelhalbierende eines groflen Quadrats mit Seitenlédnge 2, d. h.
der Lénge 2.

4. Hohe eines zweiten gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlédnge 2, d. h.

der Linge V3.

5. Diagonale eines zweiten groflen Quadrats mit Seitenlédnge 2, d. h.

der Linge 2v/2.

6. Diagonale eines zweiten kleinen Quadrats mit Seitenlédnge 1, d. h.
der Linge v/2.

Die Lénge der Diagonale der quadratischen Grundfliche betrégt daher

d=V2+V3+2+V3+2V2+V2=2+4V2+2V3.

Da d die Diagonale eines Quadrats der Seitenlénge s ist, gilt d = sv/2 und

somit
s=v2+4+ 6.

Daher gilt {a,b,c} ={2,4,6} und a +b+c = 12.

21
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5 Mondrian

Autor:  Hennie ter Morsche (TU Eindhoven)
Projekt: 4TU.AMI

5.1 Aufgabe

Der Malwichtel Mondrian hat eine quadratische Weihnachtskarte entworfen
und sie in 64 kleine quadratische Zellen unterteilt. Mondrian taucht den
Pinsel tief in den roten Farbtopf und malt die kleinen Quadrate mit einem
einzigen langen durchgehenden Pinselstrich aus, der jedes der 64 Quadrate
genau einmal durchquert und am Ende ins Startquadrat zuriickkehrt.

Der in der Abbildung gezeigte Pinselstrich durchquert 48 Quadrate in Gera-
denstiicken und 16 Quadrate in Viertelkreisen. Da ein Viertelkreis weniger
Farbe verbraucht als ein Geradenstiick, méchte Mondrian einen moglichst
sparsamen Pinselstrich finden, der mdoglichst wenige Geradenstiicke und mog-
lichst viele Viertelkreise enthiilt.

Was ist die Maximalzahl M von Quadraten mit Viertelkreisen in einem
derartigen Pinselstrich?

22
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Illustration: Julia Nurit Schénnagel

Antwortmoglichkeiten:

1. Die Maximalzahl von Viertelkreisen ist M = 42.
2. Die Maximalzahl von Viertelkreisen ist M = 44.
3. Die Maximalzahl von Viertelkreisen ist M = 46.
4. Die Maximalzahl von Viertelkreisen ist M = 48.
5. Die Maximalzahl von Viertelkreisen ist M = 50.
Die Maximalzahl von Viertelkreisen ist M = 52.
Die Maximalzahl von Viertelkreisen ist M = 54.
8. Die Maximalzahl von Viertelkreisen ist M = 56.
9. Die Maximalzahl von Viertelkreisen ist M = 58.

10. Die Maximalzahl von Viertelkreisen ist M = 60.

23
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5.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 8.

Das folgende Bild zeigt einen moéglichen Pinselstrich mit 56 Viertelkreisen.

Wir wollen nun noch zeigen, dass diese 56 Viertelkreise nicht {ibertroffen
werden konnen. Dazu nehmen wir zwecks Widerspruchs an, dass ein Pinsel-
strich P mit mindestens 57 Viertelkreisen existiert und machen die folgenden
Definitionen:

e Ein Quadrat ¢ heifit gut, falls ¢ einen Viertelkreis von P enthélt.
Dagegen heifit ¢ schlecht, falls es ein Geradenstiick von P enthélt.

e Wenn eine Zeile oder Spalte kein einziges schlechtes Quadrat enthélt,
so nennen wir sie sauber.

Laut Annahme enthélt der Pinselstrich P also mindestens 57 gute und
hochstens 7 schlechte Quadrate.

Wir betrachten dazu ein Stiick des Pinselstrichs P in der i-ten Zeile und
bemerken, dass P die i-te Zeile in einem Quadrat ¢ betritt, einige weitere
Quadrate in dieser Zeile durchlduft und die Zeile dann im Quadrat ¢’ wieder
verlésst:

24
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e Falls ¢ = ¢/ gilt, so durchquert P das Quadrat ¢ in vertikaler Richtung
und ¢ ist daher schlecht.

e Falls q # ¢ gilt, so sind die beiden Quadrate ¢ und ¢’ gut, wihrend
alle dazwischen besuchten Quadrate schlecht sind.

Da jedes derartige Stiick des Pinselstrichs eine gerade Anzahl an guten Qua-
draten beisteuert (jeweils keine bzw. zwei gute Quadrate), ist die Gesamtzahl
der guten Quadrate in jeder Zeile gerade.

Da jede Zeile eine gerade Anzahl von guten Quadraten enthélt, enthélt jede
Zeile auch eine gerade Anzahl an schlechten Quadraten. Und da es hochstens
sieben schlechte Quadrate gibt, sind also mindestens fiinf Zeilen sauber.
Daraus folgern wir weiter, dass es mindestens zwei aufeinanderfolgende sau-
bere Zeilen 2a — 1 und 2a, a € {1, 2, 3,4}, gibt.

Analog konnen wir zeigen, dass es zwei saubere Spalten 2b — 1 und 2b,
be{l1,2,3,4}, gibt.

Nun wollen wir eine saubere Zeile z genauer betrachten: Der Pinselstrich P
betritt das Quadrat mit den Koordinaten (z,1) entweder von (z — 1,1) oder
von (z+ 1,1) aus, geht dann weiter nach (z,2), und danach nach (z — 1,2)
oder (z + 1,2). Wir sehen, dass der Pinselstrich P die vier Strecken

(z,1) = (2,2), (2,3) — (2,4), (2,5) — (2,6), (2,7) — (2,8)

nacheinander durchlaufen muss:

z+1

Analog sehen wir, dass der Pinselstrich P in jeder sauberen Spalte s die vier
Strecken

(1,5) — (2,5), (3,8) — (4,9), (5,s) — (6,s), (7,8) — (8, 9)
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durchlaufen muss.

Fiir die beiden sauberen Zeilen z = 2a — 1 und z = 2a und fiir die beiden
sauberen Spalten s = 2b — 1 und s = 2b folgt aus dieser Diskussion, dass der
Pinselstrich P den folgenden Streckenzug durchlaufen muss:

(2a —1,2b — 1) — (2a — 1,2b) — (2a,2b) — (2a,2b — 1) — (2a — 1,2b — 1).

2a

20 — 1

2b—1 2b

Dieser Streckenzug bildet allerdings einen geschlossenen Kreis, der vom Rest
des Pinselstrichs P abgetrennt ist — ein Widerspruch zur Voraussetzung, dass
P ohne abzusetzen gezeichnet werden kann.

Wir fassen zusammen, dass es unter den gegebenen Voraussetzungen unmoglich
ist, einen Pinselstrich mit mehr als 56 Viertelkreisen zu zeichnen.
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6 Wiirfelspiel

Autoren: Frits Spieksma (TU Eindhoven),
Jesper Nederlof (TU Eindhoven)

Projekt: 4TU.AMI

6.1 Aufgabe

Knecht Ruprecht und Wichtel Kubo spielen ein Spiel mit N > 4 Holzwiirfeln.
Zu Beginn des Spiels sind die sechs Seitenflichen auf jedem dieser N Wiirfel
leer und unbeschriftet.

In der ersten Phase des Spiels beschriften sie abwechselnd die 6N Seiten-
flichen der Wiirfel mit den natiirlichen Zahlen aus dem Bereich 1,2,..., N.
In jedem Zug wird genau eine Seitenfléiche beschriftet. Die beiden sind ab-
wechselnd am Zug, wobei Ruprecht beginnt.

In der zweiten Phase des Spiels bauen sie aus diesen N Wiirfeln einen
Turm. Der erste (und damit unterste) Wiirfel im Turm muss die Zahl 1 auf
einer seiner Seitenfléchen tragen, der zweite die Zahl 2, der dritte die Zahl 3,
und so weiter. Ruprecht und Kubo wihlen abwechselnd einen Wiirfel aus,
wobei Ruprecht beginnt und somit den ersten (und somit untersten) Wiirfel
auswihlt. Erst wenn im k-ten Zug kein Wiirfel mehr mit der Zahl k auf einer
Seitenfliche vorhanden ist, bricht das Spiel ab.

Ruprecht gewinnt das Spiel, wenn der Turm am Ende des Spieles aus allen
N Wiirfeln besteht. Andernfalls gewinnt Kubo. Kubo und Knecht Ruprecht
treffen in jedem Zug in beiden Phasen die fiir sie bestmoglichen Entschei-
dungen.

Fiir welche Werte von N im Bereich 4 < N < 7 kann Ruprecht den Sieg
erzwingen?
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4

Illustration: Julia Nurit Schénnagel

Antwortmoglichkeiten:

1.
2.

3.

10.

Ruprecht kann den Sieg nur fiir N = 4 erzwingen.
Ruprecht kann den Sieg nur fiir N = 4, 5 erzwingen.
Ruprecht kann den Sieg nur fiir N = 4, 6 erzwingen.
Ruprecht kann den Sieg nur fiir N = 4, 7 erzwingen.
Ruprecht kann den Sieg nur fiir N = 5, 6 erzwingen.
Ruprecht kann den Sieg nur fiir N = 4, 5, 6 erzwingen.
Ruprecht kann den Sieg nur fiir N = 4, 5, 7 erzwingen.
Ruprecht kann den Sieg nur fiir N = 4, 6, 7 erzwingen.
Ruprecht kann den Sieg nur fiir N = 5, 6, 7 erzwingen.

Ruprecht kann den Sieg fiir N = 4, 5, 6, 7 erzwingen.
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6.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 10.

Ruprecht kann fiir alle IV im Bereich 4 < N < 7 den Sieg erzwingen.

Eine wichtige Beobachtung fiir Ruprechts Gewinnstrategie ist, dass Ruprecht
in der ersten Phase auf jedem der N Wiirfel drei Seitenflichen mit Zahlen
seiner Wahl beschriften kann. Dies kann er z. B. folgendermaflen erreichen:
Ruprecht beschriftet zunéchst einen beliebigen Wiirfel mit einer Zahl. In
den folgenden Ziigen schreibt er immer eine Zahl auf den Wiirfel, den Kubo
gerade vor ihm beschriftet hat.

Das Spiel mit N = 4 Wiirfeln: In der ersten Phase beschriftet Ruprecht
eine Seite eines Wiirfels mit 1 und schreibt auf jeden der anderen drei Wiirfel
die drei Zahlen 2, 3, 4.

In der zweiten Phase verwendet Ruprecht den zuerst beschrifteten Wiirfel als
Basiswiirfel fiir den Turm. In den anderen drei Ziigen ist jeweils ein Wiirfel
mit den drei Zahlen 2, 3, 4 vorhanden. Ruprecht gewinnt.

Das Spiel mit N = 5 Wiirfeln: In der ersten Phase beschriftet Ruprecht

e ecinen Wiirfel W7 mit 1,
e einen zweiten Wiirfel W5 mit den Zahlen 2, 3, 4

e und die verbleibenden drei Wiirfel W3, Wy, W5 jeweils mit den Zahlen
3,4, 5.

In der zweiten Phase verwendet Ruprecht zuerst W7 als Basiswiirfel. Dann
wahlt Kubo einen Wiirfel W,.. Falls W, # Wy, so wahlt Ruprecht im darauf-
folgenden Zug Wy und gewinnt. Falls hingegen W, = W5, so wéhlt Ruprecht
im darauffolgenden Zug W3 und gewinnt ebenfalls.

Das Spiel mit N = 6 Wiirfeln: In der ersten Phase beschriftet Ruprecht

e einen Wiirfel Wi mit 1,
e cinen zweiten Wiirfel Wy mit 2, 3, 4,
e cinen dritten Wiirfel W3 mit 3, 4, 5

e und die drei verbleibenden Wiirfel Wy, W5, Wy jeweils mit 4, 5, 6.
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In der zweiten Phase des Spiels verwendet Ruprecht zuerst W7. Danach ist
Kubo am Zug und es ist mindestens

o ein Wiirfel mit der Zahl 2 (W) im Spiel, sowie
o zwei Wiirfel mit der Zahl 3 (Wa, W3),

o drei Wiirfel mit der Zahl 4 (W5, W3, Wy) und
e vier Wiirfel mit der Zahl 5 (W3, Wy, W5, W5).

Unabhéngig von Kubos Entscheidungen wird der Turm also mindestens aus
fiinf Wiirfeln bestehen.

Ruprecht kann zudem dafiir sorgen, das W als zweiter Wiirfel (durch Kubo)
oder als dritter Wiirfel (durch Ruprecht selbst) in den Turm eingebaut wird.
Weiterhin kann er sicherstellen, dass W3 als zweiter, dritter, vierter oder
fiinfter Wiirfel in den Turm eingebaut wird. Nach dem Einbauen des fiinften
Wiirfels sind also Wy, Wa, W3 bereits in den Turm eingebaut. Alle verblei-
benden Wiirfel tragen die Zahl 6 auf einer ihrer Seiten. Das Spiel geht also
weiter und der Turm besteht am Ende aus N = 6 Wiirfeln. Ruprecht gewinnt.

Das Spiel mit N = 7 Wiirfeln: In der ersten Phase beschriftet Ruprecht

e einen Wiirfel Wy mit 1,

e einen zweiten Wiirfel Wy mit 2, 3, 4,
e cinen dritten Wiirfel W3 mit 3, 4, 5,
e cinen vierten Wiirfel W4 mit 4, 6, 7

e und die verbleibenden drei Wiirfel W5, Wg, W7 jeweils mit 5, 6, 7.

Nun kann wie im Fall N = 6 argumentiert werden: In der zweiten Phase
verwendet Ruprecht zuerst Wi als Basiswiirfel. Danach ist Kubo am Zug
und es ist mindestens

o ein Wiirfel mit der Zahl 2 (W) im Spiel, sowie
o zwei Wiirfel mit der Zahl 3 (Wa, W3),

o drei Wiirfel mit der Zahl 4 (W5, W3, Wy) und
e vier Wiirfel mit der Zahl 5 (W3, W5, Wg, Wr).
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Unabhingig von Kubos Entscheidungen wird der Turm also zumindest aus
finf Wiirfeln bestehen. Auflerdem kann Ruprecht dafiir sorgen, dass in
den ersten fiinf Spielziigen die Wiirfel Wy, Wy, W3 benutzt werden. Alle
verbleibenden Wiirfel tragen jeweils sowohl die Zahl 6 als auch die Zahl 7
auf einer ihrer Seiten. Das Spiel geht also weiter, bis der Turm am Ende aus
N = 7 Wiirfeln besteht. Ruprecht gewinnt.
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7 Tickisches Testdilemma

Autor: Paul Erchinger (MATH+ Schulaktivitéiten)

7.1 Aufgabe

Es ist wieder so weit: Das Weihnachtsfieber greift um sich. Normalerweise
ist das fiir den Weihnachtsablauf kein Problem, denn die Weihnachtswichtel
sind immun gegen dieses Virus, aber in diesem Jahr scheint es eine ganz
besonders hinterhéltige Ostermutation zu geben. Nur noch vier Wochen
bleiben bis Weihnachten und etlichen von Santas Helfer:innen sind bereits
lange Ohren und Schnurrhaare gewachsen. Der Krisenstab zur Bewiltigung
von Weihnachtskrisen hat sich zusammengesetzt und beschlossen, dass weit-
reichende Tests bei allen Wichteln durchgefithrt werden sollen. Man hofft
dadurch die Betroffenen schnell zu finden, sodass keine weiteren Wichtel
angesteckt werden.

Auch in der Weihnachtszentrale am Nordpol muss der obligatorische Test
durchgefiihrt werden. Doch Tests in der Arktis sind knapp. Der Schlitten,
der Nachschub bringen sollte, kommt aufgrund massiver Risse in der Eis-
schollenlandschaft nicht zur Zentrale durch. Fiir die 14 Wichtel und Santa
sind insgesamt nur zehn WO-Tests' iibrig, welche gliicklicherweise bereits
vorher per Post zugestellt wurden.

Santa ist ratlos: Wie sollen die Tests bei der gesamten Belegschaft von 15
Personen durchgefiithrt werden ohne ausreichende Kapazitdten? Und bei der
grofien Halloween-Wichtel-Party hétten sich alle untereinander anstecken
konnen. Doch Wichtelin Annelie hat einen Einfall: ,, Erinnert ihr euch noch
an unsere Sitzordnung zu Halloween? Wir hatten uns damals doch zum
Essen an fiinf Tischen hingesetzt. Aber damit uns nicht zu langweilig wird,
wechselten wir nach dem Hauptgang die Plétze so, dass keiner von uns
zweimal mit denselben Wichteln am Tisch safl. Irgendwo miisste ich die Liste
noch haben...“ Nach kurzem Stobern zieht sie diese Liste aus der Kiste mit
flauschigen pinken Osterhasen-Overalls:

1Es ist bekannt, dass sich Wichtelzellen normalerweise stark zu weihnachtlichen Symbo-
len hingezogen fiihlen. Beim WO-Test werden daher sowohl eine Weihnachtsbaumkugel, als
auch ein Osterei in die Probe gehalten. Wenn die Zellen stirker auf das Osterei reagieren,
ist davon auszugehen, dass es sich um eine ostermutierte Infektion handelt. Leider benotigt
man fiir jede Probe ein neues Osterei, weshalb die Tests sehr aufwendig und daher rationiert
sind.
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%  Tisch 1 | Tisch 2 ‘ Tisch 3 ‘ Tisch 4 ‘ Tisch 5
% Annelie | Boris | Carmen Dirk Esmeralda
g Frank Gabi | Hannes | Irene Jakob

E Klara | Lorenz Mara | Nathan Santa
g Tisch 1 | Tisch 2 | Tisch 3 | Tisch4 | Tisch 5
2 Frank Klara Dirk | Esmeralda | Annelie
é Boris Nathan | Mara Hannes Irene
Z Carmen | Jakob Gabi Lorenz Santa

» Wenn wir jetzt von uns allen je zwei Proben nehmen und die Proben der-
jenigen, die zusammen an einem Tisch gesessen haben, zusammenmischen,
miissen wir nur fiinf Tests fiir den Hauptgang und fiinf fiir den Nachtisch
durchfiihren — insgesamt also nur zehn Test! Anschlielend kdnnen wir einfach
schauen, wer in den Gruppen war, die in beiden Testliufen positiv getestet
wurden und konnen jene als krank identifizieren und isolieren!“

Eine rege Diskussion bricht hervor:

Boris meint: ,Aber so finden wir doch gar nicht alle infizierten Wichtel...*

Annelie antwortet: ,Doch! Wir finden auf diese Weise immer alle Infizier-
ten.

Carmen erwidert: ,,Das stimmt! Aber wir erhalten auch falsch-positive
Testergebnisse. Das heifit: Wichtel, die gar nicht infiziert sind, kénnten
trotzdem positiv getestet werden. Eigentlich kénnen wir es uns in dieser
Jahreszeit nicht leisten, dass diese dann ausfallen...*

Jakob meint darauf: ,Da wir aber nie mit denselben Wichteln an beiden
Tischen saflen, kann es keine falsch-positiven Testergebnisse geben. “

Mara ist anderer Meinung: , Leider ist das nicht korrekt. Nur, wenn wir
wiissten, dass maximal zwei Personen infiziert sind, héttest du recht.

Lorenz glaubt: ,Nein, selbst dann kénnten einige Wichtel falsch-positiv
getestet werden.

Esmeralda hat noch eine andere Idee: ,, Wir miissen nur die Gruppen anders
einteilen:
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Gruppe 1 ‘ Gruppe 2 | Gruppe 3 | Gruppe 4
Annelie Boris Carmen Dirk
Esmeralda Frank Gabi Hannes
Irene Jakob Klara Lorenz
Mara Nathan Santa
Gruppe 5 ‘ Gruppe 6 | Gruppe 7 | Gruppe 8
Annelie | Esmeralda Irene Mara
Boris Frank Jakob Nathan
Carmen Gabi Klara Santa
Dirk Hannes Lorenz

Wenn wir aulerdem wiissten, dass maximal zwei von uns infiziert sind,

konnen wir immer eindeutig herausfinden, wer das ist.“

Santa ist durch diese Diskussion kein Stiick schlauer geworden: Wer hat denn

nun Recht? Schliefllich muss er die Tests ja organisieren...

Illustration: Frauke Jansen

Antwortmdoglichkeiten:

1. Nur Boris.
2. Nur Annelie und Carmen.

3. Nur Annelie und Jakob.
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10.

. Nur Annelie, Carmen und Mara.

Nur Annelie, Carmen und Lorenz.

Nur Boris und Esmeralda.

Nur Annelie, Carmen und Esmeralda.

Nur Annelie, Jakob und Esmeralda.

Nur Annelie, Carmen, Mara und Esmeralda.

Nur Annelie, Carmen, Lorenz und Esmeralda.
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7.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 10.

Wir gehen die Aussagen der Reihe nach durch:

Boris Aussage ist nicht korrekt: Jede Person, die infiziert ist, sorgt fiir
einen positiven Test sowohl in ihrer Hauptgang- als auch in ihrer Nachtisch-
gruppe. Somit befindet sie sich auch im Schnitt der Personen, die im ersten
und zweiten Durchgang Teil einer positiv getesteten Gruppe waren.

Mit dieser Begriindung sehen wir ebenfalls sofort, dass Annelies Aussage
korrekt ist.

Auch Carmens Aussage ist korrekt: Sind beispielsweise nur Annelie und
Boris infiziert, so sehen wir, dass auch Frank in beiden Runden in einer
Gruppe war, die positiv getestet wurde. Wir miissten also davon ausgehen,
dass Frank ebenfalls krank ist, obwohl dies nicht korrekt ist.

Damit ist insbesondere auch Jakobs Aussage widerlegt.

Maras Aussage ist im Allgemeinen falsch: Nehmen wir an, dass An-
nelie und Jakob infiziert wéiren. Dann erhielten in der ersten Runde die
Tische 1 und 5 ein positives Testergebnis und im zweiten Durchgang die
Tische 2 und 5. Hier hilft uns das zusétzliche Wissen, dass maximal zwei
Personen infiziert sind, nicht weiter: Wéren Klara und Santa infiziert, wiirde
das namlich dasselbe Testergebnis liefern. Also ist die Zuordnung in diesem
Fall nicht eindeutig.

Insbesondere ist Lorenz’ Aussage korrekt.

Esmeralda hat tatséchlich recht: Wir untersuchen Esmeraldas Teststra-
tegie und stellen fest, dass wir die vorgeschlagene Gruppeneinteilung in
2-dimensionales Feld iibertragen konnen, in dem die ersten vier Gruppen die
Spalten und die letzten vier Gruppen die Zeilen darstellen:

Gruppe 1 Gruppe 2 Gruppe 3 Gruppe 4
Annelie Boris Carmen Dirk Gruppe 5
Esmeralda | Frank Gabi Hannes Gruppe 6
Irene Jakob Klara Lorenz Gruppe 7
Mara Nathan Santa Gruppe 8
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Wir benétigen acht Tests, um die Reihen und Zeilen der Infizierten zu finden.
Haben wir nur eine infizierte Person, sehen wir sofort, dass uns dieses Schema
(wie iibrigens auch Annelies Teststrategie) ein eindeutiges Ergebnis gibt.

Bei zwei Infizierten liefert die Strategie allerdings bis zu vier Kanditat:innen
(Nehmen wir z. B. an, dass Esmeralda und Jakob infiziert sind, so fllt der
Test in den Gruppen 1, 2, 6 und 7 positiv aus. Daher bleiben als infizierte
Personen vier Kandidat:innen iibrig: Esmeralda, Frank, Irene und Jakob).
Nun testen wir eine:n dieser vier Kandidat:innen und nennen diese:n K.

e Fillt der Test negativ aus, sind genau die beiden Personen infiziert, die
zusammen mit K in den Gruppen waren, die positiv getestet wurden.
(Im obigen Beispiel bedeutet dies: Wird Frank negativ getestet, wissen
wir sofort, dass Esmeralda und Jakob infiziert sind.)

e Fillt der Test positiv aus, muss die zweite infizierte Person in den
beiden positiv getesteten Gruppen sein, in denen K nicht ist (Im
obigen Beispiel: Wird Jakob positiv getestet, dann wissen wir, das
Esmeralda ebenfalls infiziert sein muss).

Bei Esmeraldas Teststrategie hidtten wir sogar noch einen Test iibrig, mit
dem wir das Rentier Rudolf testen kénnten, das sonst evtl. beleidigt seinen
Dienst verweigern wiirde ;)

Forschungsbezug der Aufgabe

Die grundlegende Idee hinter der Aufteilung in die ersten beiden Testgrup-
pen geht auf eine alte kombinatorische Aufgabe (dem , Kirkman Schoolgirl
Problem*“ bzw. ,Problem der 15 Schulmédchen®) aus dem Jahre 1850 zuriick.
Seither finden #hnliche Problemstellungen und Losungen beispielsweise An-
wendung in der Organisation von Sportevents (,,Social Golfer Problem“).
Insbesondere die Fragestellung unserer Aufgabe: ,, Wie kénnen viele Personen
mit verhéltnisméBig wenigen Tests auf eine (virale) Krankheit getestet wer-
den?*“ wurde durch die aktuelle Covid-19-Pandemie ein wichtiges Forschungs-
thema. Ein Beispiel hierfiir ist die Entwicklung des P-BEST-Algorithmus,
welcher fiir eine seltener vorkommende Krankheit (ca. 1% der Getesteten
sind positiv) eine achtfache Verbesserung der Testeffizienz verspricht. Dieser
Algorithmus basiert auf einer mehrdimensionalen Umsetzung der Aufteilung
von Esmeralda, d. h. anstatt zwei Testinstanzen auf einem 2-dimensionalen
Feld anzuordnen nehmen wir n Gruppierungen in Testinstanzen vor, sodass
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wir diese in einem n-dimensionalen Hyperwiirfel anordnen kénnen.

Shental et al., 2020. Efficient high-throughput SARS-CoV-2 testing to de-
tect asymptomatic carriers. Sciences Advances, Vol. 6, no. 37, eabcb961,
https://advances.sciencemag.org/content/6/37/eabcb961.
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8 Explosion

Autor:  Cor Hurkens (TU Eindhoven)
Projekt: 4TU.AMI

8.1 Aufgabe

Im Chemielabor des Weihnachtsmannes gab es mal wieder eine Explosion,
bei der viele Wichtelbérte verbrannt und viele Wichtelaugenbrauen versengt
wurden. Beim Abendessen berichten die Chemie-Wichtel Lackmus, Nucleus
und Reductus dem Mathematik-Wichtel Calculus Folgendes:

Lackmus sagt: ,Nur ein einziger Wichtel ist vollig unversehrt davon ge-
kommen. Genau ein Wichtel hat nur die linke Augenbraue verbrannt,
genau einer nur die rechte Augenbraue und genau einer hat sich nur
den Bart versengt.

Nucleus ist immer noch ganz aufgeregt: ,, Bei mehr als 95 % der Laborwichtel
sind sowohl der Bart als auch die linke Augenbraue versengt.*

Reductus klagt: ,Und bei mehr als 95 % der Laborwichtel sind sowohl der
Bart als auch die rechte Augenbraue versengt!“

Calculus denkt ein wenig {iber all diese Informationen nach und sagt dann:
,Unter den Laborwichteln mit zwei versengten Augenbrauen haben
mehr als x % einen versengten Bart.“

Wie lautet die grofite ganze Zahl x, fiir welche die Aussage von Calculus auf
jeden Fall wahr ist?
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Illustration: Julia Nurit Schénnagel

Antwortmoglichkeiten:

1. Die grofite derartige Zahl ist « = 90.
2. Die grofite derartige Zahl ist x = 91.
3. Die grofite derartige Zahl ist x = 92.
4. Die grofite derartige Zahl ist © = 93.
5. Die grofite derartige Zahl ist x = 94.
6. Die grofite derartige Zahl ist x = 95.
7. Die grofite derartige Zahl ist x = 96.
8. Die grofite derartige Zahl ist x = 97.
9. Die grofite derartige Zahl ist x = 98.

10. Die grofite derartige Zahl ist x = 99.
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8.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 6.

Mit ny, ng bzw. ng bezeichnen wir die Anzahl der Wichtel, bei denen nur
die linke Augenbraue, nur die rechte Augenbraue bzw. nur der Bart versengt
worden ist.

Analog bezeichnen wir mit nrr, npr, nBr, nBLRr bzw. ng die Anzahl der
Wichtel bei denen nur die beiden Brauen, nur linke Braue und Bart, nur
rechte Braue und Bart, beide Brauen und der Bart bzw. gar nichts versengt
ist.

Die Aussagen von Nucleus und Reductus ergeben dann

npr +nNBLr > %(n@ +np+np+nNRg+nNLr +nNBL +NBR -I-nBLR)

= 2(ng +np+nL+ng+nLr +npL+ ner + NBLR),

NBR + MBLR > %(n@ +np+nL+ng+nLr+npL+ner+NBLR)

= %(nw +np+ngr +ng+nLr+npr +nBr + NBLR)-
Wir addieren diese beiden Ungleichungen und erhalten
2npLr +npr +npr > % (ng +np +nr +ng+nLr+npr +nBr + NBLR)
19

:E(TLQ)JrnBJrTLL+nR+nLR+TLBL+TLBR+TLBLR).

Eine Aquivalenzumformung liefert die Ungleichung

2nBLR — 19nBLR > 15(nBL +nBR) + (Mg + 1B + np + ng),

welche zu
nprr > 9 (npr +npr) +19 (ng + np + nr + ng)

vereinfacht werden kann. Da die sechs Zahlen ng,np,nr,nr,npr,npr auf
der rechten Seite nicht-negativ sind, impliziert diese Ungleichung die untere
Schranke

npLr > 19nrR. (S)

Diese Ungleichung ist wiederum &quivalent zu

5 95
700™BLR > 100 LR
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wobei natiirlich %nBLR = NBLR — %nBLR gilt. Die Ungleichung (S) ist
somit dquivalent zu
NBLR > %(TLLR +NBLR).

Unter den Laborwichteln mit sowohl linker als auch rechter versengter Au-
genbraue haben daher mehr als 95 % einen versengten Bart. Fiir x = 95 ist
die Aussage von Calculus also auf jeden Fall wahr.

Nun zeigen wir noch, dass die Aussage von Calculus fiir x > 96 nicht
notwendigerweise wahr sein muss. Dazu betrachten die folgende Situation:

ng =Np =N[ =NR = N[ = NBR = 1, nrr = 20, nprr = 479.

e Diese Zahlen sind offensichtlich mit der Aussage von Lackmus kompa-
tibel.

e Von den insgesamt 505 Laborwichteln haben ng; +nprr = 480 sowohl
ihren Bart als auch ihre linke Augenbraue versengt. Das sind rund
95,05 Prozent, sodass die Situation auch mit der Aussage von Nucleus
kompatibel ist.

¢ Analog sieht man, dass die Situation mit der Aussage von Reductus
kompatibel ist, da die ngr+nprr = 480 Wichtel sowohl mit versengtem
Bart als auch versengter rechten Augenbraue ebenfalls rund 95,05
Prozent aller Laborwichtel ausmachen.

e Die Aussage von Calculus hingegen ist in dieser Situation falsch: Es
gibt npr+nprr = 499 Laborwichtel mit zwei versengten Augenbrauen,
von denen genau nprr = 479 auch einen versengten Bart haben — das
sind aber nur 95,99 Prozent.

Die korrekte Antwort ist daher z = 95.

42



MATH+ Adventskalender 2020 Aufgabe 9

9 Uberfliissige Geschenke

Autor:  Max Klimm (TU Berlin)

Projekt: Mathematische Modellierung, Simulation und Optimierung
am Beispiel von Gasnetzwerken (SFB Transregio 154):

Kombinatorische Netzwerkflussmethoden fiir instationire
Gasfliisse und Gasmarktprobleme (A07)

9.1 Aufgabe

Um den Transport der Geschenke vom Nordpol zu erleichtern, wurde bereits
im Jahr 1547 damit begonnen, ein Pipelinenetz vom Nordpol (N) zu den Kon-
tinenten Afrika (F), Antarktis ("), Asien (A), Australien (U), Europa (FE),
Nordamerika (M) und Siidamerika (.5) zu errichten. Um die Geschenke zu
transportieren, werden sie zundchst am Nordpol durch einen geheimen Vor-
gang in den gasformigen Aggregatzustand versetzt. Dann werden sie iiber
das abgebildete Pipelinenetzwerk zu den jeweiligen Kontinenten geleitet, wo
sie wieder in ihren urspriinglichen Aggregatzustand kondensiert werden.

N

T

Fiir das Weihnachtsfest sollen auf jedem der Kontinente (aufier am Nordpol
N) jeweils ein Geschenkvolumen von 1 Einheit aus dem Netz ausgespeist
werden. Dementsprechend wird am Nordpol ein Geschenkvolumen von 7 Ein-
heiten eingespeist.

Gase bewegen sich in Pipelinenetzwerken n&dherungsweise nach den soge-
nannten Weymouth-Gleichungen. Diese besagen, dass fiir jedes Rohr in dem
Netzwerk zwischen zwei Knoten das Quadrat des Gasflusses f gleich der
Differenz der Quadrate der Driicke an den jeweiligen Endknoten ist, d. h.

2=t -0,
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wobei der Gasfluss vom Knoten mit dem hoheren Druck py zu dem Knoten
mit dem geringeren Druck p_ erfolgt.

Herrscht am Knoten E beispielsweise ein Druck von 5, am Knoten M ein
Druck von 4 und am Knoten S ein Druck von 3, so bewegen sich /52 — 42 = 3
Einheiten von E nach M und v42 — 32 = /7 ~ 2,65 Einheiten von M nach
S, was bedeutet, dass 3 — v/7 Einheiten an M ausgespeist werden:

M 3
E
4 5

Helft dem Weihnachtsmann Driicke fiir alle Knoten A, E, F', M, N, S, T,
U zu finden, sodass an jedem Knoten aufler N genau 1 Einheit ausgespeist
wird, an N genau 7 Einheiten eingespeist werden und fiir alle Kanten im
Netzwerk die Weymouth-Gleichungen erfiillt sind. Am Knoten U soll dabei
ein Druck von 0 herrschen.

Welche der folgenden Antworten ist richtig?

Illustration: Julia Nurit Schénnagel
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Antwortmoglichkeiten:

1.
2.
3.

10.

Der Druck am Knoten F ist /1.
Der Druck am Knoten F ist v/2.
Der Druck am Knoten F ist v/3.
Der Druck am Knoten F ist v/4.
Der Druck am Knoten E ist /5.
Der Druck am Knoten F ist /6.
Der Druck am Knoten F ist v/7.

Es gibt keine Losung fiir die Driicke an den Knoten, die alle Bedingun-
gen erfiillt.

Es gibt noch einen anderen Knoten im Netzwerk mit dem gleichen
Druck wie Knoten FE.

Entfernt man die Kante zwischen A und F' und berechnet erneut eine
Losung, so erhéht sich der Druck am Knoten E.

Projektbezug:

Das Teilprojekt A07 des TRR 154 Mathematische Modellierung, Simulati-
on und Optimierung am Beispiel von Gasnetzwerken beschéiftigt sich mit
der Steuerung von Gasfliissen in Pipelinenetzwerken dhnlich dem in diesem
Aufgabe. In der Praxis sind die Probleme komplexer als hier dargestellt, da
zusétzlich Druckschranken, Kompressoren, sowie kompliziertere Gasflussmo-
delle betrachtet werden.

45



MATH+ Adventskalender 2020 Aufgabe 9

9.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 5.

Wir wollen die Losung sukzessive aufbauen. Fiir einen Knoten
ve{AE,F,M,N,S,T,U}
bezeichnen wir dafiir mit p, den Druck am Knoten v.

N

T

e Da laut Aufgabenstellung pyy = 0 gelten soll und am Knoten U 1 Einheit
ausgespeist werden soll, muss genau 1 Einheit von A nach U fliefen,
sodass pi — p%J = 1 gelten muss. Damit erhalten wir p4 = 1.

e Analog muss auch 1 Einheit von F nach T flielen, was p% — p2T =1
ergibt, und

e 1 Einheit von M nach S flieflen, was p% — pQS = 1 ergibt.

e Uber die Kante von E nach M miissen die 2 Einheiten fiir M und fiir
S flielen, also muss p% — p?\/f = 4 gelten.

e Uber die Kante von N nach E miissen 7 Einheiten fliefen, d.h. es gilt
p3 — pr =49
N~ PE :

Wir sehen, dass sich aus der Losung fiir pg, pr und p4 alle weiteren Werte
bestimmen lassen.

Um die Werte fiir £, F und A zu bestimmen, versuchen wir (durch syste-
matisches Ausprobieren oder weil dies auch intuitiv erscheint) den Ansatz,
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dass die Richtung des Gasflusses im Dreieck AE'F so erfolgt, dass Gas von E
nach F, von F nach A und von F' nach A erfolgt. Bezeichnen wir dabei mit
x den Gasfluss von F' nach A, so erhalten wir die folgenden Gleichungen:

PE — P4 = 27,

Py — i =(2—12)%

p2E _p%' = (2 +$)2a

pa = 1.
Diese vereinfachen wir zu
pp =2’ +1,
p2E: (2_33)2—'—17
pE — P = (2 +2)?

Damit erhalten wir die Gleichung
22—z +1— (2> +1) = (2+2)%
Durch Vereinfachung ergibt dies
0=2a?+4z =2(4+2).

Die einzige nicht-negative Losung dieser Gleichung ist also x = 0. Durch
Einsetzen dieser Losung erhalten wir

pp=v22-1=15

fiir den Druck am Knoten E. Offensichtlich sind damit die Antwortmoglichkeiten
1-4 und 6-7 nicht korrekt.
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Fir die restlichen Driicke berechnen wir:

pA:17

Damit sind auch die Antwortmdoglichkeiten 8 und 9 nicht korrekt.

Um zu sehen, dass Antwortmoglichkeit 10 nicht korrekt ist, bemerken wir,
dass in der berechneten Losung kein Gas auf der Kante zwischen A und F
flieBt (da p% — pi = 0). Wiirde diese Kante aus dem Netzwerk entfernt, so
wéren die gleichen Driicke wie berechnet eine Losung. Der Druck am Knoten
FE wiirde sich also durch das Entfernen der Kante nicht dndern.
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10 Ein prachtiges Prisent

Autorin: Ariane Beier (MATH+ Schulaktivitéten)

10.1 Aufgabe

Elf Horton ist zum ersten Mal fiir die Weihnachtsdekoration der Festhalle
am Nordpol verantwortlich. Da er sehr lange auf diese Gelegenheit gewartet
hat, ist Horton ganz aufgeregt und mochte etwas Auflergewohnliches tun.
Also durchstobert er den Bestand an Dekorationsgegenstianden mehrerer
vergangener Jahrhunderte. Nach einer Weile ist Horton ziemlich sicher, dass er
den perfekten Gegenstand fiir die Spitze des Weihnachtsbaums gefunden hat:
ein Mobius-Band aus Blech, welches mit Amethyst, Malachit und Turmalin
verziert ist. Horton fragt sich, wie alt diese exquisite Dekoration sein muss.
Gliicklicherweise liegt der folgende Brief bei:

Meine liebste Conny,

an diesem Montag, unserem achten Hochzeitstag, iiberreiche ich
Dir dieses Mobiusband als Symbol unserer ewigen Liebe. Es ist
fiir Dich und diesen besonderen Anlass eigens angefertigt worden.
Mit unendlicher Freude erinnere ich mich an den Wochenendtag
unserer Hochzeit am 13. J*** 19** dem Beginn unserer wunder-
baren gemeinsamen Reise.

In Liebe, John.

Wie ihr vielleicht bemerkt habt, sind Teile des Hochzeitsdatums durch den
Zahn der Zeit verwischt worden. (Natiirlich steht die Anzahl der * nicht fiir
die Anzahl der verwischten Zeichen...)

Konnt IThr Horton trotzdem helfen und herausfinden, wie alt das Mobius-
Band ist? Genauer gesagt, was ist der Rest der Ziffernsumme von Connys
und Johns Hochzeitsdatum (angegeben als TTMMJJJJ), wenn man diese
durch 10 teilt?

Beispiel: Wire das Datum beispielsweise der 26. Dezember 1937,
so wére die Antwort 1, denn

246 +14+2 + 14+9+3+7 = 31 = 3-10+1.

Hinweise:
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e Ein Schaltjahr hat 366 Tage, alle sonstigen Jahre 365 Tage.

e Lisst sich eine Jahreszahl durch 4 teilen, so ist dieses Jahr ein Schaltjahr,
aufler es ist ebenfalls durch 100 teilbar. Ist die Jahreszahl jedoch auch
durch 400 teilbar, dann ist dieses Jahr doch wieder ein Schaltjahr.

Beispiele:

— Das Jahr 2004 war ein Schaltjahr, weil 2004 durch 4, jedoch nicht
durch 100, teilbar ist.

— Das Jahr 2100 wird kein Schaltjahr sein, da sich 2100 durch 100,
jedoch nicht durch 400, teilen lésst.

— Das Jahr 2400 wird dagegen ein Schaltjahr sein, weil 2400 durch
400 teilbar ist.

Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmdoglichkeiten:

1.1
2.2
3.3
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10.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 5.

Wahrscheinlich ist euch aufgefallen, dass sich alle Daten nach jedem Nicht-
Schaltjahr um einen Wochentag nach vorne verschieben: Wenn euer Geburts-
tag im Jahr 2018 auf einen Mittwoch fiel, dann war er an einem Donnerstag
im Jahr 2019. Der Grund dafiir ist, dass 365 bei Teilung durch 7 einen Rest
von 1 {ibrig lésst:

365 =7-52+1.

Analog verschiebt sich jedes Datum um zwei Wochentage, wenn es ein
Schaltjahr iiberschreitet, da

366 =752+ 2.
Aus Johns Brief erhalten wir die folgenden Informationen:
e Der Hochzeitstag war im Januar, Juni oder Juli.
e Sie haben entweder an einem Samstag oder einem Sonntag geheiratet.
e Thr achter Hochzeitstag war an einem Montag.

Uber einen Zeitraum von acht Jahren werden entweder ein oder zwei Schalt-
jahre durchlaufen. Nehmen wir zunéchst einmal an, dass in der gegebenen
Situation zwei Schaltjahre vergangen sind. Dann wére jedes Datum um einen
Wochentag fiir jedes Nicht-Schaltjahr und um zwei Wochentage fiir jedes
Schaltjahr vorgeriickt. Insgesamt:

6-1+2-2=10

Tage der Woche, was natiirlich dem Vorriicken von drei Wochentagen ent-
spricht. Aber John und Conny heirateten entweder an einem Samstag oder an
einem Sonntag. Zusammenfassend lésst sich sagen, dass acht Jahre spéter ein
Dienstag oder Mittwoch gewesen wire — mit Sicherheit jedoch kein Montag.

Der Achtjahreszeitraum umfasst also nur ein Schaltjahr, was bedeutet, dass
der Zeitraum im Jahr 1900 begonnen haben muss, denn jeder andere Zeitraum
von acht Jahren zwischen 1901 und 2000 (ein Schaltjahr!!!) umfasst zwei
Schaltjahre. Dariiber hinaus miissen Conny und John vor dem 28. Februar
geheiratet haben, da jeder weitere der moglichen Monate im Jahr 1900 noch
zwei Schalttage iiber einen Zeitraum von acht Jahren umfassen wiirde.
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Dementsprechend konnen wir also mit Sicherheit sagen, dass Conny und
John am 13. Januar 1900 geheiratet haben.

Letztlich berechnen wir also nun die Summe der Ziffern, nehmen den Rest
nach Division mit 10 und erhalten

1+3 +0+1 +14+9+0+0 = 15 = 1-10+5.

Bemerkung:

Dieses Rétsel haben wir zu Ehren des britischen Mathematikers John Horton
Conway verdffentlicht, der am 11.04.2020 an den Folgen einer SARS-CoV-2-
Infektion starb. Conway entwickelte die sogenannte Doomsday-Methode, einen
einfachen Algorithmus zur Bestimmung des Wochentages eines gegebenen
Datums, das mit Kopfrechenoperationen durchgefithrt werden kann. Mehr
Informationen findet ihr z. B. hier:

https://de.wikipedia.org/wiki/Doomsday-Methode.
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11 Wurmloch

Autor:  Martin Skutella (TU Berlin)
Projekt: MATH+ Application Area AA3: Networks

11.1 Aufgabe

Leicht genervt legt Santa Claus das Telefon zur Seite. Gerade noch sprach er
mit seinem nichtsnutzigen Schwager, der mal wieder ganz dringend Santas
Hilfe am Siidpol benétigt. Aber egal wie man es auch dreht und wendet,
Santa weifl nicht, wie er so kurz vor Weihnachten die beschwerliche Reise
dorthin antreten und trotzdem piinktlich zuriick am Nordpol sein soll. Ratlos
starrt er auf die Weltkarte an der Wand (s. Abb. 1), als Wichtel Einstein
neugierig zur Tiir hereinschaut, wie immer seinen Assistenten, Wichtel Rosen,
im Schlepptau.

Abbildung 1: Die Weltkarte zeigt die Orte A bis H, den Nordpol N und
Siidpol S sowie die Reisezeiten zwischen diesen Orten.

Die beiden sprechen schon seit Wochen von nichts anderem als ihrer jiingsten
Entdeckung, sehr zum Leidwesen aller anderen Wichtel. Man munkelt, es
habe irgendetwas mit Feldgleichungen der Allgemeinen Relativitéitstheorie
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zu tun. Aber in Ermangelung tieferen Verstindnisses reden alle nur von
Wurmlochern.

, Was machen eure Wurmlocher, Einstein?“, fragt Santa. Der Wichtel streckt
zunéchst beleidigt die Zunge raus, iiberwindet dann aber seinen Stolz und
doziert: ,,Unsere neuesten Einsichten zu Gravitationsanomalien deuten auf
unerwartete Verbindungen zwischen bestimmten Orten hin; eben so wie ein
Wurmloch zwei Punkte auf der Oberfliche eines Apfels verbindet. Diese
Verbindungen kénnen sogar Zeitreisen ermoglichen!“ Santa, in Gedanken
eigentlich schon wieder bei der anstehenden Siidpolreise, wird hellhorig.

Kurze Zeit spéter bricht Santa in Begleitung von Einstein und Rosen zum
Siidpol auf. Aus Sicherheitsgriinden soll die Reise vom Nordpol zum Siidpol
noch entlang der klassischen Verbindungen erfolgen, die auf der Weltkarte
als Linien eingezeichnet sind. Die Zahlen neben den Verbindungen geben
die bendttigte Stundenzahl an. So betrégt beispielsweise die Reisezeit vom
Nordpol N entlang der moglichen Reiserouten iiber C und H zum Stidpol S
insgesamt 6+4+7=17 Stunden.

Einstein und Rosen mo6chten die Hinreise nutzen, um letzte Details mit Blick
auf die Gravitationsanomalien dreier Wurmlocher zu kléren, die sie auf der
Weltkarte fett markiert haben. Auf der Riickreise vom Siidpol zum Nordpol
wird es dann moglich sein, die Uhr auf den drei fett markierten Verbindungen
gewissermaflen riickwirts laufen zu lassen und so in die Vergangenheit zu
reisen. Beispielsweise wird die Reisezeit entlang der Route vom Siidpol S
tiber H und C zum Nordpol N nur noch 7+(-4)+6=9 Stunden betragen.

Santa ist hellauf begeistert, doch Einstein warnt vor der exzessiven Nutzung
der Wurmlo6cher: ,, Wir kénnen jedes Wurmloch héchstens einmal nutzen und
selbst das ist mit Risiken verbunden.“ Nach lingerem Uberlegen gibt Santa
die folgenden Ziele aus:

Z1: Um eine piinktliche Riickkehr zu ermoglichen, darf die Gesamtreisezeit
fiir Hin- und Riickreise 24 Stunden nicht iiberschreiten.

Z2: Um moglicherweise auftretende Diskontinuitéten in der Raum-Zeit
weitestgehend zu vermeiden, sollen auf der Riickreise hochstens zwei
der drei Wurml6cher genutzt werden.

Z3: Um die Reise moglichst abwechslungsreich zu gestalten, soll keine der
Verbindungen sowohl auf der Hin- als auch auf der Riickreise genutzt
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werden, auch nicht in entgegengesetzten Richtungen.

Z4: Um unterwegs moglichst viele Freunde zu treffen, soll jeder der Orte A
bis H wiahrend der Reise mindestens einmal besucht werden.

Z5: Um moglichst wenigen Freunden zu sehr auf die Nerven zu gehen, soll
hochstens einer der Orte A bis H sowohl auf der Hin- als auch auf der
Riickreise besucht werden.

Z6: Um andererseits wenigstens ein paar Freunde mit zwei Besuchen zu
begliicken, soll mindestens einer der Orte A bis H sowohl auf der Hin-
als auch auf der Riickreise besucht werden.

Erniichtert stellen die drei Reisegefihrten fest, dass alle sechs Ziele nicht
unter einen Hut zu bringen sind. Selbst fiir gewisse Kombinationen von
drei Zielen scheint es keine zuléissige Route fiir die gesamte Rundreise (zum
Siidpol und zuriick zum Nordpol) zu geben.

Fiir welche der folgenden Kombinationen lisst sich keine zulissige Rundrei-
seroute finden?

Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmdoglichkeiten:

1. Z1, 72 und Z3.

2. Z1, 72 und Z5.
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3. 71, 72 und Z6.
4. 71, 73 und 7Z5.
5. 721, Z3 und Z6.
6. 71, Z4 und Z5.
7. 71, 75 und Z6.
8. 71, 74 und Z6.
9. 72, 73 und Z4.

10. Z4, 75 und Z6.

Projektbezug:

Kiirzeste-Wege-Probleme spielen an vielen Stellen der Kombinatorischen
Optimierung und insbesondere der Netzwerkoptimierung eine fundamentale
Rolle. Sie stellen wesentliche Bausteine bei der effizienten Losung zahlreicher
Praxisprobleme, beispielsweise aus dem Bereich Verkehr dar. Im Forschungs-
zentrum MATH+ werden Kiirzeste-Wege-Probleme unter anderem in der
Application Area Networks in den folgenden Forschungsprojekten studiert:

A A3-2: Nash flows over time in transport and evacuation simulation
A A3-3: Discrete-Continuous Shortest Path Problems in Flight Planning

A A3-4: Flow-Preserving Graph Contractions with Applications to Logistics
Networks

A A3-5: Tropical Mechanism Design

Die im Aufgabentext thematisierte Verbindung zur Theorie der Einstein-
Rosen-Briicke (Wurmlocher) ist offensichtlich frei erfunden.
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11.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 6.

Zunichst einmal kann man sich davon iiberzeugen, dass es genau eine kiir-
zeste Reiseroute P fiir den Hinweg gibt (s. Abb. 2); diese hat die Lénge 16.
Fiir den Riickweg gibt es genau drei kiirzeste Reiserouten @1, Q2 und Q3
(s. Abb. 3) der Linge 8.

Riickreiseroute Q¢ Riickreiseroute Qo Riickreiseroute (3

Abbildung 3: Die drei kiirzesten Riickreiserouten )1, Q2 und Q3 der Linge 8.

Folglich gibt es genau drei mogliche Reiserouten, die Z1 erfiillen, ndmlich
die Kombinationen des Hinwegs P mit einem der Riickwege @1, Q2 oder Q3.
Allerdings erfiillt keine dieser Reiserouten gleichzeitig Z4 und Z5:

e (P,Q1): Die Orte E und F werden nicht besucht, d.h. Z4 ist nicht
erfiillt.

e (P,(Q)2): Die Orte C und H werden nicht besucht, d.h. Z4 ist nicht
erfiillt.
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e (P,Q3): Die Orte B, D und G werden sowohl auf dem Hin- als auch
auf dem Riickweg besucht, d. h. Z5 ist nicht erfiillt.

Man kann sich weiterhin davon iiberzeugen, dass es fiir die restlichen neun
angegebenen Kombinationen dreier Ziele jeweils eine zuléssige Reiseroute
gibt. Dazu betrachten wir die Reiserouten (P, Q1), (P, Q3) und R (s. Abb. 4)
uns stellen fest:

1. Z1, Z2 und Z3 werden von (P, Q1) erfiillt.

2. 71, Z2 und Z5 werden von (P, Q1) erfiillt.

3. Z1, 72 und Z6 werden von (P, Q1) erfiillt.

4. 71, 73 und Z5 werden von (P, (Q)1) erfillt.

5. Z1, 73 und Z6 werden von (P, Q1) erfiillt.

6. Z1, Z4 und Z5 konnen nicht gleichzeitig erfiillt werden (s.0.).
7. Z1, 75 und Z6 werden von (P, Q1) erfiillt.

8. Z1, Z4 und Z6 werden von(P, Q3) erfiillt.

9. 72, Z3 und Z4 werden von der Rundreise R erfiillt.

10. Z4, Z5 und Z6 werden von der Rundreise R erfiillt.

Abbildung 4: Rundreise R mit roten Hinweg und blauem Riickweg.
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Anmerkung zur Berechnung kiirzester Wege

Die wesentliche Herausforderung der Aufgabe besteht in der Berechnung
kiirzester Wege in einem Graphen mit gegebenen Kantenléingen. Sind alle
Kantenldngen nicht-negativ (wie auf der Hinreise), so kénnen kiirzeste Wege
mit Hilfe des klassischen Algorithmus von Dijkstra recht einfach und schnell
berechnet werden. Insbesondere kann so der kiirzeste Weg in Abb. 2 gefunden
werden.

Falls es jedoch Kanten negativer Linge geben kann (wie auf der Riickreise),
so ist das Kiirzeste-Wege-Problem im Allgemeinen NP-schwer (d. h. es gibt
vermutlich keinen effizienten Algorithmus, der das Problem 16st). In dem
Spezialfall, dass der Graph keine Kreise mit negativer Gesamtlange enthilt
(wie in dem hier gegebenen Graphen), kann das Kiirzeste-Wege-Problem
jedoch effizient gelost werden, indem man es auf das Problem zurtickfiihrt,
einen sogenannten 7'-Join minimaler Gesamtldnge zu bestimmen. Letzteres
Problem kann wiederum darauf zuriickgefiithrt werden, ein sogenanntes per-
fektes Matching minimaler Gesamtlédnge in einem abgeleiteten Graphen zu
berechnen. Damit kann auch systematisch bewiesen werden, dass die drei
Wege in Abb. 3 genau die kiirzesten Wege in diesem Setting sind.

60



MATH+ Adventskalender 2020 Aufgabe 12

12 Frosch und Krote

Autor: Jesper Nederlof
Projekt: 4TU.AMI

12.1 Aufgabe

Der Wahrscheinlichkeitsfrosch Fridolin springt auf den ganzen Zahlen herum.
Um 8 Uhr morgens startet er auf der Zahl 4100 und macht jede Sekunde
einen Sprung. Fridolin springt lieber nach links (zu den kleineren Zahlen) als
nach rechts (zu den grofieren Zahlen): Mit Wahrscheinlichkeit 1/3 springt er
jeweils von seiner momentanen Position f nach f+ 1, mit Wahrscheinlichkeit
2/3 springt er nach f — 1. Im Laufe des Tages erreicht Fridolin die Zahl 0
und beendet seine Reise.

Die Wahrscheinlichkeitskrote Kriemhilde springt ebenfalls auf den ganzen
Zahlen herum. Um 8 Uhr morgens startet sie auf der Zahl —100 und macht
jede Sekunde einen Sprung. Genau wie Fridolin springt Kriemhilde lieber
nach links als nach rechts: Mit Wahrscheinlichkeit 1/3 springt sie jeweils von
ihrer momentanen Position k£ nach k + 1, mit Wahrscheinlichkeit 2/3 springt
sie nach k — 1. Im Laufe des Tages (aber nicht in derselben Sekunde wie
Fridolin) erreicht Kriemhilde die Zahl 0 und beendet ihre Reise.

Mit p bezeichnen wir die Wahrscheinlichkeit, dass Fridolin die Zahl 0 erst
nach Kriemhilde erreicht hat.

Welche der folgenden Aussagen iiber p ist wahr?
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Aufgabe 12

Illustration: Julia Nurit Schénnagel

Antwortmdoglichkeiten:

1.

2.

3.

© »®» X >

10.

Es gilt p < 0,002.

Es gilt 0,002 < p < 0,004.
Es gilt 0,004 < p < 0,008.
Es gilt 0,008 < p < 0,016.
Es gilt 0,016 < p < 0,032.
Es gilt 0,032 < p < 0,064.
Es gilt 0,064 < p < 0,128.
Es gilt 0,128 < p < 0,256.

Es gilt 0,256 < p < 0,512.

Es gilt 0,512 < p.
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12.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 9.
Wir betrachten eine beliebige Folge F' von Spriingen, die Fridolin von 4100

nach 0 bringt, und eine beliebige Folge K von Spriingen, die Kriemhilde von
—100 nach 0 bringt.

Wenn Fridolin die Zahl 0 erreicht, ist er genau 100-mal 6fter nach links als
nach rechts gesprungen. Die Sprungfolge F' besteht daher aus einer gewissen
Anzahl x von Spriingen nach rechts und z 4+ 100 Spriingen nach links. Die
Auftrittswahrscheinlichkeit der Folge F' betrigt demnach
PF . (l)x . (2)364’100
—\3 3 :

Wenn Kriemhilde die Zahl 0 erreicht, ist sie genau 100-mal 6fter nach rechts
als nach links gesprungen. Die Sprungfolge K besteht daher aus einer gewissen
Anzahl y von Spriingen nach links und y + 100 Spriingen nach rechts. Die
Auftrittswahrscheinlichkeit der Folge K betrigt demnach

100
Pe=(3)" ()"

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Fridolin und Kriemhilde im Laufe des
Tages das Sprungfolgenpaar (F, K) ausgefiihrt haben, betrigt folglich

x x+100 100 x 100
Priy=3)" (37 (27 3= @)

Wir definieren nun die Sprungfolgen F’ und K’, wie folgt:

F’: Jeder Rechtssprung in F wird durch einen Linkssprung ersetzt und
jeder Linkssprung durch einen Rechtssprung.

K': Ebenso wird jeder Rechtssprung in K durch einen Linkssprung ersetzt
und jeder Linkssprung durch einen Rechtssprung.

Was passiert, wenn wir Fridolin und Kriemhilde statt dem Paar (F, K) das
Paar (K', F') ausfiihren lassen?

Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Fridolin die Folge K’ springt, betrigt

100
P =(3)"(3)"
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Analog betriigt die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Kriemhilde F” springt,

+100
Pr=(3)" ()"
Die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Fridolin und Kriemhilde im Laufe des
Tages das Sprungfolgenpaar (K', F') ausgefiihrt haben, betrigt somit
P(FK) . (l)x . (g)x+100 . (z)y . (l)y-‘rlOO . (2)m+y+100
JK) = \3 3 3 3 = \9 :
Da Fridolin und Kriemhilde die Zahl 0 nicht in der selben Sekunde erreicht
haben, gilt x # y. Aus Symmetriegriinden diirfen wir x < y annehmen. Dann
hat Fridolin mit dem Paar (F, K) nach 2z 4+ 100 Spriingen als Erster die

Zahl 0 erreicht, und Kriemhilde hat mit dem genau gleich wahrscheinlichen
Paar (K', F') nach 2z + 100 Spriingen als Erste die Zahl 0 erreicht.

Das bedeutet aber, dass es fiir jeden Fall, in dem Fridolin Erster wird, einen
genau gleich wahrscheinlichen symmetrischen Fall gibt, in dem Kriemhilde
Erste wird. Daher haben beide mit der genau gleichen Wahrscheinlichkeit
die Zahl 0 zuerst erreicht. Wir folgern, dass p = % gilt.
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13

T-Shirts

Autor:  Hajo Broersma (Universiteit Twente)
Projekt: 4TU.AMI

13.1 Aufgabe

Sechzehn Wichtel stehen im Kreis. Alle Wichtel haben eine ganze Zahl auf
ihren T-Shirt aufgedruckt. Dabei ist die Zahl auf dem T-Shirt eines jeden
Wichtels immer (echt) grofer als die Summe der Zahlen auf den T-Shirts der
beiden Wichtel, die links von ihm stehen.

Was ist die groBitmogliche Anzahl von Wichteln, die eine positive Zahl auf
dem T-Shirt gedruckt haben?

Lo gy

¢ Do
=3
=
=

%
1@ipe
s e
&

Illustration: Frauke Jansen

Antwortmoglichkeiten:

1.
2.
3.

Die groBitmogliche Anzahl positiver Zahlen betrégt 3.
Die grofitmogliche Anzahl positiver Zahlen betrégt 4.
Die grofitmogliche Anzahl positiver Zahlen betrigt 5.
Die grofitmogliche Anzahl positiver Zahlen betréigt 6.
Die groBitmogliche Anzahl positiver Zahlen betragt 7.

Die grofitmogliche Anzahl positiver Zahlen betréigt 8.
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7. Die grofitmogliche Anzahl positiver Zahlen betragt 9.

8. Die grofitmogliche Anzahl positiver Zahlen betragt 10.
9. Die grofitmogliche Anzahl positiver Zahlen betragt 11.

10. Die grofitmogliche Anzahl positiver Zahlen betrégt 12.
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13.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 5.

Wir geben zunéchst eine mogliche Zahlenanordnung fiir die 16 T-Shirts an:
1, -19, 1, =21, 1, =23, 1, —25, 1, =27, 1, =29, 1, =31, —15, —17.

Man priift leicht nach, dass jede Zahl echt grofler als die Summe der beiden
folgenden Zahlen ist. Insbesondere gilt

—15> (=17)+1 und —17>1+ (—19).

Wir haben also eine Anordnung gefunden, sodass genau sieben Wichtel posi-
tive Zahlen auf ihren T-Shirts haben.

Nun wollen wir noch zeigen, dass der Fall mit acht oder mehr positiven
Zahlen unmoglich ist. Dazu bezeichnen wir die Zahlen im Uhrzeigersinn mit
z1,%22,...,216. Damit wir leicht mit den Indizes rechnen kénnen, definieren
wir ferner z, = z,4+16 fiir alle n € N.

Wir betrachten nun eine moglichst grofie Gruppe von p im Uhrzeigersinn
unmittelbar aufeinanderfolgenden Wichteln, die alle positive Zahlen auf dem
T-Shirt haben.

e Falls p = 16 gilt, so erhalten wir sofort einen Widerspruch: Der Wichtel
mit der kleinsten Zahl im Kreis hat dann eine Zahl z, > 0, und seine
zwei Nachfolger haben Zahlen z,+1 > 2, und 2,42 > z,. Dann gilt
aber sicher

Zn < 2zp < Zpy1 + Zng2,

was nach Voraussetzung unmoglich ist.

e Falls 2 < p < 16 gilt, so betrachten wir den Wichtel, der unmittelbar
vor diesen p positiven Wichteln im Kreis steht. Dieser Wichtel hat eine
nicht-positive Zahl z,, < 0 auf dem T-Shirt. Da aber laut Voraussetzung

Zn > Zn4+1 + Zn42

gilt, miisste (mindestens) einer der Werte z,41 oder z,12 negativ sein.
Dies ist ein Widerspruch zur Annahme.

67



MATH+ Adventskalender 2020 Aufgabe 13

Folglich muss p < 1 gelten und somit kénnen allerdings hoéchstens acht
Wichtel eine positive Zahl auf ihrem T-Shirt haben.

Falls nun genau acht Wichtel eine positive Zahl auf ihren T-Shirts hétten,
so miissten sich im Kreis positive Zahlen und nicht-positive Zahlen immer
abwechseln. Wir kénnen aus Symmetriegriinden annehmen, dass die Zahlen
z1,23,...,215 positiv sind. Wenn wir ausnutzen, dass jede der Zahlen z,
grofer als die Summe ihrer beiden Nachfolger z,41 und z,42 ist, dann
erhalten wir

216 > 21 + 29
>21+(23+Z4)
> 21 + 23+ (25 + 26)
> 21+ 23+ 25 + (27 + 28)
> 21+ 23+ 25 + 27 + (29 + 210)
> 21+ 23+ 25 + 27+ 29 + (211 + 212)
> 21+ 23+ 25 + 27+ 29 + 211 + (213 + 214)
> 21+ 23 + 25 + 27 + 29 + 211 + 213 + (215 + 216)-

Oder aquivalent:
21+ 234+ 25+ 27+ 29+ 211 + 213 + 215 < O.

Dies ist jedoch unmdglich, da alle acht Summanden positiv waren.

Damit haben wir gezeigt, dass héchstens sieben Wichtel eine positive Zahl
auf ihren T-Shirts haben kénnen.
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14 Der verwirrte Weihnachtsmann

Autor:innen: Luise Fehlinger (HU Berlin)
Thilo Steinkraufl (Herder-Gymnasium Berlin)

14.1 Aufgabe

Die Wichtel sind nervos. Traditionell werden sie heute Abend in einer feierli-
chen Zeremonie den besonders neugierigen Kindern die Weihnachtsgeschenke
personlich {iberreichen. Jeder Wichtel hat die Liste der Kinder lange studiert,
und jeder hat sich genau gemerkt, welchem Kind er das Geschenk geben soll.
Dem neugierigsten Kind der Welt soll der Weihnachtsmann als erstes das
Geschenk geben. Danach wird Oberwichtel Rebekka dem zweitneugierigsten
Kind das Geschenk geben. Weiter geht es mit Wichtel Jonathan und dem
Geschenk fiir das drittneugierigste Kind, usw.

Nur leider hat Wichtel Eleonora beobachtet, dass der Weihnachtsmann seinen
Kakao iiber der Liste verschiittet hat. Das ist dem Weihnachtsmann peinlich
und er hat Angst, die Wichtel konnten denken, dass er nicht mehr fit genug
ist. Daher will er sich nicht helfen lassen und tut so, als wére alles bestens.
Da es nicht das erste Mal ist, dass so etwas vorkommt, weil Wichtel Eleonora
ganz genau, was passieren wird:

Der Weihnachtsmann wird sein Geschenk einfach irgendeinem Kind geben.
Jeder Wichtel, der danach ein Geschenk verteilen soll, wird das richtige Kind
wéhlen, sofern dieses Kind noch kein Geschenk hat. Ansonsten wird auch er
einfach zufillig ein Kind ohne Geschenk auswéhlen. Am Ende soll Wichtel
Eleonora dann das letzte Geschenk iiberreichen.

Nun réatseln Wichtel Eleonora und ihre besten Freunde, wie grofi die Wahr-
scheinlichkeit dafiir ist, dass Wichtel Eleonora dem richtigen Kind das Ge-
schenk geben kann. Aber nur ein Wichtel hat recht. Welcher?
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Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmoglichkeiten:

1.

Wichtel Roland ist sich sicher: ,,Solange der Weihnachtsmann nicht
aus Versehen dem letzten Kind auf der Liste sein Geschenk gibt, hat
Eleonora nichts zu befiirchten.

. Wichtel Johannes sagt: ,,Falls nur drei Kinder auf der Liste stehen, ist

die Wahrscheinlichkeit grofier als %.“

Wichtel Saskia meint jedoch: ,,Selbst wenn wir genau wiissten, wie viele
Kinder in diesem Jahr auf der Liste stehen, kénnen wir das gar nicht
ausrechnen.

. Wichtel Antje vermutet: ,,Je mehr Kinder auf der Liste stehen, umso

kleiner ist die Wahrscheinlichkeit, dass Eleonora das Geschenk dem
richtigen Kind geben kann.“

Wichtel Lina erwidert: ,,Quatsch! Je mehr Kinder auf der Liste stehen,
umso grofler ist die Wahrscheinlichkeit, dass Eleonora das Geschenk
dem richtigen Kind geben kann.“

Wichtel Mareks Tipp: ,, Wir miissen genau zwei verschiedene Wahr-
scheinlichkeiten ausrechnen. Eine fiir den Fall, dass die Anzahl der
Kinder auf der Liste gerade ist. Und eine fiir den Fall, dass die Anzahl
ungerade ist.“
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7. Wichtel Nadja resigniert: ,,Eleonora sollte sich keine Hoffnungen ma-
chen... Die Wahrscheinlichkeit ist zwar (unabhéngig von der Anzahl
der Kinder auf der Liste) konstant, sie betrigt allerdings weniger als
10 %.«

8. Wichtel Kristina lacht: ,,Ich weifl gar nicht, was ihr habt. Die Wahr-
scheinlichkeit ist doch einfach %.“

9. Der Leiter der Wichtelschule Robert versteht die Aufregung nicht: ,, Es
wird garantiert klappen.“

10. Wichtel Falk ist sich dennoch unsicher: ,, Also die Antworten von euch
allen scheinen mir viel zu einfach. Die Lésung muss anders sein.*

Projektbezug:

Das Berliner Netzwerk mathematisch-naturwissenschaftlich profilierter Schu-
len existiert seit September 2001 und hat folgende Ziele gesetzt:

e Schaffung einen stadtweiten Netzwerks von Berliner Gymnasien mit be-
stehendem oder aufzubauendem mathematisch-naturwissenschaftlichem
Profil und den mathematisch-naturwissenschaftlichen Instituten der
Humboldt-Universitat am Wissenschaftsstandort Adlershof.

e Festlegen von Standards fiir Leistungskurse in Mathematik und den an-
deren beteiligten naturwissenschaftlichen Féchern, die die Anerkennung
von Abiturleistungen als Studienleistungen erméglichen.

Die Senatorin fiir Bildung, Jugend und Familie sowie die Universitétsleitung
der Humboldt-Universitéit begriifen und unterstiitzen dieses Vorhaben. Als
Vision fiir die Zukunft stellen wir uns aulerdem ein mathematisch-naturwis-
senschaftlich profiliertes Gymnasium am Wissenschafts- und Wirtschafts-
standort Adlershof vor, das direkt mit den Instituten der Humboldt-Universi-
tét vernetzt ist.

Weitere Infomationen unter:
http://didaktik.mathematik.hu-berlin.de/de/schule/schulkooperationen
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14.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 8.

Sei n > 2 die Anzahl der Kinder. Wir behaupten, dass die Wahrscheinlichkeit

dafiir, dass Eleonora dem richtigen Kind sein Geschenk geben kann, immer
1

p(n) = 5 ist.

Sei zundchst n = 2: Hier gibt der Weihnachtsmann entweder dem richtigen
Kind sein Geschenk oder dem falschen. Beide Fille treten mit derselben
Wahrscheinlichkeit % auf. Im ersten Fall kann Eleonora ebenfalls dem richti-
gen Kind sein Geschenk geben. Im zweiten Fall jedoch nicht. Es gilt demnach
p(2) = %, wie behauptet.

Sei nun n > 3. Wir unterscheiden verschiedene Fille:

Fall 1: Mit einer Wahrscheinlichkeit von % gibt Weihnachtsmann dem rich-
tigen (d.h. ersten) Kind sein Geschenk. In diesem Fall kann auch Eleonora
dem richtigen (d.h. letzten) Kind sein Geschenk.

Fall 2: Ebenfalls mit einer Wahrscheinlichkeit von % gibt Weihnachtsmann
dem letzten Kind sein Geschenk. In diesem Fall muss Eleonora definitiv
einem anderen Kind sein Geschenk geben.

Fall 3: Mit jeweils einer Wahrscheinlichkeit von % gibt der Weihnachtsmann
dem Kind k£ mit 1 < k < n sein Geschenk. Was passiert in diesen Féllen?

o Fiir k =n — 1 gilt: Kind 1 bekommt das falsche Geschenk (némlich
das von Kind n — 1). Die Kinder 2 bis n — 2 bekommen das richtige
Geschenk. Kind n — 1 bekommt nun entweder das Geschenk von Kind
1 (mit Wahrscheinlichkeit 1) oder das von Kind n (ebenfalls mit Wahr-
scheinlichkeit %) Im ersten Fall kann Eleonora dem richtigen Kind
sein Geschenk geben. Im zweiten jedoch nicht. Die Wahrscheinlichkeit
dafiir, dass Eleonora dem richtigen Kind sein Geschenk geben kann, ist
also %

e Fiir £k =n — 2 gilt: Kind 1 bekommt das falsche Geschenk. Die Kinder
2 bis n — 3 bekommen das richtige Geschenk. Kind n — 2 bekommt nun
jeweils mit Wahrscheinlichkeit %

— das Geschenk von Kind 1 und Eleonora kann dem richtigen Kind
sein Geschenk geben;
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— das Geschenk von Kind n und Eleonora wird definitiv dem falschen
Kind sein Geschenk geben;

— das Geschenk von Kind n — 1. Dann wissen wir jedoch, dass
Eleonora noch mit Wahrscheinlichkeit % dem richtigen Kind sein
Geschenk geben kann.

Insgesamt kann Eleonora im Fall £ = n — 2 mit der Wahrscheinlichkeit
1, 1.1_1
3T3°2732

dem richtigen Kind sein Geschenk geben.

e Fiir £k =n — 3 gilt: Kind 1 bekommt das falsche Geschenk. Die Kinder
2 bis n — 4 bekommen das richtige Geschenk. Kind n — 3 bekommt nun
jeweils mit Wahrscheinlichkeit %

— das Geschenk von Kind 1 und Eleonora kann dem richtigen Kind
sein Geschenk geben;

— das Geschenk von Kind n und Eleonora wird definitiv dem falschen
Kind sein Geschenk geben;

— das Geschenk von Kind n — 1 — dann wissen wir jedoch, dass
Eleonora noch mit Wahrscheinlichkeit % dem richtigen Kind sein
Geschenk geben kann;

— das Geschenk von Kind n — 2 — dann wissen wir jedoch, dass
Eleonora noch mit Wahrscheinlichkeit % dem richtigen Kind sein
Geschenk geben kann.

Insgesamt kann Eleonora im Fall £ = n — 3 mit der Wahrscheinlichkeit

1 1.1 _ 1
it2-1:3=3
dem richtigen Kind sein Geschenk geben.

e Ebenso gilt fiir alle 1 < k < n — 1, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir,
dass Eleonora dem richtigen Kind sein Geschenk geben kann, gerade %
ist, da wir den Fall £ immer auf die (n —k — 1) Félle k+ 1 bisn — 1
zuriickfithren kénnen:

1 1 1 24(m—-k—-1) n—k+1 1
. i (n—k-1)- - =
py e )

n—k+1 2 2m—k+1) 2n—k+1) 2
Insgesamt gilt dann also, dass die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Eleonora
dem richtigen (d.h. n-tem) Kind sein Geschenk geben kann:

24(n—-2) n 1

(W)= -+ (n=2) g = — -
P = n 2 2n o 2
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15 Miitzenratsel 2020

Autor: Tilman Burghoff (MATH+ Schulaktivitéiten)

15.1 Aufgabe

Wie die Tradition es fordert, hat der Weihnachtsmann auch dieses Jahr wie-
der einige seiner schlauesten Wichtel auf Kaffee und Kuchen eingeladen. Die
zehn Intelligenzwichtel sind schon ganz aufgeregt, als der Weihnachtsmann
endlich aufkreuzt. ,,Bitte entschuldigt die Verspétung®, ruft er keuchend. ,,Ich
musste noch ein paar Miitzen besorgen. Na gut, dann lasst uns anfangen:
Meine lieben Intelligenzwichtel! Wie jedes Jahr mochte ich euch auch heute
wieder die Chance auf Kaffee und Kuchen geben. Ihr miisst dafiir nur die
Farbe der Miitze auf eurem Kopf erraten!“

»Rot!“ ruft Egobert. Der Weihnachtsmann muss lachen: ,Natiirlich erst
sobald ich euch die Miitzen aufgesetzt habe. Es ist ganz einfach: Sobald
es losgeht, stellt ihr euch in einer Reihe hintereinander auf. Achtet dabei
bitte darauf, dass jeder von euch nur die Personen sieht, die vor ihm stehen.
Das bedeutet, wenn Albert ganz hinten steht sieht er alle anderen: Bertha,
Claudio und so weiter bis Julia. Aber Bertha, die an zweitletzter Stelle
steht, sieht nur noch Claudio bis Julia, aber nicht mehr Albert, verstanden?
Und wehe ihr schummelt! Sobald ihr euch alle in einer Reihe aufgestellt
habt, bekommt jeder von euch entweder eine rote oder eine griine Miitze
aufgesetzt — natiirlich so, dass ihr sie nicht selber sehen kénnt. Danach diirft
ihr nacheinander eure Miitzenfarbe raten. Albert (der ja ganz hinten steht)
fingt an und sagt laut entweder ,Rot!‘ oder ,Griin!‘. Danach ist Bertha dran,
danach Claudio und so weiter. Ich l6se dann ganz am Ende auf, wie viele
Wichtel ihre Miitzenfarbe richtig geraten haben. Je mehr ihr richtig erratet,
desto mehr Kuchen gibt es spéter.

,Diirfen wir uns absprechen?“, fragt Franka.

»Jetzt gerne. Sobald ich anfange euch die Miitzen aufzusetzen will ich keinen
Mucks mehr horen. Ihr diirft nur noch einmal ,Rot!* oder ,Griin!‘ sagen,
wenn ihr dran seid. Und bitte versucht nicht, noch weitere Informationen zu
kommunizieren. Sei es dariiber wie ihr eure Vermutung duflert oder wie lange
ihr wartet oder so in der Art. Dann miisste ich ndmlich den ganzen Kuchen
alleine aufessen...* FEr guckt traurig seinen runden Weihnachtsmannbauch
an. ,Habt ihr noch Fragen?*
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,oind die Miitzen zufillig ausgew#hlt?“ fragt Immanuel.
»Ja, ich wihle die Miitzenfarbe vollig zufillig aus. “

Die Wichtel finden nach einigem Nachdenken eine Strategie, die ihnen so viel
Kuchen wie moglich garantiert. Was ist die maximale Anzahl an Wichteln
die ihre Miitzenfarbe garantiert richtig erraten werden?

Antwortmoglichkeiten:

1.

- W

® N o

10.

Kein Wichtel.
Ein Wichtel.
Zwei Wichtel.
Drei Wichtel.
Vier Wichtel.
Fiinf Wichtel.
Sechs Wichtel.
Sieben Wichtel.
Acht Wichtel.
Neun Wichtel.

Illustration: Frauke Jansen
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15.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 10.

Leider kénnen die Wichtel nicht garantiert alle zehn Miitzen richtig erraten,
da Albert keine Informationen iiber seine Miitzenfarbe besitzt und er seine
Miitzenfarbe daher nur mit Wahrscheinlichkeit 1/2 richtig ridt. Mit folgender
Strategie gelingt es ihnen aber alle neun weiteren Miitzenfarben korrekt zu
erraten:

Albert fingt an und sagt entweder:

e . Griin!“, wenn er eine gerade Anzahl an grinen Miitzen auf den
Kopfen der neun Wichtel, die vor ihm stehen, sieht, oder

e .Rot!“ wenn er eine ungerade Anzahl an grimen Miitzen auf den
Kopfen der neun Wichtel, die vor ihm stehen, sieht.

Nehmen wir einmal an er sagt ,,Griin!“. Als néchstes ist Bertha dran. Sie
weif}, dass Albert eine gerade Anzahl an griinen Miitzen gesehen hat. Wenn
sie auch eine gerade Anzahl an griinen Miitzen auf den Kopfen der verblei-
benden acht Wichtel sieht, muss sie selbst eine rote Miitze tragen. Ansonsten
ist ihre Miitze griin. Der néichste Wichtel, Claudio, weifl nun welche Miitze
Bertha tragt und sieht wie viele der sieben Wichtel, die vor ihm stehen, noch
eine griine Miitze tragen. Dadurch kann Claudio sich errechnen, ob Albert
eine gerade Anzahl an Miitzen gesehen hitte, wenn er (Claudio) eine griine
Miitze tragen wiirde, und kann daraus folgern ob er eine griine oder eine rote
Miitze trigt. Auf diese Weise kénnen dann auch die restlichen Wichtel ihre
Miitzenfarbe bestimmen.

Wenn Albert stattdessen ,,Rot!“ sagt, wissen die Wichtel, dass er eine ungera-
de Anzahl an griinen Miitzen gesehen hat und kénnen sich daraus wiederum
ihre eigene Miitzenfarbe erschlieflen. Daher wissen wir, dass aufler Albert
alle neun Wichtel ihre Miitzenfarbe sicher bestimmen koénnen.

Tatséchlich kénnen fiir einen beliebigen Wichtel (auler Albert) sogar eine
explizite Formel angeben, aus der wir die Miitzenfarbe ableiten kénnen. Dazu
sei  die Anzahl wie oft bisher , Griin!“ gesagt wurde, und y beschreibe wie
viele griine Miitzen der Wichtel vor sich sieht. Dann gilt:

Wichtel trégt eine griine Miitze < x4+y =0 mod 2.
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16 Miitzen, die schiitzen

Autor: Paul Erchinger (MATH+ Schulaktivitéiten)

16.1 Aufgabe

Die Adventszeit hat begonnen. In Wichtelstadt ist die Vorfreude auf die kom-
menden Festtage kaum zu bremsen. Es gibt nur eine Sorge: Seit November
zeichnet sich eine dramatische Steigerung von Halloween-Grusel-Floh-Fillen
ab. Dabei handelt es sich um eine ganz besonders tiickische Art von Floh,
die sich auf den Koépfen der Wirte ansiedelt und diese mit dem Spuk in-
fiziert. Vom Spuk betroffene Wichtel erschrecken (ohne Vorwarnung und
zu zufélligen Zeitpunkten) andere Wichtel sprichwortlich zu Tode. Um das
Wohlbefinden der Bevolkerung zu sichern, muss die Wichtelbiirgermeisterin
Alva zusammen mit ihrem Expertinnen-Team eine Strategie entwickeln, um
diese Gefdhrdung der Weihnachtsstimmung einzuddmmen.

Fine Flohinfektion geschieht folgendermaflen: Falls sich eine von Flohen
befallene Person und eine ,,gesunde* Person begegnen, hiipfen die gewieften
Flohe definitiv auf die andere Person iiber, sodass danach beide Personen
infiziert sind. Wie es sich gehort, trigt jede Bewohnerin von Wichtelstadt (so-
bald sie das Haus verldsst) eine Wichtelmiitze. Diese normale Wichtelmiitze
sieht zwar gut aus, hilft jedoch nicht gegen eine Flohinfektion: Unter der
Wichtelmiitze einer infizierten Wichtelin krabbeln die Flohe einfach durch
die Miitze nach auflen, springen auf die Miitze einer anderen Wichtelin {iber
und gelangen durch diese auf deren Kopf.

Forscherinnen in Wichtelstadt haben daher die neuartige Miitze IBeanie
entwickelt, welche das Risiko einer Infektion drastisch reduziert:

e Die IBeanie hindert die Flohe in 50 % der Fille daran, aus der Miitze
herauszukrabbeln.

e In 95% der Fille gelangen die Flohe von aulen nicht durch die Miitze
hindurch auf den Kopf.

Das heifit, wenn sich zwei Personen mit IBeanie begegnen, von denen eine
mit Flohen infiziert ist, liegt das Risiko einer Ansteckung fiir die andere
Person bei nur 2,5 %.
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Erfahrungsgemé&f werden sich jedoch einige der Bewohnerinnen von Wichtel-
stadt weigern ihre stylische normale Miitze gegen die etwas plumpere neue
IBeanie einzutauschen. Wenn sich aber zwei Personen begegnen, von denen
nur eine die IBeanie trigt, ist das Risiko einer Infektion entsprechend grofier.

Sei p (in %) der Anteil der Bewohnerinnen von Wichtelstadt, die keine
IBeanie tragen. Alva mochte, dass das Risiko einer Ansteckung, wenn eine
beliebige gesunde Person einer beliebigen infizierten Personen begegnet, ma-
ximal 13 % betragt.

Sei p (in Prozent) der Anteil der Bewohnerinnen von Wichtelstadt, die
eine IBeanie tragen. Welches ist das kleinste ganzzahlige p, sodass Alvas
Bedingung erfiillt ist? Genauer suchen wir die Quersumme von p.

IBeanie

Der effektive
Schutz vor
Halloween-Grusel-
Fléhen

Illustration: Frauke Jansen

Antwortmdoglichkeiten:

1. Die Quersumme von p ist 1.
2. Die Quersumme von p ist 3.
3. Die Quersumme von p ist 5.
4. Die Quersumme von p ist 7.
5. Die Quersumme von p ist 9.

6. Die Quersumme von p ist 11.
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7. Die Quersumme von p ist 13.
8. Die Quersumme von p ist 15.

9. Die Quersumme von p ist 17.

10. Es existiert kein solches p.
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16.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 6.

Um dieses Problem zu 16sen untersuchen wir zunéchst die Wahrscheinlichkei-
ten einer Infektion bei den unterschiedlichen Arten von Begegnungen.

1. Sowohl die infizierte, als auch die gesunde Person tragen eine
IBeanie.

Dieser Fall wurde bereits in der Aufgabenstellung erwdhnt, wir wollen
uns aber an dieser Stelle noch einmal von der Richtigkeit der Aussage
iiberzeugen: Da die IBeanie die Flohe zu 50 % daran hindert aus der
Miitze zu krabbeln und zu 95 % daran hindert hinein zu kommen, ist
die Wahrscheinlichkeit einer Ansteckung

p1=(1-0,5)-(1-0,95) =0,5-0,05=0,025,
also 2,5 % wie behauptet.
2. Die infizierte Person trigt eine IBeanie, die gesunde Person

jedoch nicht.

In diesem Fall wissen wir, dass nur die IBeanie der infizierten Person
die Flohe daran hindert aus der Miitze zu kriechen. Die zweite Person
besitzt jedoch keinerlei Schutz. Dementsprechend liegt die Wahrschein-
lichkeit eines Flohiibersprungs bei

p2=(1-05)-(1-0)=05-1=0,5.

3. Die infizierte Person trigt keine IBeanie, die gesunde Person
jedoch schon.

Hier schiitzt also die IBeanie der gesunden Person vor dem Eindringen
der Flohe in die Kopfgegend, jedoch kénnen die Flohe ungehindert vom
Kopf der infizierten Person entflichen. Fiir die Wahrscheinlichkeit einer
Neuinfektion erhalten wir demnach

p3=(1-0)-(1—-095) =1-0,05=0,05.

4. Weder die infizierte noch die gesunde Person trigt eine IBe-
anie.

In diesem Fall ist keine Schutzmafinahme vorhanden und die Wahr-
scheinlichkeit einer Infektion liegt bei py = 1.

80



MATH+ Adventskalender 2020 Aufgabe 16

Um nun die Bedingung von Alva betrachten zu koénnen, stellen wir fest,
dass bei unterschiedlichen Werten von p die oben betrachteten Félle nicht
immer gleich wahrscheinlich sind. Tragen namlich beispielsweise nur 25 %
der Bewohnerinnen von Wichtelstadt eine IBeanie kommt Fall 1 nur mit
einer Wahrscheinlichkeit von 0,25 - 0,25 = 0,0625 = 6,25 % vor, wohingegen
Fall 4 mit 0,75 - 0,75 = 0,5625 = 56,25 % deutlich 6fter vorkommt. Ist nun p
der Anteil der Wichtelstadtbewohnerinnen, die eine IBeanie, dann gilt fiir
die Auftrittshéufigkeiten der vier Fille, dass

1. hi=p-p=p°

2. hg=p-(1-p),

3. hs=(1-p)-p, bzw.

4. hy=(1-p)-(1-p)=Q1-p?*

Verrechnen wir diese Auftrittshaufigkeiten der Félle nun mit den vorher
berechneten Infektionswahrscheinlichkeiten, erhalten wir mit

J()=h1-p1+hy-pa+h3-p3+hy-py
=p?-0,025+p(1—p)-0,5+(1—p)p-0,05+ (1 —p)?-1
= 0,025p% — 0,5p% + 0,5p — 0,05p% + 0,05p + p* — 2p + 1
=0,475p% — 1,45p + 1

eine Funktion, die uns zu gegebenen p die durchschnittliche Ansteckungsrate
bei einer Begegnung berechnet. Alva mochte, dass f(p) < 0,13 gilt, oder
dquivalent:

f(p) —0,13 <0.
Wir erhalten somit die folgende quadratische Ungleichung:
0>0,475p° — 1,45p+ 1 — 0,13
= 0,475p% — 1,45p + 0,87

19 2 29 87
=200 — %Pt 100
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Die Nullstellen der rechten Seite sind

|

- = o (145 - \/4495) ~ 0,8206,
1

P = (145 + \/4495> ~ 2,2321.

Da p eine Wahrscheinlichkeit ist, muss p < 1 gelten. Zusétzlich sieht man,
dass f(p) fir 0,8206 < p < 1 kleiner wird. Somit ist also f(p) < 0,13 fir
alle p > 0,8206. Nun ist fiir die Aufgabenstellung die kleinste ganzzahlige
Prozentzahl erfragt, die diese Ungleichung erfiillt. Da p = 0,83 = 83 % die
kleinste solche Zahl ist, erhalten wir die Quersumme als 8 + 3 = 11.
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17 Wichtelrouten

Autor:innen: Enrico Bortoletto (ZIB),
Karlotta Kruschke (ZIB),
Niels Lindner (ZIB)

Projekt: Algebraic and Tropical Methods for Periodic Timetabling
(MATH+ Incubator Project IN-A1)

17.1 Aufgabe

Wie viele Kinder doch auf dieser Erde leben! Und an Weihnachten wollen sie
alle Briefe an den Weihnachtsmann schreiben. In den letzten Jahren mussten
die Elfen daher immer mehr Postdmter bauen, um all die Briefe zu sortieren.
Mittlerweile gibt es zwolf von ihnen, die iiber den ganzen Nordpol verstreut
sind: das Hauptgebiude, genannt NP, und elf weitere Amter, nummeriert
von 1 bis 11.

Elf Ralph seufzt. Er und sein kleiner Bruder Steffan wurden angewiesen, den
néchsten Stapel Briefe von den Postédmtern in das NP-Gebiude zu bringen,
wo sie bearbeitet werden sollten. Obwohl sie Rentiere nutzen diirfen, ist es
nicht wirklich angenehm stundenlang durch den Schnee zu reiten. Ralph
schaut auf die Karte, auf der nicht nur die Postdmter und Reitwege eingezeich-
net sind, sondern auch wie viele Minuten man auf den entsprechenden Wegen
von Amt zu Amt unterwegs ist. Zusammen mit der Karte erhielt er auch
eine Liste mit Postdmtern, auf der angegeben ist, wie viele Briefe in jedem
Postamt abgeholt werden miissen (s. Abb. 5). ,,Jeder unserer Rucksécke kann
genau 143 Briefe aufnehmen. Ich bin ziemlich sicher, dass wir das schaffen
konnen ¢, behauptet Ralph. ,,Aber welchen Weg sollten wir wihlen, um so
schnell wie moglich fertig zu werden?

Ralph und Steffan mochten ihren Auftrag so schnell wie moéglich erledigen.
Der Auftrag beginnt, sobald die beiden Wichtel das N'P-Gebiude verlassen,
und ist erledigt, wenn sie mit allen Briefen in das NP-Gebéude zuriickkehren.
Sie verlassen das Gebédude zur gleichen Zeit. Jedes Mal, wenn einer von ihnen
ein Postamt erreicht, holt er entweder alle Briefe dort ab oder lisst sie alle
im Postamt zuriick. Um die Briefe abholen zu kénnen, miissen sie natiirlich
geniigend Platz in ihrem Rucksack haben. Da Ralph und Steffan begeisterte
Sightseeing-Fans sind, mochte keiner von beiden zweimal dasselbe Postamt
besuchen (mit Ausnahme des N'P-Gebiudes, zu dem sie aber erst ganz am
Ende zuriickkehren). Ralph, der stéirker ist, wird den lingeren Weg nehmen.
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5 /\ 30 7
28 22 28
36
40 NP 30 9
2 28 22 22
28 4 40 8 2 11
10
41 28 28
22 32 32
22
32 32
2 60 10
Postamt | 1 | 2 |3 4 |5 |6 |7]8[9]10]11

Briefe 38|76 1461 |37(19]|2|3|5|18]23

Abbildung 5: Die Karte der Postdmtern. Die Kreise markieren die Postamter.
Die Linien sind die Reitwege zwischen den Amtern, wobei die Zahlen die
Reitzeit in Minuten fiir die entsprechenden Reitwege angeben.

Liste der Postamter mit der Anzahl der abzuholenden Briefe.

Die beiden Wichtel denken eine Weile iiber ihre kommende Tour nach, sind
aber nicht in der Lage, den besten Weg zu finden. Zum Gliick kommt ihre
Freundin Petra, die wirklich gut in Mathe ist, vorbei und kann ihnen helfen.
Sie findet schnell die besten Touren fiir die beiden, sodass sie ihren Job in
moglichst kurzer Zeit abschlieflen kénnen. ,, Auf diese Weise wird Ralph nach
3 Stunden und 24 Minuten zuriick sein“, meint Petra.

Ralph und Steffan diskutieren Petras Vorschlag:

(a) Steffan: ,Obwohl Ralph die Briefe in Postamt 3 abholt, hitte ich
genug Zeit um dort auch vorbeizufahren und unsere Cousine Luise
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zu besuchen. Ich wiirde sogar trotzdem noch vor Ralph zuriick im
NP-Gebiude sein!“

(b) Ralph: ,Cool! Wir kénnen zusammen zum ersten Postamt reiten. “
(c) Ralph: ,Ich komme nicht am Postamt 4 vorbei. ¢

(d) Steffan: ,Derjenige von uns, der die Briefe beim Postamt 3 abholt,
wird auch die Briefe aus Postamt 9 mitnehmen. “

(e) Steffan: ,Ich kann es schaffen, genau eine halbe Stunde vor Ralph
zuriick zu sein, um ihm einen leckeren Kakao zu kochen. Das wird ihm
gefallen!“

Welche dieser Aussagen sind richtig?

Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmoglichkeiten:

(a), (b) und (c).

—_
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Projektbezug:

Das MATH+ Incubator Project Algebraic and Tropical Methods for Periodic
Timetabling untersucht Verbindungen zwischen der mathematischen Opti-
mierung von Fahrplédnen im 6ffentlichen Verkehr und rein mathematischen
Disziplinen. Das Planen von Fahrgast- und Fahrzeugtouren ist ein wichtiges
Problem im o6ffentlichen Nahverkehr. Bei dem hier vorgestellten Problem
handelt es sich um ein sogenanntes Capacitated Vehicle Routing Problem,
das zur Klasse der NP-schweren Optimierungsprobleme gehort. Bisher wurde
noch kein effizienter Algorithmus gefunden, der diese Art von Problemen
optimal 16st. Der Beweis iiber die Existenz eines solchen Algorithmus ist ein
offenes Millennium-Problem.
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17.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 3.
Zunéchst werfen wir einen genaueren Blick auf die Liste der Postamter und

die Anzahl der Briefe, die dort abgeholt werden miissen:

Postamt | 1 | 2 |3 |4 | 5|6 |7][8]9]10|11
Briefe 38|76 1416137192 |3|5|18]23

Insgesamt gibt es 286 Briefe, was genau 143 + 143 entspricht. Da in die
beiden Rucksécke jeweils maximal 143 Briefe passen, miissen beide komplett
gefiillt werden. Es gibt nur 10 Moglichkeiten, die Postdmter so in zwei
Teilmengen aufzuteilen, dass die Summe der Briefe genau 143 betrégt. Diese
Teilmengenpaare sind:
76,61,4,2 und 38,37,23,19,18,5,3
76, 38,23,4,2 und 61,37,19,18,5,3
76,38,19,5,3,2 und 61,37,23,18,4
76,38,18,5,4,2 und 61,37,23,19,3
76,37,23,5,2 und 61,38,19,18,4,3
76,37,23,4,3 und 61,38,19,18,5,2
76,37,19,5,4,2 und 61,38,23,18,3
76,37,18,5,4,3 und 61,38,23,19,2
76,23,19,18,5,2 und 61,38,37,4,3
76,23,19,18,4,3 und 61,38,37,5,2

Diese korrespondieren zu den folgenden Teilmengenpaare der Postdmter:

2,3,4,7  und 1,5,6,8,9,10,11 (1)
1,2,3,7,11  und  4,5,6,8,9,10 (2)
1,2,6,7,8,9  und  3,4,5,10,11 (3)

1,2,3,7,9,10  und  4,5,6,8,11 (4)
2,5,7,9,11  und  1,3,4,6,8,10 (5)
2,3,5,8,11  und  1,4,6,7,9,10 (6)
2,3,5,6,7,9  und  1,4,8,10,11 (7)

2,3,7,8,9,10  und  1,4,5,6,11 (8)

2,6,7,9,10,11 und  1,3,4,5,8 (9)
2,3,6,8,10,11 und 1,4,5,7,9 (10)
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(a) Postamtknoten mit 143 Briefen,
dicht beieinander liegend

(¢) Postamtknoten mit 143 Briefen,
iiber die Karte verstreut

(d) Kiirzeste Tour (252 min)

Abbildung 6: Teilmengen von Knoten und die zugehdrigen kiirzesten Touren

Eine einfacher Losungsweg bestédnde nun daraus, die Liste von oben nach
unten durchzugehen und fiir jedes Paar die beiden kiirzesten Touren zu
berechnen. In einem kleinen Graphen, wie das in dieser Aufgabenstellung
der Fall ist, kann man kiirzeste Touren schnell durch Intuition finden. Bei
groBeren Graphen ist dies allerdings sehr schwierig. Wie man Lésungen fiir
solche Graphen schnell finden kann, wird immer noch erforscht. Dank Petras
Aussage wissen wir jedoch, dass wir eine optimale Losung gefunden haben,
wenn wir ein Teilmengenpaar finden, bei dem die ldngere Tour 3 Stunden
und 24 Minuten braucht.

Das vorliegende Problem lésst sich aber moglicherweise noch effizienter 16sen:
Da es sich bei dem Graphen um eine Karte handelt, bietet es sich an, die
Standorte der Postamter der obigen Teilmengenpaare zu untersuchen. Wenn
die Standorte in einer Teilmenge iiber die gesamte Karte verteilt sind, wird
es wahrscheinlich sehr lange dauern alle zu besuchen (s. Abb. 6(c), (d)).
Wenn sie allerdings nah beieinander liegen, wird die resultierende Rundtour
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wahrscheinlich kurz (s. Abb. 6(a), (b)). Anstatt stumpf die Postamter von
oben nach unten durchzugehen, bietet es sich also an zunéchst zu schauen,
wo die Amter einer Teilmenge auf der Karte liegen. Dann lieBe sich dass
vielversprechendste Teilmengenpaar zuerst untersuchen.

In der obigen Liste der Paare sieht Nummer 10 am vielversprechendsten aus.
Fiir die beiden kiirzesten Touren ist es einfach, ihre Dauer zu berechnen. Die
Reitzeiten der in der roten Tour enthaltenen Wege summieren sich auf 174
Minuten, die der blauen Tour auf 204 Minuten. Ralph, der die lingere Tour
nimmt, wiirde also nach 3 Stunden und 24 Minuten zuriickkehren. Da wir
wissen, dass dies die optimale Dauer ist, haben wir eine optimale Losung

gefunden (s. Abb. 7).
” R

36
40 30 9

28
40 v

/ﬂ

22

28

™

41

7?

32

Abbildung 7: Eine optimale Losung

Mit diesem Wissen ist es ein Leichtes die Aussagen zu iiberpriifen oder sie
zu widerlegen:

(a) Wahr. Da Steffan die kiirzere Tour nimmt, hat er etwas Zeit iibrig.
Solange er nicht spéter als Ralph zuriickkehrt, kann er diese zusétzliche
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(b)

(c)

(d)

(e)

Zeit nutzen, um Luise zu besuchen, ohne dass sich die Gesamtzeit fiir
die Erfiilllung der Aufgabe verschlechtert. Wenn er, anstatt direkt von
Postamt 4 zu Postamt 1 zu reiten (oder umgekehrt), zwischendurch
beim Postamt 3 h&lt, dauert sein Rundritt 16 Minuten l&dnger. Das
bedeutet, dass er 14 Minuten mit Luise verbringen kann.

Wabhr. In der in Abbildung 7 dargestellten optimalen Losung nutzen
sowohl Ralph als auch Steffan den Weg vom N P-Gebiude zum Postamt
4. Da es keine Einschrénkung hinsichtlich der Richtung der Touren
gibt, kénnen sie beschliefen, diesen gemeinsam zu fahren.

Falsch. Obwohl Steffan die Briefe im Biiro 4 abholen wird, muss auch
Ralph dort vorbeikommen, da sein Rundritt sonst ldnger als 3 Stunden
und 24 Minuten dauern wiirde.

Falsch. Es gibt 4 Briefe im Postamt 3 und 5 im Postamt 9. Die
einzigen Mengenpaare, in denen derselbe Wichtel in beiden Amtern
Briefe mitnimmt, sind die Paare (4), (7) und (8). Jede dieser Routen
dauert allerdings ldnger als die von Petra versprochenen 204 Minuten.

Nr. Tour Dauer

4) NP—-T7T— 9—-510—=22— 3—=1—=NP 264min
(1) NP—- 8—=11—-10—-1— 4— NP  212min
B8 NP—>5— 1= 4—-56—11— NP  214min

Wahr. Die kiirzeste Tour fiir Steffan ist in Abb. 7 in rot eingezeichnet.
Sie dauert 2 Stunden und 54 Minuten. Wenn Steffan diesen Rundgang
macht, wird er eine halbe Stunde vor Ralph wieder im NP-Geb#ude
eintreffen.
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18 Zauberleim

Autor:innen: Anieza Maltsi (WIAS), Alexander Mielke (WIAS),
Stefanie Schindler (WIAS), Artur Stephan (WIAS)

Projekt: Model-based geometry reconstruction from TEM images
(MATH+ Emerging Field Project EF3-1)

18.1 Aufgabe

Letztes Weihnachten ist etwas wahrhaft Furchtbares passiert. Wie jedes Jahr
brachte der Weihnachtsmann den Kindern auf der ganzen Welt Geschenke,
von denen aber einige vom Grinch gestohlen wurden. Der gemeine Grinch
packte die Geschenke aus, stahl die Geschenke und lief} die leere Verpackung
zuriick. Folglich bekamen diese Kinder nicht die Geschenke, die sie eigentlich
verdient hatten. Natiirlich waren dariiber nicht nur die Kinder, sondern auch
der Weihnachtsmann tieftraurig. Er war so schockiert {iber die Geschehnisse,
dass er sich schwor, dass so etwas nie wieder passieren wiirde. Der Weih-
nachtsmann bat daher seine Elfen darum, eine Losung zu finden.

Nach langem Griibeln hatten die Elfen folgende Idee: Sie wollen Geschenk-
schachteln basteln, die nur von genau dem Kind ge6ffnet werden kénnen, an
das der Geschenkkarton adressiert ist. Selbstverstdndlich erfordert ein solches
Vorhaben Magie, weshalb sie ihre Feenfreundin um Rat fragen. Tatséch-
lich besitzt die Fee einen Zauberleim, den die Elfen benutzen koénnen. Die
Elfen fiillen Geschenkkartons mit Spielzeug und versiegeln diese mit dem
Zauberleim der Fee. Nach einer Weile merken die Elfen plotzlich, dass der
Zauberleim aufgebraucht ist, bevor alle Pakete fertig gepackt und versiegelt
sind. Deshalb bitten sie ihre Feenfreundin erneut um Hilfe. Die Fee will ihnen
natiirlich gerne helfen, hat aber nur noch genau 2020 g des Zauberleims iibrig.
Anstatt in Panik zu geraten, beschlielen die Elfen, ihre mathematischen
Superkrifte zu nutzen und auszurechnen, wie viele Schachteln sie mit dieser
Menge Zauberleim versiegeln kénnen.
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Die Geschenkpakete sind Wiirfel von unterschiedlicher Grofle. Die Elfen
miissen den Leim nur an der Kante der oberen Fléche (ein Quadrat) auftragen.
Wir bezeichnen diese Quadrate mit Ay, As, Az, . ... Die Elfen wissen, dass
die Fliache des Quadrats Ay des k-ten Pakets durch

1 1 9
are&(Ak) = 625 (1 + ﬁ + m) cm
gegeben ist. Aus Effizienzgriinden sind die Kartons ineinander gestapelt und
die Elfen miissen die Kartons in absteigender Grofie bearbeiten. Aus fritheren
Verpackungserfahrungen wissen die Elfen, dass sie fiir eine Linie von 1 cm
genau 0,15 g Klebstoff benttigen.

Wie viele Kartons kénnen die Elfen mit den 2020 g Zauberleim verschlieen?

*

- . =

S
*
«aP Y2, *

Artwork: Friederike Hofmann

92



MATH+ Adventskalender 2020 Aufgabe 18

Antwortmoglichkeiten:

1. 127 Kartons.
2. 128 Kartons.
3. 129 Kartons.
4. 130 Kartons.
5. 131 Kartons.
6. 132 Kartons.
7. 133 Kartons.
8. 134 Kartons.
9. 135 Kartons.

10. 136 Kartons.

Projektbezug:

Das MATH+ Projekt EF3-1 Model-based geometry reconstruction from TEM
images analysiert Bilder von Transmissionselektronenmikroskopen (TEM),
die von Experimentalphysikern der TU Berlin gewonnen wurden. Die ma-
thematische Aufgabe besteht darin, die elektronische Schrodinger-Gleichung
durch eine endlich-dimensionale Approximation zu reduzieren. Zur Auswer-
tung des Approximationsfehlers verwendet man #hnliche Abschitzungen wie
in diesem Rétsel.
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18.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 7.

Die Elfen haben genug Zauberleim fiir genau 133 Kartons. Wir werden die
Aufgabe in zwei Schritten 16sen:

1. Fiir eine gegebene Anzahl an Kartons n berechnen wir die Gesamtlénge
[(n) der Strecke fiir die Zauberleim benétigt wird und die dazugehdorige
benétigte Menge an Zauberleim z(n) = 0,15 £ - i(n).

2. AnschlieBend setzen wir die verfiighare Menge an Zauberleim (2020 g)
mit z(n) gleich und 16sen die Gleichung nach n auf.

Beginnen wir also mit der Berechnung von [(n) fiir eine gegebene Anzahl n
an Kartons: Wir wissen, dass die Fliche des k-ten Quadrats

1 1 )
area(Ak;) = 625 (1 —+ ﬁ + (k—|—1)2> cim

ist. Daher hat jede Seite von Ay eine Lange von

1 1
=254/1+ =+ ——— cm.
ag \/+k2+(k+1)20m
Da die obere Seite der Kartons vier Seiten hat, wird der Zauberleim fiir eine
Strecke der Lénge
n
l(n)=4 Z ay
k=1

bendtigt.

Wir wollen nun diese Summe vereinfachen. Dazu bemerken wir zunéchst,
dass der Term unter der Wurzel wie folgt umgeformt werden kann:
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I . E2(k+1)% + (k + 1) + k2
k2 (k+1)2 k2(k 4 1)?
K (k+1)2 42k +2k+ 1
B E2(k +1)2
R (k+1)?+2k(k+1)+1
k2(k+1)2
_ (k(k+1) + 1)2
k2(k +1)2
_(B*+ k4 1)
OkR2(k4+1)2
Daraus folgt, dass
L B +k41
K2 (k+1)2  k(k+1) 7
Wir benutzen nun die Partialbruchzerlegung,
1 _k+1-k 1 1
k(k+1)  k(k+1) k k+1
und erhalten
B2+ k+1 k(k+1)+1 1 1 1
= =14+ —=14+-——
k(k+1) k(k+1) k(k+1) E k+1
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Somit ist die Gesamtlénge [(n) gegeben durch

I(n)=4 Z ak
k=1

"~ 1 1
4N " 25, 14— 4+—
; \/ et arp

= 1 1

“wen (ne 31 )
:1000111‘(n—l—{l—%}-#{%‘%}"‘"‘""{ﬁ_%}—i_{%_r})

1
+1
zloocm-<n+1+{—%+%}+{—§+§}+-~+{—%+%}—#1)

1
—1000m-<n+1—)
n+1

Wie schon bemerkt, ergibt sich die Gesamtmenge an bendtigtem Zauberleim
durch multiplizieren von I(n) mit der Zauberleimdichte 0,15 £-:

z(n) = 0,15 & - I(n).
Wir suchen also die grofite Zahl n, die die folgende Ungleichung erfiillt:
z(n) <2020¢g
& 0,155 -1(n) <2020g

& 0,155 .100cm - <n+1— -
n

1 1) <2020g

1 2020 404
& <n+1— >< =

= — =134.6.
n+1 15 3
Da0<1-— n%rl < 1 gilt, ist die groBtmdogliche Zahln entweder n = 133 oder
n = 134. Man berechnet leicht, dass

1 17955
133+1 134

133+ 1 — ~ 133.99 < 134.6,

96



MATH+ Adventskalender 2020 Aufgabe 18

aber
1 18225

134+1 135
gilt. Daher ist die gesuchte Anzahl an Kartons n = 133.

134 +1 — ~ 134.99 > 134.6.
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19 Kirschwein

Autoren: Aart Blokhuis (TU Eindhoven),
Gerhard Woeginger (TU Eindhoven)
Projekt: 4TU.AMI

19.1 Aufgabe

In Knecht Ruprechts Keller stehen 377 versiegelte Flaschen, die alle vollig
gleich aussehen. Eine dieser Flaschen enthilt kostlichen Kirschwein und die
anderen 376 Flaschen enthalten hochgiftigen Tollkirschensaft. Ruprechts
MAcGISCHE KIRSCHWEIN-TEST-MASCHINE (MKTM) hat ein riesengrofies
Fach, das Platz fiir bis zu 377 Flaschen bietet, auflerdem einen roten Knopf
und eine Gliithbirne.

Wenn Ruprecht einige Flaschen in das Fach stellt und danach auf den
roten Knopf driickt, beginnt die MKTM laut larmend und unter starkem
Energieverbrauch zu arbeiten. Nach ein paar Minuten leuchtet dann die
Gliithbirne rot oder griin auf.

e Wenn mindestens eine der Flaschen Kirschwein enthélt, so verbraucht
die MKTM dabei 2 MWh Strom und die Gliihbirne leuchtet griin.

e Wenn keine der Flaschen Kirschwein enthélt, so verbraucht die MKTM
dabei 1 MWh Strom und die Gliihbirne leuchtet rot.

Knecht Ruprecht mochte dem Weihnachtsmann eine Flasche Kirschwein
schenken.

Wie viel Energie wird die MKTM mit einer bestmoglichen Strategie im
schlimmsten Fall verbrauchen, wenn Ruprecht garantiert die Flasche mit
dem Kirschwein identifizieren will?
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Illustration: Frauke Jansen

Antwortmoglichkeiten:

1. Im schlimmsten Fall wird Ruprecht 11 MWh Energie verbrauchen.
2. Im schlimmsten Fall wird Ruprecht 12 MWh Energie verbrauchen.
3. Im schlimmsten Fall wird Ruprecht 13 MWh Energie verbrauchen.
4. Im schlimmsten Fall wird Ruprecht 14 MWh Energie verbrauchen.
5. Im schlimmsten Fall wird Ruprecht 15 MWh Energie verbrauchen.
6. Im schlimmsten Fall wird Ruprecht 16 MWh Energie verbrauchen.
7. Im schlimmsten Fall wird Ruprecht 17 MWh Energie verbrauchen.
8. Im schlimmsten Fall wird Ruprecht 18 MWh Energie verbrauchen.
9. Im schlimmsten Fall wird Ruprecht 19 MWh Energie verbrauchen.

10. Im schlimmsten Fall wird Ruprecht 20 MWh Energie verbrauchen.
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19.2 Lo6sung
Die richtige Antwort ist: 3.

Wir werden mit der Folge der Fibonacci-Zahlen arbeiten, die mit
h=F=1
beginnt und die fiir n > 2 durch die Rekursionsgleichung
F,=F, 1+ F, 2

definiert ist. Die folgende Tabelle listet die ersten Zahlen in der Fibonacci-
Folge auf:

Fy | Fy | F3 | Fy | Fs | Fe | Fr | Fg | Fy | F1o | P11 | Fio | I3
1 2 3 5 8 | 13 |21 | 34| 55| 8 | 144 | 233 | 377

Wir werden im Folgenden Situationen mit n Flaschen betrachten, von de-
nen n — 1 Flaschen Tollkirschensaft enthalten, wihrend die letzte Flasche
Kirschwein enthélt. Mit M (n) bezeichnen wir die Anzahl Megawattstunden,
die Ruprecht im schlimmsten Fall in einer derartigen Situation verbrauchen
wird, um garantiert eine Flasche Kirschwein zu identifizieren.

In der Situation mit n = 1 Flaschen gilt natiirlich M (1) = 0, da Ruprecht gar
keine Tests durchfithren muss. Wir zeigen nun mit vollstéandiger Induktion,
dass fiir k£ > 2 immer M (F}) = k gilt.

Zuerst betrachten wir den Fall kK = 2 mit n = F5 = 2 Flaschen:
Ruprecht muss eine der beiden Flaschen testen. Da dieser Test positiv ausge-
hen kann, gilt M (2) = 2 genau wie behauptet.

Als néchstes betrachten wir den Fall £ = 3 mit n = F3 = 3 Flaschen:

1. Ruprecht kénnte zunéchst eine Flasche testen. Da dieser Test negativ
ausgehen kann, verbraucht er in diesem Fall 1 MWh fiir den ersten Test
und im schlimmsten Fall M (2) = 2 weitere Megawattstunden, um die
verbleibenden zwei Flaschen zu testen.

2. Ruprecht konnte aber auch zwei Flaschen testen. Da dieser Test positiv
ausgehen kann, verbraucht er in diesem Fall 2 MWh fiir den ersten Test
und im schlimmsten Fall M (2) = 2 weitere Megawattstunden, um die
zwei Flaschen eindeutig zu testen. Insgesamt also 4 MWh.

100



MATH+ Adventskalender 2020 Aufgabe 19

Fiir n = F(3) = 3 Flaschen, sollte sich Ruprecht also fiir die erste Strategie
entscheiden, in der er — wie behauptet — hochstens M (3) = M(F3) = 3
Megawattstunden verbraucht.

Im Induktionsschritt betrachten wir k& > 4 mit n = F}, Flaschen.
Nach Induktionsvoraussetzung gilt

M(Fp_g)=k—2 und M(Fy_i)=k—1.

Damit ist die Induktionsbehauptung M (Fj) = k zu beweisen. Dazu zeigen
wir zunéchst, dass eine Strategie existiert, die hochstens k Megawattstun-
den verbraucht. Anschlielend zeigen wir, dass alle anderen Strategien im
schlimmsten Fall mindestens genau so viele Megawattstunden verbrauchen.

Wenn Ruprecht von den Fj, Flaschen zunéchst Fj_o in die MWTM stellt,
tritt einer der beiden folgenden Fille auf:

+ Der Test der Fj_o Flaschen féllt positiv aus, sodass die Maschine
2 MWh verbraucht.

Dann muss Ruprecht noch die Fj_5 Flaschen testen, wofiir er nach
Induktionsannahme maximal M (F;_o) = k — 2 Megawattstunden
bendtigt.

Insgesamt also hochstens 2 + k — 2 = k Megawattstunden.
— Der Test der Fj_5 Flaschen fillt negativ aus, sodass die Maschine
1 MWh verbraucht.

Dann muss Ruprecht noch die Fy, — Fj._o = Fj_1 Flaschen testen, wofiir
er nach Induktionsannahme hochstens M (Fj_1) = k — 1 Megawatt-
stunden benétigt.

Insgesamt also ebenfalls maximal 1+ k£ — 1 = k Megawattstunden.

Nun zeigen wir, wie angekiindigt, dass es keine Strategie gibt, die (im
schlimmsten Fall) weniger Energie verbraucht. Dazu unterscheiden wir zwei
Fille:

1. Ruprecht stellt m > Fj_o Flaschen ins Fach der MWTM.

Dieser Test kann positiv ausgehen, sodass 2 MWh verbraucht werden.
Danach im schlimmsten Fall M (m) weitere Megawattstunden, um die
m Flaschen zu testen.
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Da m > Fj_o, gilt auch M (m) > M (Fy_2) =k — 2.
Insgesamt benotigt Ruprecht im schlimmsten Fall also mindestens
2+ k — 2 = k Megawattstunden.

2. Ruprecht stellt m < Fj_5 Flaschen ins Fach.

Dieser Test kann negativ ausgehen, sodass zunéchst nur 1 MWh ver-
braucht wird. Danach im schlimmsten Fall M (l) weitere Megawattstun-
den, um die verbleibenden [ = Fj, — m Flaschen zu testen.

Dal=F,—m > Fy— Fy_9 = Fj_1, gilt auch M(l) > M(Fk_l) =k-—1.

Insgesamt benotigt Ruprecht im schlimmsten Fall also mindestens
14+ k — 1 =k Megawattstunden.

Die vorgeschlagene Strategie ist also tatsdchlich optimal und zum Test von
F}, Flaschen werden hochstens M (Fj,) = k Megawattstunden benétigt.

Da Fi3 = 377 gilt, liefert uns diese Formel auch sofort M (377) = 13. Im
schlimmsten Fall verbraucht Ruprecht demnach 13 MWh.
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20 Und noch eine knackige Miitzenaufgabe

Autoren: Aart Blokhuis (TU Eindhoven),
Gerhard Woeginger (TU Eindhoven)

Projekt: 4TU.AMI

20.1 Aufgabe

Der Weihnachtsmann sagt zu den siebzehn Intelligenzwichteln Alba, Bilbo,
Carla, Dondo, Edda, Frodo, Greta, Harpo, Izzy, Jacco, Kira, Loco, Mila,
Nemmo, Olga, Puzzo und Quibo: ,Meine lieben Intelligenzwichtel! Wie
ihr sicherlich wisst, enthélt der mathematische Adventskalender jedes Jahr
schwierige Denkaufgaben mit bunten Miitzen auf Wichtelképfen. Aus diesem
Grund lade ich euch morgen zu einem Nachmittag mit Kaffee und Kuchen

ein.
»Fein, wir kommen gerne!“, rufen die siebzehn Wichtel im Chor.

Der Weihnachtsmann spricht weiter: “Gut, dann werde ich heute Abend
16 rote und 16 blaue Wichtelmiitzen vorbereiten. Das morgige Miitzenspiel
besteht dann aus zwei Phasen. Wihrend der ersten Phase muss Quibo
drauflen vor der Tiire warten. Die anderen sechzehn Wichtel kommen in
mein Vorzimmer, wo die 32 Miitzen auf der Kommode liegen. Ich werde
dann zufillig auf einen der Wichtel zeigen und dieser muss dann eine rote
oder blaue Miitze wihlen und aufsetzen. Dann zeige ich auf einen zweiten
Wichtel, und auch der muss eine Miitze wihlen und aufsetzen. Dann zeige ich
auf einen dritten, vierten, fiinften Wichtel und so weiter, bis der fiinfzehnte
Wichtel eine Miitze gewéhlt und aufgesetzt hat. Zum Schluss wéhle ich mir
dann noch eine Miitze fiir den verbleibenden sechzehnten Wichtel aus. Dieser
sechzehnte Wichtel hat eine Sonderrolle und wir werden diesen Wichtel X
nennen. Habt ihr Fragen zu dieser ersten Spielphase?*

Alba fragt: ,In welcher Reihenfolge zeigst du denn auf die Wichtel?*
,,Die Reihenfolge ist vollig beliebig, so wie sie mir gerade in den Kopf kommt*,
sagt der Weihnachtsmann.

Dann fragt Bilbo: ,, Wenn sich der zweite Wichtel zwischen einer roten und
einer blauen Miitze entscheiden muss, kann er oder sie dann die Miitze des
ersten Wichtels sehen?*

nJal“, antwortet der Weihnachtsmann. ,, Alles lauft vollig offen ab. Und mit
der Ausnahme von Quibo drauflen vor der Tiir kénnen alle Wichtel zu jeder

103



MATH+ Adventskalender 2020 Aufgabe 20

Zeit alle Miitzen auf allen Kopfen sehen.

Carla mochte wissen: ,, Welche Miitzenfarbe wéhlst du denn fiir Wichtel X7
,Die Farbe wiéhle ich so, wie ich will“, sagt der Weihnachtsmann.

Der Weihnachtsmann fahrt fort: ,,In der zweiten Spielphase holen wir
auch Quibo ins Zimmer. Quibo muss die sechzehn anderen Wichtel in einer
langen Reihe von links nach rechts anordnen. Alle Wichtel, die dann links von
Wichtel X stehen, werden nach Hause geschickt und bleiben hungrig. Aber
alle Wichtel, die rechts von Wichtel X stehen, erhalten ein Stiick Apfeltorte
und eine Tasse Kaffee. Wichtel X und Quibo erhalten ebenfalls Torte und
Kaffee. Gibt es Fragen zur zweiten Spielphase?*

Dondo fragt: ,,Diirfen wir Quibo beim Anordnen der Wichtelreihe beraten?“
»,Nein!*, antwortet der Weihnachtsmann. ,,Ihr diirft {iberhaupt keine Infor-
mationen an Quibo iibermitteln. Und schummeln diirft ihr auch nicht! Aber
das wisst ihr ja alles schon aus den Miitzenaufgaben der letzten Jahre.“

Die siebzehn Wichtel beginnen zu iiberlegen. Sie diskutieren und sie denken
nach. Sie denken nach und sie diskutieren. Dann diskutieren sie noch mehr
und denken noch ldnger nach. Schlieflich denken sie sich eine wirklich geniale
Strategie, die die Anzahl M der Wichtel maximiert, die Kaffee und Kuchen
erhalten — vo6llig unabhingig von den Entscheidungen des Weihnachtsmanns
in der ersten Spielphase.

Welche der folgenden Aussagen trifft auf diese Zahl M zu?
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Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmoglichkeiten:

1. M <5.
2. M =6.
3. M=T7
4. =8.
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20.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 10.

Wir beschreiben eine mogliche Strategie, die die sechzehn Wichtel in vier
Vierergruppen aufteilt:

Gruppe 1: Alba, Bilbo, Chico, Dondo
Gruppe 2: Edda, Frodo, Greta, Harpo
Gruppe 3: Izzy, Jacco, Kira, Loco

Gruppe 4: Mila, Nemmo, Olga, Puzzo

In jeder Vierergruppe verhalten sich die vier Wichtel wihrend der ersten Spiel-
phase wie folgt: Die jeweils ersten drei Wichtel (jeder Gruppe), auf die der
Weihnachtsmann zeigt, wéhlen jeweils eine blaue Miitze. Der vierte Wichtel
in jeder Gruppe ist entweder Wichtel X (und erhélt seine Miitzenfarbe vom
Weihnachtsmann zugewiesen) oder nimmt sich andernfalls eine rote Miitze.

In der zweiten Spielphase macht Quibo dann Folgendes:

e Wenn Quibo nur drei Wichtel mit roten Miitzen sieht, muss Wichtel
X in der einzigen Vierergruppe mit lauter blauen Miitzen sein.

Quibo stellt die vier blaumiitzigen Wichtel in dieser Vierergruppe ganz
nach links.

e Wenn Quibo vier Wichtel mit roten Miitzen sieht, so muss sich Wichtel
X unter diesen vier Wichteln befinden.

Quibo stellt die vier rotmiitzigen Wichtel ganz nach links.

In beiden Fillen befindet sich Wichtel X unter den ersten vier Wichteln
ganz links in der Wichtelreihe. Daher stehen hochstens drei Wichtel links
von Wichtel X und werden nach Hause geschickt, wihrend mindestens 14
Wichtel ein Stiick Apfeltorte und eine Tasse Kaffee erhalten.
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21 Xmasium

Autoren: Cor Hurkens (TU Eindhoven),
Frits Spieksma (TU Eindhoven)

Projekt: 4TU.AMI

21.1 Aufgabe

Im Forschungslabor des Weihnachtsmanns wurde vor einigen Jahren ein neues
chemisches Element entdeckt und (in Anlehnung an die beriihmten Elemente
Rubidium, Césium und Francium) auf den Namen Xmasium getauft. Jedes
Xmasium-Atom besteht aus einigen Fermionen und Bosonen und anderen
Elementarteilchen. Allerneueste bahnbrechende Forschungsergebnisse haben
gezeigt, dass es zwei grundverschiedene Typen von Xmasium-Atomen gibt:
Xmasium-Atome mit Higgs-Boson und Xmasium-Atome ohne Higgs-Boson.
Mit den Instrumenten, die zurzeit im Forschungslabor des Weihnachtsmanns
verfiigbar sind, kann man die beiden Xmasium-Typen allerdings nicht von-
einander unterscheiden.

Xmasium-Atome besitzen einige interessante Eigenschaften:

e Wirft man ein Xmasium-Atom A mit Higgs-Boson gegen ein Xmasium-
Atom B ohne Higgs-Boson, so wird das Higgs-Boson vom Atom A
abgetrennt und bleibt am Atom B kleben. Mit anderen Worten: Beide
Xmasium-Atome wechseln durch den Wurf ihren Typ.

e In den anderen drei Féllen (A und B mit Higgs-Boson; A und B ohne
Higgs-Boson; A ohne und B mit Higgs-Boson) passiert durch den Wurf
gar nichts, und beide Atome behalten weiterhin ihren alten Typ.

Die Ubertragung eines Higgs-Bosons geschieht blitzschnell und kann mit den
im Forschungslabor vorhandenen Instrumenten nicht beobachtet werden.

Knecht Ruprecht hat sechs Xmasium-Atome X7, Xo, X3, X4, X5 und Xg
unbekannten Typs zusammen in einem Kochtopf. Ruprecht méchte gerne
zwei Atome vom gleichen Typ auf Hochglanz polieren, in einen Geschenkkar-
ton packen und dem Weihnachtsmann schenken. (Die anderen vier Atome
verbleiben Kochtopf.)

Wie viele Wiirfe mit Xmasium-Atomen muss Knecht Ruprecht im schlimms-
ten Fall mindestens ausfithren, damit er dem Weihnachtsmann garantiert
zwei Xmasium-Atome vom selben Typ schenken kann?
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Illustration: Frauke Jansen

Antwortmoglichkeiten:

1.
2.

3.

®© N>

10.

Ruprecht braucht im schlimmsten Fall 2 Wiirfe.
Ruprecht braucht im schlimmsten Fall 3 Wiirfe.
Ruprecht braucht im schlimmsten Fall 4 Wiirfe.
Ruprecht braucht im schlimmsten Fall 5 Wiirfe.
Ruprecht braucht im schlimmsten Fall 6 Wiirfe.
Ruprecht braucht im schlimmsten Fall 8 Wiirfe.
Ruprecht braucht im schlimmsten Fall 10 Wiirfe.
Ruprecht braucht im schlimmsten Fall 12 Wiirfe.
Ruprecht braucht im schlimmsten Fall 15 Wiirfe.

Knecht Ruprecht kann diese Aufgabe gar nicht 16sen.
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21.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 10.

Zunichst ordnen wir die sechs Atome Xi,...,Xg (von wir nicht wissen,
welchen Typ sie jeweils haben) in einer Reihe von links nach rechts an:

(X0 [ Xo [ X5 [ X4 [ X5 | X |

Bei jedem Wurf wollen wir die Atome umordnen und unterscheiden dabei
die folgenden zwei Félle:

Fall 1: Wirft Ruprecht ein Atom X, auf ein Atom X, das sich links von
X, befindet, so machen wir gar nichts. Vor und nach dem Wurf haben
wir demnach folgende Anordnung:

% [ [ X[

Fall 2: Wirft Ruprecht aber ein Atom X, auf ein Atom Xj, das sich rechts
von X, befindet, so vertauschen wir die beiden Atome X, und Xj:

X %] = [ %X

Wir betrachten nun die fiinf Situationen S(k), k = 1,...,5, die folgenderma-
Ben definiert sind:

In der Situation S(k) haben genau die ersten k der sechs Atome
der Reihe ein Higgs-Boson (1), wihrend die iibrigen 6 — k Atome
kein Higgs-Boson (0) haben:

L X5 X [ X[ Xy | X5 [ X |
sHf1Jo]o]o]o]o
Sse) 1 [1[o0]o0]o0]o0
S 11 [1]0]o0]o0
SOt 1 [1[1]0o]o0
S 1|1 [1][1[1]0

Da Knecht Ruprecht den Typ von X7y, ..., Xg nicht kennt, kann er diese fiinf
Situationen iiberhaupt nicht voneinander unterscheiden.
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Wir behaupten nun Folgendes: Befinden sich die Atome Xi,...,Xs am
Anfang in der Situation S(k) fiir ein k& € {1,2,3,4,5}, dann befinden sie
sich auch nach beliebig vielen Wiirfen in der Situation S(k), falls wir die
Atome bei jedem Wurf entsprechend 1) bzw. 2) umordnen. Zum Beweis
unterscheiden wir die folgenden Fille:

Fall 1: Ruprecht wirft X, auf X3, das sich links von X, befindet. Dann gilt

a) entweder X, und X3 haben denselben Typ:

] K [ [ Xa ] X T Xa
11 1] 1] ™™ [ Tolololo

b) oder X, hat kein Higgs-Boson und X} hat ein Higgs-Boson:

X [ [ Xa |
11 ]..]o0olo

Beim Wurf wird laut Voraussetzung in keinem der Fille a) bzw. b) ein
Higgs-Boson iibertragen. Auflerdem ordnen wir die Atome auch nicht
um, da wir uns im Fall 1) befinden. Sind die Atome also vor dem Wurf
in Situation S(k) fiir ein k € {1,2,3,4,5}, dann gilt das auch nach
dem Wurf.

Fall 2: Ruprecht wirft X, auf X;, das sich rechts von X, befindet. Dann
gilt
a) entweder X, und X3 haben denselben Typ
b) oder X, hat ein Higgs-Boson und X} hat kein Higgs-Boson.
Beim Wurf wird laut Voraussetzung im Fall a) kein Higgs-Boson iiber-
tragen. Da sich die Atome aber in Fall 2) befinden, vertauschen wir die

Atome X, und Xj. Da diese aber denselben Typ haben, dndert sich an
der Anordnung der Higgs-Bosonen in der Reihe nichts:

X X X X

111111 7 17111
X, X X, X,
01000 0 10] 00
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Im Fall b) wird das Higgs-Boson von X, nach X, iibertragen. Da
wir die Atome aber dann vertauschen, dndert sich auch hier nicht die
Anordnung der Higgs-Bosonen in der Reihe:

o | Xa | oo | X | - e | Xp | o | Xa | -
111 |...]70710 11 (...7010

Auch im Fall 2) gilt demnach: Sind die Atome also vor dem Wurf in
Situation S(k) fir ein k € {1,2,3,4,5}, dann gilt das auch nach dem
Wurf.

Kommen wir nun zum abschlieBenden Argument: Angenommen, Ruprecht
behauptet nach einigen Wiirfen, er wiisste, dass zwei konkrete Atome den-
selben Typ hétten. Eines der beiden Atome steht dabei weiter links, sagen
wir an Stelle £ mit ¢ € {1,2,3,4,5}, und einen weiter rechts, sagen wir an
Stelle » mit r € {2,3,4,5,6}. Haben sich die sechs Atome Xj, ..., Xg aber
am Anfang in der Situation S(¢) befunden, dann sind sie jetzt immer noch
in dieser Situation und Ruprechts Aussage ist falsch, da das ¢-te Atom in
diesem Fall ein Higgs-Boson hat und das r-te nicht. Insbesondere kénnen
beide eben nicht denselben Typ haben.

Fassen wir zusammen: Knecht Ruprecht kann sich zu keinem Zeitpunkt sicher
sein, dass zwei Atome denselben Typ haben. Er kann diese Aufgabe also
nicht 16sen.
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22 Midoku

Autor: Ariane Beier (MATH+ Schulaktivitéten)

22.1 Aufgabe

Letztes Jahr, direkt nach Weihnachten, bekam Elf Sasha von ihrem Freund
Alex ein Sudoku-Puzzle geschenkt. Das Ritsel sollte sie auf der langen
Zugfahrt vom Nordpol in ihre Heimatstadt unterhalten. Doch sobald sie
sich in den bequemen Zugsitz setzte und der Waggon sich beruhigend zu
bewegen begann, schlief sie ein — schliellich hatte sie gerade eine sehr anstren-
gende Weihnachtszeit hinter sich — und wachte erst kurz vor der Ankunft
an ihrem Ziel wieder auf. So kam Sasha nicht einmal dazu, das Rétsel zu 16sen.

Zu Hause angekommen, vergafl Sasha ihre Hosentaschen zu leeren, bevor
sie diese in die Waschmaschine stopfte. Als sie die Hose anschlielend zum
Trocknen aufhéingte, fiel ihr ein Blatt Papier in die Finger, auf dem nur noch
das Folgende stand:

Obwohl sich Sasha ziemlich sicher war, dass vor dem unfreiwilligen Bad und
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der Achterbahnfahrt in der Waschmaschine noch weitere Ziffern auf dem
Sudoku angegeben waren, konnte sie sich nicht an diese erinnern. Allerdings
hatte sie noch die speziellen Regeln dieses Sudokus im Kopf:

(i) Es gelten die normalen Sudoku-Regeln, d.h. jede Reihe, jede Spalte
und jedes 3 x 3 Unterfeld enthélt alle Zahlen von 1 bis 9 genau einmal.

(ii) Zwei Zellen, die durch einen Springer- (s. Abb. 8(a)) oder Kénigs(schach)-

zug (s. Abb. 8(b)) getrennt sind, kénnen nicht die gleiche Ziffer enthal-
ten.

(iii) Zwei orthogonal benachbarte Zellen (s. Abb. 8(c)) kénnen keine auf-
einanderfolgenden Ziffern (z. B. nicht 1 & 2 oder 5 & 6) enthalten.

Yy
y y NARA 4 Yy
X y|x|y Y|x|y
y y NARA S Yy
YLy
(a) Jedes y ist von x einen (b) Jedes y ist von x einen (¢) Jedes y ist orthogonal
Springerzug entfernt. Konigszug entfernt. benachbart zu x.

Abbildung 8: Spezialregeln des gegebenen Sudokus.
Immer offen fiir eine kniffelige Herausforderung, ziickte Sasha ihren Bleistift
und begann zu griibeln. Nach 25 Minuten intensiven Nachdenkens konnte

sie das Sudoku losen.

Welche Ziffer hat Sasha in die rechte obere Ecke geschrieben?
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Illustration: Friederike Hofmann

Antwortmoglichkeiten:

1.1
2.2
3.3

© % N e
o N o

9

10. Sasha hat einen Fehler gemacht. Das gegebene Sudoku kann nicht
eindeutig gelost werden.
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22.2  Solution
Die richtige Antwort ist: 9.
Das vorliegende Sudoku ist als The Miracle Sudoku bekannt. Es wurde von

Mitchell Lee erfunden, und es ist tatsédchlich eindeutig l6sbar. Die Losung
lautet:

4178137121611 ]5]9
7121611 (5]9]|4]|8]3
115914 |8 371|216

3| 712161594

6159483 |7
51914813 ] T7]12]6]1
3| 7126151948
61 |5194 8|3 | 7] 2
914 |83 | 7|26 |1]5

Eine vollstdndige Losung wird in dem hypnotischen Video auf dem Youtube-
Kanal Cracking the Cryptic prisentiert:

https://www.youtube.com/watch?v=yKf9aUIxdb4.

115



MATH+ Adventskalender 2020 Aufgabe 23

23 Lichtermeer

Autorin: Ariane Beier (MATH+ Schulaktivitéten)

23.1 Aufgabe

Morgen ist es endlich soweit: Der Weihnachtsabend ist da! Die Elfen haben
ihre Weihnachtsvorbereitungen auch schon fast abgeschlossen: Sie haben
Pldtzchen gebacken, Geschenke gebastelt und den Weihnachtsbaum im Fest-
saal aufgestellt und dekoriert. Jetzt muss nur die Hauptstrafle in Wichtelstadt
geschmiickt werden. Dazu beauftragt Oberelfe Omega die Elfe Epsilon 2020
Lichter entlang der Strafle anzubringen.

Epsilon macht sich auf die Socken und erfiillt ihre Aufgabe ratzfatz. Alle
2020 Lichter leuchten wunderschon. Sie will sich nach getaner Arbeit gerade
einen leckeren Spekulatius und einen schonen heiflen Kakao gonnen, als
Gamma hektisch angerannt kommt: ,,Epsilon, du hast vergessen auf dem
grofen Schaltpult im Keller zu markieren, welches Licht zu welchem Schalter
gehort. Wenn wir das nicht wissen, kénnen wir unsere Lichter-Choreographie
morgen Abend gar nicht verniinftig auffiihren. Also los! Schnell, schnell! Geh
hinunter in den Keller und beschrifte das Schaltpult!®

Epsilon sieht sich in Gedanken schon die néchsten Stunden zwischen der
StraBle und dem Schaltpult im Keller hin- und herrennen, um alle 2020 Lich-
ter eindeutig allen 2020 Schaltern zuzuordnen, wihrend ihr Kakao langsam
aber sicher kalt wird. Wahrend sie den letzten Motivationsschluck aus ihrem
Becher nimmt, hat sie aber eine Idee, wie sie die Anzahl m der Wege in den
Keller minimieren kann.

Welche Aussage iiber diese minimale Anzahl m ist korrekt?
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Illustration: Frauke Jansen

Antwortmoglichkeiten:

1. m <12.

2. 12 <m < 42.

3. 42 <m < 63.

4. 63 <m < 173.

5. 173 < m < 196.
6. 196 < m < 308.
7. 308 <m < T12.
8. 712 <m < 1608.
9. 1608 < m < 1984.

10. 1984 < m < 2019.
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23.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 1.

Natiirlich kann Epsilon 2019-mal in den Keller laufen und jeden Schalter
einzeln umlegen und beschriften. Da sie aber lieber ihren Kopf als ihre Beine
benutzt, entwickelt sie folgende Strategie:

Bevor sie beginnt, klebt Epsilon einen Zettel auf jede Gliithbirne und jeden
Schalter auf dem Schaltpult.

Bei ihrem ersten Gang in den Keller schaltet Epsilon 1010 Schalter ein und
beschriftet sie mit einer ,,1“. Dann schaltet sie die anderen 1010 Schalter
aus und beschriftet sie mit einer ,,0“. Anschliefend geht sie nach oben und
markiert die leuchtenden Glithbirnen mit einer ,,1* und die dunklen entspre-
chend mit einer ,,0“.

Auf ihrem zweiten Weg in den Keller ldsst sie die Hélfte (d.h. 550) der mit
einer ,,0¢ markierten 1010 Schalter aus und schaltet die Hilfte (d.h. 550)
der mit einer ,, 1 markierten 1010 Schalter Schalter an. Alle diese Schalter
werden mit einer zusétzlichen ,,0“ markiert. Dann werden alle Schalter, die
derzeit nur mit einer Ziffer (,0“ oder ,,1¢) gekennzeichnet sind, eingeschal-
tet und mit einer zusétzlichen ,, 1 gekennzeichnet. Nun sind alle Schalter
mit zwei Ziffern, ,00¢, ,01%, ,10* oder ,,11“, beschriftet. Jetzt geht Epsilon
zuriick auf die Strafle und beschriftet alle leuchtenden Gliithbirnen mit einer
zusétzlichen ,,1“ und alle dunklen mit einer zusétzlichen ,,0“. Nun sind also
auch alle Glithbirnen mit zwei Ziffern beschriftet.

Vielleicht erratet ihr jetzt, wohin diese Strategie fiihrt:

e Mit einem Gang in den Keller hat Epsilon die Menge der 2020 Schalter
und zugehorigen Glithbirnen in 2! = 2 Teilmengen aufgeteilt: Eine
Teilmenge, in der alle Schalter und Glithbirnen mit einer ,,0“ markiert
sind und eine mit Schaltern und Gliihbirnen, die mit einer ,,1“ markiert
sind.

e Nach zwei Gédngen hat sie die 2020 Schalter und zugehorigen Glithbirnen
weiter in 22 = 4 Untergruppen eingeteilt: 550 mit ,,00, 550 mit ,,01%,
550 mit ,,10“ und 550 mit ,,11* beschriftet.

e Nach dem dritten Gang hat Epsilon 23 = 8 Teilmengen, die jeweils
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mit einer zweistelligen bindren Zahl versehen sind, d.h. entweder mit

»,000%, ,,001%, ,,010%, ,100%, ,011%, ,,110%, ,,101* oder ,, 111*.

e Im vorletzten Schritt, nach zehn Géngen, hat sie schon 2'° = 1024
Teilmengen, die jeweils mit einer zehnstelligen bindren Zahl beschriftet
sind.

e SchlieBlich kann Epsilon auf ihrem elften Gang bis zu 2! = 2048 Schal-
ter und zugehorige Glithbirnen mit jeweils einer eindeutigen elfstelligen
bindren Zahl markieren.

Insbesondere kann Epsilon mit nur elf Wegen in den Keller alle 2020 Schalter
eindeutig den 2020 Gliihbirnen zuordnen.
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24 Treffpunkt
Autoren: Jacques Resing (TU Eindhoven),
Frits Spieksma (TU Eindhoven)
Projekt: 4TU.AMI

24.1 Aufgabe

Knecht Ruprecht und der Grinch spielen ein Spiel auf dem abgebildeten
Spielfeld. Ruprecht startet im Punkt R und macht in jeder Runde einen
Schritt nach Norden oder Osten. Der Grinch startet im Punkt G und macht
in jeder Runde einen Schritt nach Siiden oder Westen.

)

~

Zu Beginn jeder Spielrunde w#hlt Ruprecht mit einer von ihm fiir diese
Runde festgelegten Wahrscheinlichkeit entweder die Nordrichtung (mit pr)
oder die Ostrichtung (mit 1 — pg). Zur selben Zeit wihlt der Grinch mit
einer von ihm fiir diese Runde festgelegten Wahrscheinlichkeit entweder die
Stidrichtung (mit pg) oder die Westrichtung (mit 1 — pg). Dann bewegen
sich beide gleichzeitig entlang der gewidhlten Richtung zum néchsten Punkt.

Ruprecht gewinnt das Spiel, falls er den Punkt G erreicht ohne mit dem
Grinch zusammengetroffen zu sein. Der Grinch gewinnt das Spiel, wenn er
mit Ruprecht in einem Punkt oder auf einer Kante zusammentrifft.
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Knecht Ruprecht und der Grinch treffen in jeder Runde die fiir sie jeweils
bestmoglichen Entscheidungen, um ihre jeweilige Gewinnwahrscheinlichkeit
71 maximieren.

Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit p, dass der Grinch das Spiel gewinnt?

Illustration: Frauke Jansen

Antwortmoglichkeiten:

1. p < 0,001.

2. 0,001 < p <£0,002.
3. 0,002 < p <0,004.
4. 0,004 < p < 0,008.
5. 0,008 < p < 0,016.
6. 0,016 < p <0,032.
7. 0,032 < p <0,064.
8. 0,064 < p <0,128.
9. 0,128 < p < 0,256.

10. 0,256 < p.
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24.2 Losung
Die richtige Antwort ist: 4.

Wir analysieren eine Verallgemeinerung des Spiels, in der das Spielfeld ein
x X y Gitter mit x > y und = = y mod 2 ist. Dabei beginnen wir bei 0 an
zu zéhlen, sodass die obige Abbildung ein Gitter der Grofie 11 x 7 zeigt.
Ruprecht startet in der linken unteren Ecke (bei (0,0)) und der Grinch star-
tet in der rechten oberen Ecke (bei (z,y)). Wir beweisen mit vollstdndiger
Induktion iiber y, dass der Grinch in dieser verallgemeinerten Variante mit
Wahrscheinlichkeit p, = 27 gewinnt.

Fiir y = 0 ist das Gitter eine Strecke mit x Punkten:

R o—e—eo—e—o——0——0—10 G

Da die Spieler keine Wahlmoglichkeiten haben, treffen sie einander nach
x/2 Runden in der Mitte und der Grinch gewinnt mit der behaupteten
Wahrscheinlichkeit pg = 270 = 1.

Als né#chstes betrachten wir den Fall z =y > 1:

e Falls Ruprecht und Grinch in der ersten Runde (in der folgenden Abb.
blau) beide in z-Richtung oder beide in y-Richtung ziehen, gewinnt
Ruprecht das Spiel, da Ruprecht sich in den folgenden y — 1 Runden
einfach immer in der Richtung seines ersten Zuges weiter bewegen (in
pink) und so ein Treffen mit dem Grinch vermeiden kann:

e G
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e Falls Ruprecht in der ersten Runde (in der folgenden Abb. blau) in
x-Richtung und der Grinch in y-Richtung (oder umgekehrt) ziehen, so
erreichen sie das Spiel auf einem Gitter der Grofie (y — 1) x (y — 1) (in
schwarz):

—o—0—0—0—0 G
O—0—0—0—0—0 (&’
O—0—0—0—0—9
O—0—o—0—0—0
O—0——0—0—9
O—0—0—0—0—0

R R

Laut Induktionsannahme gewinnt der Grinch dieses kleinere Spiel mit
Wahrscheinlichkeit p,_1 = 2~ (1),

Auf dem Gitter der Grofle y x y kann der Grinch nun eine Gewinnwahrschein-
lichkeit von mindestens 27Y erzwingen, indem er mit Wahrscheinlichkeit
1/2 nach Siiden und mit Wahrscheinlichkeit 1/2 nach Westen geht. Seine
Gewinnwahrscheinlichkeit betrigt dann namlich

p:%.0+%.2—(9—1):2—y.

Andererseits kann Ruprecht die Gewinnwahrscheinlichkeit des Grinches bei
hochstens 27Y halten, indem er ebenfalls mit Wahrscheinlichkeit 1/2 nach
Norden und mit Wahrscheinlichkeit 1/2 nach Osten geht. Dann gilt fiir die
Gewinnwahrscheinlichkeit des Grinchs ebenfalls

pzl—(%-1+%-<1—2f(y*1))>
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Damit ist der Fall z =y > 1 erledigt, und es gilt: p, = 27¥ wie behauptet.

Schlussendlich betrachten wir die verbleibenden Fille mit > y > 1: Dazu
stellen wir zunéchst fest, dass x > y + 2 gilt, da x = y mod 2.

Falls der Grinch in seinen ersten 5 (€ N) Ziigen auch nur einmal nach
Siiden zieht (in der folgenden Abb. griin), kann Ruprecht dem Grinch auf
jeden Fall entkommen, wenn er anschlieBend y Ziige in Richtung Norden
macht (in pink):

¢ G

R

Ruprecht weifl daher, dass der Grinch seine ersten (x —y)/2 Ziige in Richtung
Westen machen wird.

e Falls Ruprecht die ersten *5¥ Ziige in Richtung Osten macht (in der
folgenden Abb. blau), erreichen beide das Spiel auf einem Gitter der
Grofle y x y (in schwarz):

.

O O—O—O—0O

~o—eo—o—o—0—o
—o—0—90—90—9¢
—o—0—90—90—9¢
—o—0—90—90—9¢
——o—90—9—9¢
—o—0—0—0—0 ()
O—O—O—O—O—0
—o—o—0—0—o0

-

- —o—o—o—0—@
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Dort gewinnt der Grinch, wie schon gezeigt, mit einer Wahrscheinlich-
keit von 27Y.

e Falls Ruprecht in den ersten “5¥ Ziigen auch nur k-mal, 1 < k < %54,
nach Norden zieht, erreichen sie das Spiel auf einem Gitter der Grofe

(y + k) x (y = k):

.

T ———o—0

R

. —e—o——9¢
. ——0—¢—9¢
. ——0—¢—9¢
. ———¢—9¢
. —e—eo—¢—9
*—o—o—o—o—0 ()
C—O0—0—0—0—0
—eo—o—0—0—o

= 9 —o—0—9—9—9
[

Dann wiirde der Grinch allerdings laut Induktionsannahme mit der
Wahrscheinlichkeit 2= (#—%) = 2k . 2% > 2=¥ gewinnen.
Ruprecht wird daher seine ersten *5¥ Ziige in Richtung Osten laufen, und
der Grinch gewinnt das Spiel auf dem Gitter der Gréfle  x y mit der Wahr-

scheinlichkeit 27Y.

Damit ist die Verallgemeinerung des Spieles vollstéindig analysiert und gezeigt,
dass der Grinch immer mit einer Wahrscheinlichkeit von

Dby = 27Y

gewinnt. Das gegebene Spiel auf einem Gitter der Gréfle 11 x 7 wird der
Grinch demzufolge mit der Wahrscheinlichkeit

p=2""T=-1=0,0078125

1
128

gewinnen.
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