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1 Minzwurf

Autor: John Schoenmakers

1.1 Aufgabe

Wichtel Konrad und Zipfel vertreiben sich ihre Zeit mit einem Miinzwurfspiel. Hier-
bei wird eine faire Miinze so oft geworfen, bis die Anzahl K (Kopf geworfen) und Z
(Zahl geworfen) iibereinstimmt oder eine der beiden Anzahlen um drei grofler ist als
die andere (z.B. beim Spielverlauf Kopf, Kopf, Zahl, Kopf, Zahl, Kopf, Kopf).

Bei Ubereinstimmung von K und Z nach mindestens zwei Wiirfen wird das Spiel
unentschieden beendet. Ansonsten gewinnt Konrad wenn Kopf drei mal haufiger ge-
worfen wurde als Zahl bzw. Zipfel gewinnt wenn Zahl drei mal haufiger auftrat.
Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass Zipfel erst nach mindestens fiinf Spielen
zum ersten Mal gewinnt?

Hinweis: Ermittle zunéchst die Wahrscheinlichkeit, dass Zipfel direkt beim ersten
Spiel gewinnt.



Antwortmoglichkeiten:

1. 0.0367
2. 0.1256
3. 0.3461
4. 0.4019
5. 0.5

6. 0.598
7. 0.6123
8. 0.6667
9. 0.7025
10. 0.75



1.2 Losung
Losung Nr. 4 ist richtig.

Definieren wir das Ergebnis eines Miinzwurfes als 1 wenn Kopf geworfen wird und
—1 wenn Zahl geworfen wird. Fiir eine Miinzwurfreihe addieren wir diese Ergebnisse
in .S auf, wobei wir bei S = 0 starten. Dann interessiert erst einmal die Wahrschein-
lichkeit fiir das Erreichen des Zustandes S = —3.

Wir ”konstruieren” eine Miinzwurfreihe mit dem Ende S = —3. Ohne Einschrankung
betrachten wir die Miinzwurfreihe die in S = 0 startet. Wenn diese —3 trifft, muss
zwangslaufig das Ergebnis des ersten Miinzwurfes eine Zahl sein, also S; = —1 gelten.
Wiére 57 = 1 miisste die Miinzwurfreihe auf dem Weg zu —3 zuerst die 0 passieren
und wére damit schon beendet. Mit dem gleichen Argument erhélt man Sy, = —2.
Aus Sy geht man entweder direkt zu —3 oder wandert einmal iiber —1 zuriick zu
—2 und dann entweder direkt zu —3 oder wieder einmal {iber —1 zuriick zu —2 und
dann entweder direkt zu —3 oder ..... USW.

Nehme an die Miinzwurfreihe befindet sich in —2 und sei p die Wahrscheinlichkeit,
dass die Miinzwurfreihe von dort aus —3 trifft. Wegen obiger Uberlegung muss dann

1,1
P=57979P
gelten, also p = 2/3. Somit ergibt sich die Wahrscheinlichkeit, dass eine bei S = 0
gestartete Miinzwurfreihe bei S = —3 endet:
111
2 2 P %

(=)



Man sieht leicht ein, dass die Miinzwurfreihen voneinander unabhéngig sind. Daher
ist die gesuchte Wahrscheinlichkeit von 5 Miinzwurfreihen hintereinander die —3

NICHT treffen: 5
1 3125
1—=-)] =— =0.401
( 6) 7776 0-4019

Eine solche Miinzwurfreihe ist in der Exkursionentheorie eine Exkursion.
Exkursionentheorie wird angewendet in der Bewertung von pfadabhéngigen Optio-
nen, d.h. die Auszahlung der Option hangt vom ganzen Aktienverlauf ab.



2 Eisfufiball

Autor: Felix Guenther

2.1 Aufgabe

In der Erfinderwerkstatt des Weihnachtsmannes arbeiten 9 Wichtel, die an der Pro-
duktentwicklung neuer Geschenkideen arbeiten. Allesamt sind grofie Eisfuflballfans,
die sich das Spitzenspiel zwischen Borussia Kiruna und der Hertha aus Rovaniemi
nicht durch die Lappen gehen lassen wollen. Der Weihnachtsmann ist von der Idee,
den Wichteln so kurz vor Heiligabend freizugeben, damit diese zum Rudelgucken
gehen konnen, alles andere als begeistert; er weifl aber, dass gemeinsame Ausfliige
der Motivation forderlich sein kénnen. Hin- und hergerissen zwischen den Optio-
nen, cher viele Wichtel gehen oder eher viele arbeiten zu lassen, entschliefit er sich
zu folgendem Angebot an seine Mitarbeiter: ,,Morgen werde ich euch Schirmmiitzen



aufsetzen, die entweder schwarz-gelb in den Farben der Borussia sind, oder blau-weif3
in den Farben der Hertha. Ihr konnt die Miitzen aller anderen Wichtel sehen, nicht
aber eure eigene. Direkt nachdem ich euch allen die Miitzen aufgesetzt habe, miisst
ihr mir alle neune gleichzeitig sagen, welche Miitze ihr denkt zu tragen. Diejenigen,
die die richtige Antwort sagen, diirfen sich dann das Spiel anschauen.*

Am selben Abend beraten die Wichtel iiber den Vorschlag des Weihnachtsmannes.
Da sie nach dem Aufsetzen der Miitzen keinerlei Moglichkeit der Interaktion haben,
wollen sie sich im Vorhinein eine Strategie iiberlegen. Nun macht Eisfuflballschauen
aber keinen Spaf}, wenn nur wenige mitkommen. Folglich suchen die Wichtel nach
einer Taktik, die garantiert, dass in jedem Fall mindestens N Wichtel zum Spiel
gehen werden, und die dabei N > 0 maximiert.

Das heift, sie suchen eine Methode, die jedem Wichtel vorschreibt, welche Miitze
er nennt (gegebenenfalls abhéingig von den Miitzen der anderen), sodass fiir jede
Verteilung der Miitzen mindestens N Wichtel die richtige Antwort sagen werden,
wobei N moglichst grof§ sein soll.

Wichtel Pep, dem alten Strategen, kommt die Idee, den Weihnachtsmann zu fragen,
ob er am néchsten Tag vielleicht als Erster, vor allen anderen, raten darf, welche
Miitze er tragt. Fiir den Fall besprechen die Wichtel ebenfalls einen Plan, der das
Mitkommen von M Wichteln garantiert, wobei M wiederum maximal sein soll.
Nichtsahnend geht der Weihnachtsmann am néchsten Morgen auf Peps Vorschlag
ein, er darf also im Beisein aller vor allen anderen sagen, welche Miitze er zu tragen
meint, im Anschluss miissen die verbleibenden acht dann aber gleichzeitig ihren Vor-
schlag abgeben. Wie viele Wichtel mehr werden nun auf jeden Fall zum Rudelgucken
gehen (das heifit, was ist M — N)?

Antwortmoglichkeiten:



Zusatzaufgabe: Was wéren N und M, wenn (abzéhlbar) unendlich viele Wichtel in
der Erfinderwerkstatt arbeiten wiirden?
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2.2 Losung

Antwort Nummer 4 ist richtig

Der Einfachheit halber identifizieren wir Miitzen mit Zahlen: die der Borussia mit 0
und die der Hertha mit 1.

Wir betrachten zunéchst den Fall, dass Pep vor allen anderen sagen darf, welche Zahl
er hat. Klar ist, dass M < 8, da Pep bei gegebener Verteilung von Nullen und Einsen
auf den anderen Wichtel stets dieselbe Zahl sagt, unabhéngig davon, ob er eine 0
oder 1 hat. Folglich kann er nicht immer die richtige Antwort sagen. Nun wollen wir
zeigen, dass sogar M = 8 gilt, also alle anderen Wichtel nach Peps Antwort richtig
liegen konnen. Dazu bildet Pep die Summe der Zahlen, die er sieht, und sagt 0 im
Falle einer geraden und 1 im Falle einer ungeraden Summe. Jeder der verbleibenden
acht Wichtel kann dann aus den Zahlen der anderen sieben und der Paritdt der
Summe schlussfolgern, ob er eine 0 oder 1 tragt.

Kommen wir nun zu dem Fall, dass alle Wichtel gleichzeitig antworten miissen. Wir
zeigen zunéchst, dass N < 4 gilt. Angenommen, es gibe eine Strategie mit N > 5.
Zu jedem Wichtel X fertigen wir zwei Listen an: Eine Liste R mit den Verteilungen
von Zahlen auf die Wichtel, bei dem X seine Zahl errét, und eine Liste F', bei denen
er falsch liegt. Offenbar gibt es eine naheliegende Bijektion zwischen den beiden
Mengen, denn bei zwei Verteilungen, die sich nur in der Zahl von X unterscheiden,
liegt die eine in R und die andere in F. Ware N > 5, so wiirde jede Verteilung in
mindestens 5 R-Listen und in maximal 4 F-Listen stehen, im Widerspruch dazu,
dass die R- und F- Listen alle gleich viele Elemente enthalten. Schlieflich zeigen wir
noch, dass N = 4 gilt. Dazu teilen wir acht der Wichtel in vier Paare. Ein Wichtel
eines Paares sagt die Zahl, die er bei seinem Partner sieht, und der andere sagt die
Zahl, die er nicht bei seinem Partner sieht. Sind beide Zahlen gleich, so réit der erste
richtig, sind beide Zahlen verschieden, so rit der zweite richtig. Auf jeden Fall werden
4 Wichtel die richtige Losung sagen.

Damit ist M — N =8 — 4 = 4 und Antwort 4 ist korrekt.

Zusatzaufgabe: Die Wichtel definieren eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller
Verteilungen von Zahlen auf Wichtel: Zwei Verteilungen heien dquivalent, wenn sich
die Zahlen nur auf endlich vielen Wichteln unterscheiden. Nach dem Auswahlaxiom
konnen sie zu jeder Aquivalenzklasse einen Reprisentanten wihlen.

Aus der Information, welche Zahlen die anderen Wichtel tragen, lisst sich fiir jeden
Wichtel eindeutig die Aquivalenzklasse ableiten. Miissen alle Wichtel gleichzeitig
antworten, so sagt einfach jeder die Zahl, die er im gewéhlten Repriasentanten hétte.
Nach Konstruktion sagen dann alle bis auf endlich viele die richtige Antwort. Es
gibt keine bessere Variante fiir N als ,alle bis auf endlich viele“, da es keine ganze
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Zahl K geben kann, sodass immer alle Wichtel bis auf hochstens K die richtige
Antwort sagen (sonst wiirden wir fiir eine Teilmenge aus 2K + 1 Wichteln einen
Widerspruch zum ersten Teil der Aufgabe erhalten). Darf Pep als erster Wichtel
seine Zahl sagen, so konnen im Anschluss sogar alle anderen Wichtel die richtige Zahl
sagen (M ist also ,alle bis auf einen“). Dazu betrachten wir die Aquivalenzklassen wie
oben, nur mit dem Unterschied, dass wir Verteilungen von Zahlen auf Wichtel aufler
Pep betrachten. Auf den entsprechenden Aquivalenzklassen withlen wir eine Farbung
mit Zahlen 0 und 1 so, dass zwei Verteilungen derselben Aquivalenzklasse genau
dann dieselbe Farbe erhalten, wenn sie sich an einer geraden Anzahl an Wichteln
unterscheiden. Mit der Kenntnis der Zahlen der anderen Wichtel und der Farbung,
die durch Pep genannt wird, kann dann jeder andere Wichtel seine Zahl korrekt
nennen.
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3

Improvisationstheater

Autor: Marika Karbstein

3.1

Aufgabe

Die Wichtel haben Spaf. Seit dem Einiiben des Advent-Stiicks fiir den Weihnachts-
mann im letzten Jahr, haben sie viel Gefallen am Theater spielen gefunden. Nun
haben sich einzelne Gruppen gebildet. Jede Gruppe hat sich einen Namen gegeben
und iibt regelméfig eine feste Zahl an Charakteren ein. Die Liste der Wichtelgruppen
und ihrer Charaktere, die sie im Repertoire haben, ist wie folgt:

o ,HC-Pfeffer-Unke* spielen Kris Kringle und Gertrud Léwenhaupt.
o ,Paulus-Kiste“ spielen Charlotte Blumenfeld, Willy Wonka und Ebenezer Scr-

O O O O

ooge.
,Patzen-Elch®“ spielen Sally Shock und Cedric Errol.

, Team-Tal“ spielen Kris Kringle, Johannes Pfeiffer und Phil Connors.
,Pfannen-Atzen“ spielen Kris Kringle, Cedric Errol und Cindy Lou Who.
,opielefan spielen Lieselotte Hoppenstedt, Ebenezer Scrooge und George Bai-
ley.

o ,,So-checken-elf* spielen Kris Kringle und Sally Shock.
o ,Regenbusch® spielen Gertrud Lowenhaupt und Johannes Pfeiffer.
o ,Lakritz-Mop-Fanfare® spielen Kris Kringle, Johannes Pfeiffer, Lieselotte Hop-

penstedt und Ebenezer Scrooge.
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o ,Santa-Erben-EG* spielen Kris Kringle, Phil Connors, Charlotte Blumenfeld
und Ebenezer Scrooge.

o ,,Schrillste-Ton* spielen Cindy Lou Who, Willy Wonka und Ebenezer Scrooge.

o ,Lette-kichert* spielen Charlotte Blumenfeld und Cindy Lou Who.

Wenn dem Weihnachtsmann die Arbeit, vor allen Dingen der Papierkram, den letzten
Nerv zu rauben droht, schaut er gerne bei den Proben zu. Uber die seltsamen Namen
griibelt er dabei auch ein wenig nach und geniefit das Stiick Schokoladentorte, das
die Wichtel hin und wieder extra fiir ihn organisieren.

Am heutigen Tag macht eine Nachricht die Runde, die alle Wichtel in helle Auf-
regung versetzt. In zwei Wochen ist ein grofler Improvisationstheater-Wettbewerb.
Fiir den Wettbewerb kénnen sich verschiedene Mannschaften anmelden. Die Vor-
gabe ist aber, dass jede Mannschaft ein Stiick improvisieren soll, in dem die Cha-
raktere , Kris Kringle“ und ,,Ebenezer Scrooge“ besetzt sein miissen. Die Wichtel
iiberlegen, wie sie Mannschaften bilden kénnen. Jede Gruppe soll in hochstens einer
Mannschaft sein, da sich die Wichtel einer Gruppe nicht trennen wollen und eine
Mehrfachanmeldung nicht erlaubt ist. Damit das Zusammenspiel — das Zurufen und
Umsetzen von Stichwortern — innerhalb einer Mannschaft gut klappt, muss zwischen
je zwei Wichteln einer Mannschaft eine ,Stichwortweitergabe“ gewéhrleistet sein.
Diese Stichwortweitergabe kann iiber beliebig viele Wichtel erfolgen. Dabei konnen
aber Stichworte nur zwischen Wichteln innerhalb einer Gruppe weitergegeben werden
oder zwischen Wichteln verschiedener Gruppen, die den gleichen Charakter darstel-
len. Eine Mehrfachbesetzung von Charakteren ist erlaubt und kann unter Umsténden
sogar ganz witzig sein. Die Wichtel fangen an zu diskutieren. Natiirlich wollen alle
am Wettbewerb teilnehmen.

Welche Aussage ist richtig?

Antwortmoglichkeiten:

1. Es kann maximal eine Mannschaft gebildet werden.

2. Es gibt maximal zwei Mannschaften, wobei genau eine Gruppe keiner Mann-
schaft zugeordnet werden kann.

3. Es gibt maximal zwei Mannschaften, wobei genau zwei Gruppen keiner Mann-
schaft zugeordnet werden kénnen.

4. Es gibt maximal zwei Mannschaften und alle Gruppen kénnen am Wettbewerb
teilnehmen.
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10.

. Es gibt maximal drei Mannschaften, wobei genau eine Gruppe keiner Mann-

schaft zugeordnet werden kann.

. Es gibt maximal drei Mannschaften, wobei genau zwei Gruppen keiner Mann-

schaft zugeordnet werden kénnen.

Es gibt maximal drei Mannschaften und alle Gruppen konnen am Wettbewerb
teilnehmen.

. Es gibt maximal vier Mannschaften, wobei genau eine Gruppe keiner Mann-

schaft zugeordnet werden kann.

. Es gibt maximal vier Mannschaften und alle Gruppen kénnen am Wettbewerb

teilnehmen.

Es gibt maximal fiinf Mannschaften, wobei genau eine Gruppe keiner Mann-
schaft zugeordnet werden kann.

15



3.2 Losung

Richtige Losung: Antwort 7
Eine mogliche Zuordnung zu den Mannschaften ist wie folgt

e Mannschaft 1
— ,Santa-Erben-EG* (Kris Kringle, Phil Connors, Charlotte Blumenfeld,
Ebenezer Scrooge)
— ,Paulus-Kiste* (Charlotte Blumenfeld, Willy Wonka, Ebenezer Scrooge)
— ,Team-Tal“ (Kris Kringle, Johannes Pfeiffer, Phil Connors)
— , Lette-kichert“ (Charlotte Blumenfeld, Cindy Lou Who)
e Mannschaft 2
— ,Lakritz-Mop-Fanfare“ (Kris Kringle, Johannes Pfeiffer, Lieselotte Hop-
penstedt, Ebenezer Scrooge)
— ,,Spielefan (Lieselotte Hoppenstedt, Ebenezer Scrooge, George Bailey)

— ,Regenbusch* (Gertrud Lowenhaupt, Johannes Pfeiffer)
— ,HC-Pfeffer-Unke* (Kris Kringle, Gertrud Léwenhaupt)

e Mannschaft 3

— ,Pfannen-Atzen®“ (Kris Kringle, Cedric Errol, Cindy Lou Who)

— ,,Schrillste-Ton* (Cindy Lou Who, Willy Wonka, Ebenezer Scrooge)
— ,Patzen-Elch* (Sally Shock, Cedric Errol)

— ,So-checken-elf* (Kris Kringle, Sally Shock)

Die erste Gruppe einer Mannschaft hat immer mit jeder anderen Gruppe ihrer Mann-
schaft wenigstens einen Charakter gemeinsam. Damit klappt die Stichwortweitergabe
in jeder Mannschaft.

Es bleibt noch zu zeigen, dass es nicht mehr Mannschaften geben kann. ,,Santa-Erben-
EG* und , Lakritz-Mop-Fanfare“ sind die einzigen Gruppen, die sowohl Kris Kringle
als auch Ebenezer Scrooge besetzen. Sie kdnnten also bereits eine eigene Mannschaft
sein. Lassen wir diese beiden Gruppen weg und betrachten alle anderen Gruppen.
Dann ergibt sich das Bild [I} Es enthélt alle Charaktere. Eine Gruppe ist als Menge
von Charakteren dargestellt. Eine Mannschaft muss die Charaktere Kris Kringle und

16



Lowenhaup

. .
Baile

Hoppenstedt

° Spielefan

Schrillste—Ton
Patzen—Elch Pfannen—Atzen

Paulus—Kiste

Abbildung 1: Darstellung der Gruppen und ihrer Charaktere als Hypergraph.

Ebenezer Scrooge umfassen und die Stichwortweitergabe-Bedingung erfiillen, d.h., ei-
ne Mannschaft entspricht einer Kette von Gruppen, die Scrooge und Kringle umfasst.
Wir suchen nach moglichst vielen solcher Ketten, die untereinander jeweils Gruppen-
disjunkt sind, da jede Gruppe in héchstens einer Mannschaft sein soll. Diese Zahl ist
durch einen ,,minimalen Schnitt“ begrenzt. Im Bild ist ein minimaler Schnitt durch
die rote Linie angedeutet. Dieser Schnitt enthélt nur eine Gruppe, d.h., maximal eine
weitere Mannschaft kann gebildet werden.

Bemerkung: Man kann die obige Darstellung als Hypergraph interpretieren. Die
Charaktere sind Knoten, die Gruppen sind Hyperkanten. Eine minimale Menge von
Hyperkanten, die zwei bestimmte Knoten s und ¢ miteinander verbindet, nennt man
einen st-Hyperpfad. Eine minimale Menge von Hyperkanten, die zwei bestimmte
Knoten s und ¢ voneinander trennt, nennt man einen st-Hyperschnitt. (Voneinan-
der trennt heifit hier: Es gibt einen st-Hyperpfad im Hypergraph. Wenn man die
Hyperkanten eines st-Hyperschnitts entfernen wiirde, gibt es keinen st-Hyperpfad
mehr.)

Zur Losung der Aufgabe findet folgender sehr bekannter Satz aus der Graphentheorie
Anwendung:

Die mazimale Anzahl an hyperkanten-disjunkten st-Hyperpfaden ist gleich der mini-
malen Anzahl an Hyperkanten in einem st-Hyperschnitt.

17



Weihnachtsmannratsel:

o}

0O O O 0O 0O O O o o0 O o

HC-Pfeffer-Unke — Pfefferkuchen
Paulus-Kiste — Spekulatius
Patzen-Elch — Plaetzchen
Team-Tal — Lametta
Pfannen-Atzen — Tannenzapfen
Spielefan — Apfelsine
So-checken-elf — Schneeflocke
Regenbusch — Bescherung
Lakritz-Mop-Fanfare — Marzipankartoffel
Santa-Erben-EG — Gaensebraten
Schrillste-Ton — Christstollen
Lette-kichert — Lichterkette

Charaktere:

o

0O O O O 0O 0O O O 0O O o

Kris Kringle (Das Wunder von Manhattan)

Ebenezer Scrooge (Charles Dickens Weihnachtsgeschichte)
Gertrud Lowenhaupt (Die Weihnachtsgans Auguste)

Sally Shock (Nightmare Before Christmas)

Johannes Pfeiffer (Die Feuerzangenbowle)

Phil Connors (Und téglich griift das Murmeltier)

Cedric Errol (Der kleine Lord)

Charlotte Blumenfeld (Als der Weihnachtsmann vom Himmel fiel)
Cindy Lou Who (Der Grinch)

Willy Wonka (Charly und die Schokoladenfabrik)

Lieselotte Hoppenstedt (Weihnachten bei den Hoppenstedts)
George Bailey (Ist das Leben nicht schén?)
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4 Kerzen einpacken

Autor: Merlijn Staps

4.1 Aufgabe

Der Weihnachtsmann verschenkt Péackchen mit zylinderformigen Kerzen fiir den
Weihnachtsbaum. In diese Péckchen werden rote und griine Kerzen eingepackt. Alle
Kerzen haben einen Durchmesser von 2 c¢m, aber sie sind unterschiedlich lang. Der
Weihnachsmann packt zwei Sorten Péckchen, grofle fiir 18 Kerzen und kleine fiir
16. Die groflen Péckchen sind 20 cm breit, 18 cm lang und 2 cm hoch. Die kleinen
Péckchen sind 18 cm breit, 16 cm lang und 2 cm hoch.

In jedes grofle Péackchen kommen jeweils 9 rote und 9 griine Kerzen mit Léngen
2,4,6,8,10,12,14,16, 18 cm. Dabei miissen die roten Kerzen waagerecht (in der Brei-
tenrichtung) und die griinen Kerzen senkrecht (in der Léngsrichtung) in das Péckchen
gelegt werden.

In jedes kleine Packchen kommen jeweils 8 rote und 8 griine Kerzen mit Léngen
2,4,6,8,10,12,14,16 cm. Dabei miissen sowohl die roten als auch die griinen Kerzen
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waagerecht in das Péckchen gelegt werden.

Der Weihnachtsmann will wissen, auf wie viel verschiedene Arten er die Kerzen in
die groflen und die kleinen Péckchen hineinlegen kann. Dabei gelten zwei Packungs-
varianten als verschieden, wenn eine Kerze an einer anderen Stelle liegt, also werden
auch Varianten, die durch Drehung oder Spiegelung ineinander iiberfithrt werden
konnen, als verschieden angesehen. Es gibt kein Péckchen in dem zwei gleichfarbige
Kerzen gleiche Linge haben.

Welche der folgenden Behauptungen ist wahr?

1.

2.

10.

Fiir grofle und kleine Péackchen gibt es gleich viele Moglichkeiten.

Fiir die kleinen Péackchen gibt es 15 mal so viele Mdoglichkeiten wie fiir die
groflen.

. Fiir die kleinen Péckchen gibt es 315 mal so viele Mdéglichkeiten wie fiir die

groflen.

. Fiir die kleinen Péckchen gibt es 1260 mal so viele Moglichkeiten wie fiir die

groflen.

. Fiir die groflen Péckchen gibt es doppelt so viele Moglichkeiten wie fiir die

kleinen.

. Fiir die groflen Péckchen gibt es 36 mal so viele Moglichkeiten wie fiir die

kleinen.

Fiir die groflen Péackchen gibt es 180 mal so viele Moglichkeiten wie fiir die
kleinen.

. Fiir die grolen Péckchen gibt es 315 mal so viele Moglichkeiten wie fiir die

kleinen.

. Fiir die groflen Péckchen gibt es 720 mal so viele Moglichkeiten wie fiir die

kleinen.

Das Verhiltnis der Anzahlen der Moglichkeiten ist keine ganze Zahl.
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4.2 Losung

Antwort Nummer 4 ist korrekt

Wir berechnen fiir beide Péackchen, wie viele Varianten mdoglich sind. Wir beginnen
mit den kleinen Péckchen. Wir unterteilen das Péckchen in 8 Reihen, die 2 cm breit
und 18 cm lang sind. Von den 8 ldngsten Kerzen (mit Langen 10 bis 16 cm) kénnen
keine zwei in derselben Reihe liegen, also miissen diese iiber die 8 Reihen verteilt
werden. Dafiir gibt es 8! Moglichkeiten. In die zwei Reihen mit 16 cm langen Kerzen
miissen die zwei 2 cm langen Kerzen gelegt werden. Dafiir gibt es zwei Moglichkeiten.
In die zwei Reihen mit 14 cm langen Kerzen miissen die 4 cm langen Kerzen gelegt
werden usw. Damit sind die Kerzen auf die 8 Reihen verteilt, und wir haben noch 28
Moéglichkeiten, die Positionen der Kerzen in jeder Reihe zu wihlen. Insgesamt sind
das also 8! - 2% . 2% Moglichkeiten.

Beim Einpacken des grofien Péckchens beginnen wir mit den zwei langsten Kerzen,
mit Lange 18 cm. Diese konnen nur an den Rand gelegt werden, es gibt dafiir 4
Moglichkeiten. Danach kénnen auf 4 verschiedene Weisen die Kerzen der Lénge 16
cm in das Péckchen gelegt werden. Das geht so weiter bis zu den Kerzen von 4 ¢m
Lénge. Schliefllich gibt es noch zwei Mdoglichkeiten fiir die Kerzen der Lange 2 cm.
Das ergibt 4% - 2 Méglichkeiten.

s st 81.21.98 gL g 7l
s 2 Y T _7.6.5.3.2.1=1260
48 .9 917 925 4 ’

also ist die 4. Antwort richtig.
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5 Optimale Viertelung einer Kugeloberfliche

Autor: Jens A. Griepentrog, Dorothee Knees, Christiane Kraus

5.1 Aufgabe

Da die diesjihrige Verteilung der Geschenke nicht mehr von einem Weihnachts-
mann allein bewéltigt werden kann, wurde von iibergeordneter Stelle beschlossen,
die Arbeit gleichméfig auf die vier Weihnachtsménner Heiliger Nikolaus, Pére Noél,
Viterchen Frost und Santa Claus zu verteilen. Um den Transport zwischen den
vier Arbeitsbereichen optimal zu gestalten, wollen sie eine Aufteilung der Ober-
flache unserer Erdkugel in vier flicheninhaltsgleiche Zonen mit minimaler Lénge der
Grenzlinien zwischen diesen Gebieten finden. Die vier Weihnachtsménner beginnen
zu diskutieren (siehe Abbildung):
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GO

Santa Claus schligt vor, die Kugelfliche durch den Aquator zu halbieren und an-
schliefend die beiden Polkappen durch Breitenkreise abzutrennen.

Péere Noél méchte die Polkappen beibehalten, aber die Aquatorialzone nicht durch
den Aquator teilen. Er hat die Idee, diese Zone durch gegeniiberliegende Lingenkreisbogen
zu halbieren, welche die Polkappen miteinander verbinden.

Der Heilige Nikolaus favorisiert eine Aufteilung der Oberflache in vier kongruente
und gleichseitige Kugeldreiecke.

Viterchen Frost ist dies alles zu kompliziert; er mochte die Kugelfldche auch durch
den Aquator halbieren, aber anschlieBend die beiden Halbkugelflichen mittels eines
Langenkreises halbieren.

Einer der vier Weihnachtsménner hat die richtige Losung! Wer ist es? Wie grof§ ist
die minimale Lénge ¢ der Grenzlinien, die benotigt wird, um die Oberflache einer
Kugel vom Radius r = 1 in vier flacheninhaltsgleiche Stiicke aufzuteilen?

Zur Auswahl stehen die folgenden Antwortmoglichkeiten:

1. {=2r

2. 0 = Garcsin(3)
3. 0=2r(v3+1)
4. 0 = 4r

5. 0= (vV6+1)7
6. {=2m(v3+1)
7. 0= (V3+2)7

)
)

> =

8. ¢ = 6arccos(—

W=

9. ¢ = 6arccos(—

10. ¢ = 37
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Projektbezug:

Die Aufgabe steht im Zusammenhang mit Separationsprozessen, welche man in vier-
komponentigen Legierungen von Metallen beobachten kann. Betrachtet wird hier-
bei ein Gemisch von vier verschiedenen Teilchensorten, welche eine Kugeloberfliche
vollstandig ausfiillen und miteinander wechselwirken. Stofen sich je zwei verschiedene
Sorten ab und ziehen sich gleichartige Teilchen an, so findet eine Phasenseparation
statt, also eine Entmischung der Teilchen in nahezu reine Phasen. Wéahrend die-
ses Prozesses entstehen energetisch immer giinstigere Teilchenkonfigurationen, wobei
auch die Lange der Grenzlinien zwischen den Phasen kleiner wird. Sind von jeder
Sorte gleichviele Teilchen vorhanden, finden die Wechselwirkungen mit jeweils glei-
cher Starke statt und startet man mit einer geeigneten Anfangskonfiguration der
Teilchen, dann repréasentiert die Losung der Aufgabe das Endstadium des Entmi-
schungsprozesses.
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5.2 Losung

Richtige Losung: Antwort 9

Zur Losung der Aufgabe berechnen wir der Reihe nach die Léngen (g, {p, {r und fn
der Grenzlinien, die von Santa Claus, Pere Noél, Vaterchen Frost und dem Heiligen
Nikolaus vorgeschlagen wurden. Wir verwenden als Mafleinheit des Winkels stets die
Bogenlénge des entsprechenden Einheitskreisbogens.

N

T
N

S

Santa Claus: Zur Berechnung der Bogenldngen der Breitenkreise betrachten wir
einen ebenen Schnitt, der durch den Mittelpunkt O sowie durch Nordpol N und
Stidpol S der Kugel verlduft. Jede Polkappe soll ein Viertel der Kugeloberfliche
haben, demnach gilt fiir die Héhe [N F| der Polkappen

2n|NF| = 27[OF| - [NF| = 1 - 4n|OE| = , also [OF| = [NF| = 1.

Der Satz von Pythagoras liefert fiir das rechtwinklige Dreieck BF'O und den Radius
|F'B| des Breitenkreises

|[FB|* = |OB|* = |OF> =1 — 1 = 3 und somit |FB| = %\/g
Daraus folgt fiir die Gesamtlinge der Aufteilung schlieflich f¢ = 27|OE| + 2 -
27| FB| = 27 (1 + v/3).
Pere Noél: Fiir die Langenberechnung, der die Polkappen verbindenden Léangenkreishégen,

fithren wir einen ebenen Schnitt durch diese Bogen und den Kugelmittelpunkt O aus.

Wegen |BC| = |FG| = 1 ist das Dreieck BOC gleichseitig. Somit ergibt sich fiir die
Gesamtlinge dieser Aufteilung offenbar {p = 2-27|FB|+2-%-27|OE| = 27?(\/§+%) <

ls.
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A

Viterchen Frost: Die beiden Grofkreise dieser Aufteilung haben offenbar die
Gesamtlange (p = 47. Aus % < 12 folgt % < 2\/5, also 4 < 2¢/3 + % und somit
schliefllich /r < ¢p.

Heiliger Nikolaus: Zur Aufteilung der Kugeloberfliche in vier kongruente und
gleichseitige Kugeldreiecke betrachten wir ein regelméfliges Tetraeder, dessen Um-
kugel gerade die gegebene Einheitskugel ist. Verbindet man die vier Eckpunkte A,
B, C'und D des Tetraeders jeweils paarweise miteinander durch Groffkreisbégen, so
ergibt sich die gewiinschte Aufteilung.

Zur Berechnung der Bogenlédnge dieser Grolkreisbogen schneiden wir die Kugel
mit derjenigen Ebene, welche durch die Eckpunkte A und B sowie den Mittelpunkt
O der Kugel verlduft. Dabei erreicht der Schnitt das Tetraeder zuerst an seiner Kante
AB, verlauft dann durch den Kugelmittelpunkt O und verliaBt das Tetraeder am Mit-
telpunkt G der gegeniiberliegende Kante C'D. Als Schnittfigur mit dem Tetraeder
entsteht das gleichschenklige Dreieck ABG mit |AG| = |BG|. Da der Kugelmit-
telpunkt O zugleich der Schnittpunkt der Hohen des regelméfigen Tetraeders ist,
miissen die Hohen AE und BF des Dreiecks ABG durch O verlaufen und folgende
Beziehungen erfiillen:

40| = 3|0E| = 3|OF| = [BO| = 1.

Nach dem Satz von Pythagoras gelten fiir die rechtwinkligen Dreiecke OF A und

BF A offenbar [AF|* = [OA]? — |OF? =1 — § = § sowie

|AB|* = |BF|* + [AF|* = 1 + & = 2! und somit [AB| = 2V6.
Daraus folgt fiir den Winkel § = <ABF sofort
3 =|BF| =|AB|-cos3 = 2V6 cos 8, also cosf} = %\/6
Fiir den gesuchten Winkel w = <BOA = 7w — 20 folgt schliefllich
cosw = cos(m — 20) = —cos2B=1—2cos’f=1—13 =—1.
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Damit hat der Grokreisbogen, welcher A und B miteinander verbindet, die Léange
arccos(—3), woraus sich fiir diese Aufteilung die Gesamtlinge ¢y = 6arccos(—3)
aller Grenzlinien ergibt.

Wegen des streng monotonen Fallens des Kosinus auf dem Intervall [0, 7] folgt aus
cos 2w = —1 < —3% zuerst arccos(—3) < 2w und schlieflich y = 6arccos(—3) <
41 = fr. Damit hat diese Aufteilung die kiirzesten Grenzlinien aller vorgeschlagenen

Varianten; das heiflt, Antwort 9 ist richtig!
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6 Hamster

Autor: Cor Hurkens

6.1 Aufgabe

Der Riesenhamster Hannibal hat einen Riesenvorrat an ganzen Riesenweizenkdrnern
fiir den Winter angelegt. Hannibals Winterpause dauert ¢ > 2 Tage und sein Wei-
zenvorrat besteht aus & Kornern.

Am ersten Tag der Winterpause frisst Hannibal morgens ein Weizenkorn und nach-
mittags 1/101 seines restlichen Vorrats.

Am zweiten Tag der Winterpause frisst Hannibal morgens zwei Weizenkorner und
nachmittags 1/101 seines restlichen Vorrats.

Am dritten Tag der Winterpause frisst Hannibal morgens drei Weizenkérner und
nachmittags 1/101 seines restlichen Vorrats.

Und so weiter: Am n-ten Tag der Winterpause frisst Hannibal morgens jeweils n Wei-
zenkorner und nachmittags 1/101 seines restlichen Vorrats. Am Morgen des ¢-ten und
letzten Tages sind schliesslich noch genau ¢t Kérner {ibrig, die Hannibal ebenfalls auf-
frisst.
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Frage: Wie lautet die Einerziffer der Dezimaldarstellung von k + t7

Antwortmoglichkeiten:
1. 1
2. 2
3. 3
4. 4
5. 5
6. 6
7.7
8. 8
9. 9

10. O
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6.2 Losung
Antwort 10 ist richtig.
Fir n = 1,...,t bezeichnen wir mit R, die restliche Anzahl an Weizenkornern,

die zu Beginn des n-ten Tages noch vorhanden sind, und mit W,, die Anzahl der
Weizenkorner, die Hannibal im Laufe des n-ten Tages verzehrt. Dann gilt laut Angabe

Wn:n-l—ﬁ(Rn—n) fir 1 <n <t (1)
Gleichung impliziert
Rusr = Ry— W, = 100 (W, —n). (2)
Aus (1)) und (2)) folgern wir
Wait = (04 )+ 0o (R = (04 1)) = 10 (Wat 1), (3)
101 101

Gleichung kann in die folgende handlichere Form umgeschrieben werden:

100

W, —100 = —
1 101(

W, — 100) firl<n<t-—1. (4)

Gleichung besagt, dass die Werte W,, — 100 fiir n = 1,...,t eine geometrische
Folge mit dem Quotienten 100/101 bilden. Fiir das erste Glied W; — 100 und das
letzte Glied W, — 100 dieser geometrischen Folge erhalten wir

100\ !
W, — 100 (—101) (W, — 100) (5)

Nun setzen wir die bekannten Werte W; = (k + 100)/101 und W; = ¢ in (5)) ein,
multiplizieren die Gleichung mit 101" und erhalten dadurch

101° (£ — 100) = 100" (k — 10.000) . (6)

Laut Angabe dauert die Winterpause t > 2 Tage. Da die rechte Seite von @ durch
100"~ ! teilbar ist, muss auch die linke Seite durch 100'~! teilbar sein Da der Faktor
101 zu 100'! teilerfremd ist, muss daher gelten:

t — 100 ist durch 100*! teilbar (7)
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Wir stellen fest, dass die Zahl ¢ — 100 betragsmiifiig viel kleiner als ihr Teiler 100¢~*
ist. Wenn aber eine betragsméflig kleinere Zahl durch eine betragsméflig groflere
Zahl teilbar ist, dann muss die kleinere Zahl gleich 0 sein. Wir schlieflen also zuerst
t = 100 aus (7)), und danach k& = 10.000 aus @ Gleichung impliziert W,, = 100
fir 1 <mn <t, und aus (2)) erhalten wir R,, = 100(101 — n).

Wie sieht nun Hannibals Fressprogramm wéhrend der Winterpause aus? Hannibal
beginnt den n-ten Tag mit einem Vorrat von R, = 100(101 — n) Koérnern. Am
Morgen frisst er zunédchst n Kérner. Am Nachmittag frisst er 1/101 seines restlichen
Vorrats von R, —n = 101(100 — n) Kornern, und das sind dann weitere 100 — n
Weizenkorner. Insgesamt frisst er an diesem Tag n + (100 — n) = 100 = W,, Korner
und behilt R, — 100 = R,,,; Korner in seinem Vorrat.

Zusammenfassung: Hannibals Winterpause dauert t = 100 Tage, sein Weizenvorrat
besteht aus & = 10.000 Weizenkornern, und die Einerziffer der Dezimaldarstellung
von k + t ist 0. Daher ist Antwort #10 korrekt.

Anmerkung. Fiir die Beantwortung der Multiple-Choice Frage muss man natiirlich
nicht beweisen, dass das Problem eine eindeutige Losung hat. Es geniigt, eine einzige
zulédssige Belegung fiir £ und ¢ zu raten.

Sobald man W; = (k+100)/101 herausgefunden hat, muss k + 100 durch 101 teilbar
sein. Und wenn man erst einmal W, = 100(k+201)/101% bestimmt hat, so weifl man
auch, dass k + 201 durch 1012 teilbar ist. Und die kleinste positive ganze Zahl k, fiir
die k + 201 durch 1012 teilbar ist, ist bereits der gesuchte Wert & = 10.000.
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7 Flohspriinge

Autor: Marijke Bodlaender, Gerhard Woeginger

7.1 Aufgabe

Tief im Saum der roten Zipfelmiitze des Weihnachtsmanns wohnt Florian, der Weih-
nachtsfloh. Heute macht Florian einen Ausflug und springt lustig auf den reellen
Zahlen herum. Jeder Sprung fiihrt ihn von einem reellen Startpunkt a zu einem re-
ellen Zielpunkt b, wobei immer 0 < a < b < 100 gilt. Florians Energieverbrauch fiir
den Sprung von a nach b ist dabei wie folgt festgelegt:

e Falls b < 50, so kostet der Sprung (b — a)/100b — b? Energieeinheiten.
e Falls b > 50, so kostet der Sprung b?> — ab Energieeinheiten.

Florian beginnt seine Reise auf der Zahl 0, macht dann 100.000 Spriinge und bleibt
schlussendlich auf der Zahl 100 sitzen. Welche der folgenden Aussagen trifft auf die
kleinstmogliche wihrend dieser Reise verbrauchte Gesamtenergie E zu?
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Antwortmoglichkeiten:

1.
2.
3.

10.

5710 < E < 5711
o711 < B < 5712
5712 < E < 5713
5713 < E < 5714
5714 < E < 5715
5715 < E < 5716
5716 < E < 5717
5717 < E < 5718
5718 < E < 5719

5719 < E < 5720
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7.2 Losung

Antwort Nummer 4 ist richtig.

Die folgende Funktion f : [0,100] — R wird in unseren weiteren Uberlegungen eine
zentrale Rolle spielen: Im Intervall 0 < z < 50 definieren wir f(z) = +/100x — 22
und im Intervall 50 < z < 100 definieren wir f(z) = z. Der Graph dieser Funktion f
besteht aus einem Viertelkreis mit Mittelpunkt im Punkt (50, 0) und Radius 50, und
aus einem Geradenstiick vom Punkt (50, 50) bis zum Punkt (100, 100); siehe Abbil-
dung [2l Ausserdem betrachten wir das Gebiet, das vom Funktionsgraphen, von der
x-Achse und von der Geraden x = 100 begrenzt wird. Die Flache A dieses Gebietes
setzt sich aus einem Viertelkreis mit Radius 50 (mit Fliche 6257), einem Quadrat
mit Seitenldnge 50 (mit Flache 2500) und einem gleichschenkligen rechtwinkligen
Dreieck mit Seitenldnge 50 (mit Fldche 1250) zusammen. Alles in allem erhalten wir
A =625(m+6) ~ 5713, 49.

100

R"(a,b)

50

R’(a,b)

| 50 100 | ¢ « 5 b

Abbildung 2: Das linke Bild zeigt den Graphen der Funktion f, und das rechte Bild
zeigt drei Rechtecke R(c,d), R'(a,b) und R"(a,b).

Fiir zwei reelle Zahlen ¢ und b mit 0 < a < b < 100 definieren wir das Rechteck
R(a,b), dessen Ecken in den vier Punkten (a,0), (b,0), (a, f(b)) und (b, f(b)) liegen;
siehe Abbildung [2l Die Grundlinie dieses Rechtecks hat die Lénge b — a, seine Hohe
betriagt f(b) und seine Fléche betriagt (b — a) f(b). Die Rechtecksfliche misst somit
genau Florians Energieverbrauch fiir einen Sprung vom Punkt a zum Punkt 5. Wir
unterteilen das Rechteck R(a,b) durch einen Schnitt entlang der Geraden y = f(a) in
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ein unteres Rechteck R'(a,b) und in ein oberes Rechteck R”(a, b); siche Abbildung[2]

Abbildung 3: Das linke Bild zeigt die Rechtecke fiir eine Folge von sieben Spriingen,
und das rechte Bild zeigt die Rechtecke fiir eine Folge von vier equidistanten
Spriingen.

(Eine untere Schranke fiir E): Wenn der Weihnachtsfloh der Reihe nach zu den
Punkten 0 = g, 21, . . ., T100.000 = 100 springt, so entspricht die wihrend dieser Reise
verbrauchte Energie der Gesamtfliche aller Rechtecke R(x;, x;1); siehe Abbildung
Da diese Rechtecke das gesamte Gebiet unter dem Funktionsgraphen iiberdecken,
folgern wir die untere Schranke £ > A.

(Eine obere Schranke fiir E): Wir wollen zeigen, dass die kleinstmdogliche Gesamt-
energie sehr nahe bei A liegt. Zu diesem Zweck lassen wir Florian 100.000 Spriinge
der Lange 1/1000 machen, sodass er der Reihe nach die Punkte xz; = i/1000 mit
¢t = 1,...,100.000 besucht. Die dadurch verbrauchte Energie ist die Gesamtfliche
aller Rechtecke R(x;, x;y1), die sich wiederum aus der Gesamtfliche A" aller Recht-
ecke R'(x;,z;+1) und der Gesamtfliche A” aller Rechtecke R"(z;, x;11) zusammen-
setzt; Abbildung [3| zeigt eine vereinfachte Darstellung dieser Situation mit nur vier
Spriingen.

Da die Rechtecke R'(x;,z;41) paarweise disjunkt sind und da sie alle im Gebiet
zwischen dem Funktionsgraphen und der xz-Achse liegen, gilt sicherlich A" < A. Da
jedes Rechteck R"(x;, z;41) eine Grundlinie der Liange 1/1000 hat und da die Summe
der Hohen aller dieser Rechtecke genau 100 betrigt, gilt A” = 100 x 1/1000 = 1/10.
Florian verbraucht fiir seine 100.000 Spriinge der Lange 1/1000 daher hochstens
A"+ A” < A+ 1/10 Energieeinheiten.

35



(Zusammenfassung): Alles in allem erhalten wir, dass die kleinstmogliche Gesam-
tenergie E zwischen den beiden Schranken A ~ 5713,49 und A + 1/10 ~ 5713,59
liegt. Daher ist Antwort #4 korrekt.

Anmerkung. Im Prinzip haben wir die Flidche A zwischen dem Funktionsgra-
phen und der z-Achse durch die untere Riemannsumme aller Rechtecke R'(x;, ;41)
und durch die obere Riemannsumme aller Rechtecke R(x;, x;11) approximiert. Diese
Riemannsummen gehen auf den deutschen Mathematiker Bernhard Riemann (1826—
1866) und auf den franzosischen Mathematiker Jean Gaston Darboux (1842-1917)
zuriick und bilden das Fundament der Integralrechnung. Mehr Information dariiber
findet man (zum Beispiel) in der Wikipedia:

http://de.wikipedia.org/wiki/Riemannsches_Integral

Anmerkung. Diese Aufgabe ist mit dem Computer gut zu attackieren, da man
sehr schnell bis auf ein paar Zehntel an den Minimalwert £ herankommt, und dann
die korrekte Antwort erraten kann. Die exakte Optimierung von £ (mit allen 100.000
Variablen fiir die 100.000 Spriinge) diirfte die Rechenkraft eines PCs aber erheblich
iibersteigen.
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8 Weinachtsabzocken

Autor: Falk Ebert

8.1 Aufgabe

Weihnachtszeit - Zeit fiir gemeinsame Unternehmungen: Pléatzchenbacken, Winter-
spazierginge durch den Regen und auch mal die Gelegenheit, in der Familie wieder
etwas gemeinsam zu spielen. Bei den Regional-Weihnachtsménnern Antonio de Las
Vegas und Louis de Monte Carlo sehen Spiele in der Weihnachtszeit immer etwas
anders aus. Die beiden zocken immer um ihre Adventskalender und der Gewinner
bekommt alles. Rentierrennenwetten und Wipp-den-Weihnachtsmannhut sind out.
Sie haben es auch mit verschiedenen Varianten des Nim Spiels (siche z.B. Kalender-
aufgabe vom 6. Dezember 2010) versucht. Da aber nun mal geben seliger als nimen
ist, haben sie sich etwas neues ausgedacht:

Die Spieler schreiben nacheinander je eine Startzahl auf eine (gemeinsame) grofie,
anfangs leere Tafel. Dabei muss der zweite Spieler darauf achten, eine andere Zahl als
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der beginnende Spieler zu wahlen. Dann geht es ebenfalls abwechselnd weiter. Jeder
Spieler schreibt eine weitere Zahl an die Tafel - diese muss jetzt aber die Differenz
zweier bereits an der Tafel stehender Zahlen sein und darf noch nicht bereits darauf
stehen. Wer das nicht mehr kann, verliert das Spiel.

Um Spitzfindigkeiten vorzubeugen, haben die Spieler sich geeinigt, dass die Start-
zahl jedes Spielers eine natiirliche Zahl von 1 bis 99 sein muss und dass nur positive
Differenzen aufgeschrieben werden.

Offensichtlich sind die Startzahlen der beiden Spieler fiir den weiteren Spielverlauf
wichtig. Durch einen fairen Miinzwurf haben die Spieler festgelegt, dass Antonio be-
ginnen soll und die erste Zahl anschreibt, Louis die zweite.

Kann Antonio durch die Wahl seiner Startzahl einen Sieg erzwingen?

Antwortmoglichkeiten:

1. Die Startzahlen sind egal. Wenn Antonio beim Spielen keinen Fehler macht,
kann Louis nie gewinnen.

2. Es gibt nur eine Startzahl fiir Antonio, bei der er verlieren kann.

3. Es gibt genau 6 Startzahlen fiir Antonio, bei denen er verlieren kann.

4. Es gibt genau 12 Startzahlen fiir Antonio, bei denen er verlieren kann.

5. Es gibt genau 42 Startzahlen fiir Antonio, bei denen er verlieren kann.

6. Es gibt genau 42 Startzahlen fiir Antonio, bei denen er sicher gewinnen kann.
7. Es gibt genau 12 Startzahlen fiir Antonio, bei denen er sicher gewinnen kann.
8. Es gibt genau 6 Startzahlen fiir Antonio, bei denen er sicher gewinnen kann.

9. Nur bei einer einzigen Startzahl kann Antonio sicher gewinnen - egal wie Louis
spielt.

10. Louis kann immer gewinnen, egal mit welcher Zahl Antonio beginnt.
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Mathematikbezug

Spieltheorie ist bei vielen wirtschaftsmathematischen Problemen ein wichtiges Werk-
zeug geworden, insbesondere seit man festgestellt hat, dass sich einzelne Menschen
durchaus intelligent verhalten, wenn es dabei etwas zu gewinnen gibt. Diese Spiele
werden dann zwar nicht an einer Tafel ausgetragen. Aber die Grundprinzipien, dass
man innerhalb gewisser Regeln den anderen moglichst schlecht dastehen lassen will,
sind immer die gleichen.
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8.2 Losung

Antwortmoglichkeit Nummer 9 ist richtig.
Nur bei einer einzigen Startzahl kann Antonio sicher gewinnen - egal wie Louis spielt.

Die erste Erkenntnis sollte sein, dass der eigentliche Spielverlauf vollkommen uner-
heblich ist. Es kommt allein auf die Startzahlen an. Nennen wir die nacheinander an
der Tafel stehenden Zahlen, in der Reihenfolge ihres Anschriebs z1, 2o, z3 usw. Die
Startzahlen sind also z; und z5. Nehmen wir zuerst einmal an, dass z;, zo > 1 und
99T (21, z2) = 1. Aufgrund der Spielregeln, dass es sich stets um positive Differenzen
handelt, kann nie eine groflere Zahl als max(zy, z2) an der Tafel stehen. Man wird
feststellen, dass dann alle natiirlichen Zahlen von 1 bis max(z1, 22) an der Tafel ste-
hen werden.

Da Antonio beginnt, schreibt er die Zahlen z1, z3, z5 etc., also immer die Zahlen mit
ungeradem Index. Louis schreibt die Zahlen mit geradem Index. Es werden genau
(wenn zwischendurch kein Spieler vergisst, wie man natiirliche Zahlen subtrahiert)
max (21, z2) Zahlen aufgeschrieben. Wenn max (21, z2) ungerade ist, gewinnt Antonio
andernfalls gewinnt Louis. Und was ist mit dem Fall, dass gg7T(z1,22) =t # 17 In

diesem Fall gilt, dass |z, t|z2 und mit Sicherheit auch t|z5 = |21 — 22|. Induktiv
lasst sich folgern, dass t|z; fiir alle Ziige i. Wir konnen also Z; = 21/t und Zy = 25/t
setzen. Dann ist gg7T'(Z1,22) = 1 und wir kénnen wie vorher argumentieren, dass

Antonio gewinnt, wenn max(Zz1, Z3) = max(z, z2)/t ungerade ist und Louis im an-
deren Fall. Da Louis der Nachziehende ist, hat er nahezu die komplette Kontrolle
iiber diesen Wert. Wahlt Antonio ein gerades z;, so kann Louis z.B. mit 2o = 2; — 1
den Gewinn erzwingen, da dann gg7'(z1,22) = 1 und maz(zy, z9) gerade ist. Wahlt
Antonio hingegen ein ungerades z1, so kann Louis mit z3 = z; + 1 kontern und hat
wieder ggT'(z1,22) = 1 und maz(zy, z2) gerade. Die einzige Ausnahme bildet Anto-
nios Wahl z; = 99, da dann Louis nicht mit einer groflere geraden Zahl kontern darf.
Diesen Fall muss man noch gesondert betrachten. Wéahlt Louis ein kleineres zo mit
99T (21, 22) = 1, hat er automatisch verloren. Da 99 = 3 - 3 - 11, kommen als Teiler
t nur 3, 9, 11 und 33 in Frage. Aber in jedem Fall ist dann maz(99, z3)/t = 99/t
entweder 33,11,9 oder 3 und damit ungerade. Mit der Wahl z; = 99 kann Antonio
also garantiert gewinnen. Und dies ist auch seine einzige Moglichkeit, einen Sieg zu
erzwingen.

Zusiatzlicher Beweis: Wir nehmen an, dass es eine echte Teilmenge 71" der Zahlen

von 1 bis max(z1, z2) gibt, so dass jede Differenz von Zahlen aus 7" auch in T liegt.
Offensichtlich miissen z; und 25 in dieser Teilmenge liegen. Desweiteren darf 1 nicht
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in dieser Teilmenge liegen, da man ansonsten sukzessive durch Subtraktion von 1
alle Zahlen von 1 bis maz(z1, z2) als Differenzen erzeugen kann und 7' damit keine
echte Teilmenge der Zahlen von 1 bis max(z1, 25) mehr ist. Die kleinste Zahl in T
kann also minimal 2 sein. Ebensowenig kann die Differenz zweier Zahlen genau 1
sein, da ansonsten 1 in 7" sein miisste. Folglich kann die Differenz zweier Zahlen in
T minimal 2 sein. Induktiv kann man daraus jetzt folgern, dass alle Zahlen in T
gerade sein miissen, also auch z; und z3. Dies wiederspricht aber der Annahme, dass
99T (21, 22) = 1. T kann also keine echte Teilmenge der Zahlen von 1 bis max(z1, z9)
sein, sondern nur der gesamte Bereich.
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9 Teig teilen

Autor: Matthias Nuck

9.1 Aufgabe

In der Weihnachtsbéckerei herrscht Panik. Nachdem vor mehreren Jahren das Pfef-
ferkuchenflieBband erfolgreich eingefiihrt wurde, ist in diesem Jahr die Teigschnei-
demaschine defekt. Diese Maschine macht nichts anderes als rasend schnell einen
Teigwiirfel durch 12 ebene Schnitte in insgesamt 125 kleinere Teigwiirfel zu tei-
len. Die Schnitte erfolgen so, dass je vier Schnitte parallel zu einem Paar paralleler
Seitenflichen des groflen Teigwiirfels erfolgen. Hierfiir haben die Wichtel extra ei-
ne klebrige Rezeptur entwickelt, welche garantiert, dass der grofle Teigwiirfel nicht
schon wahrend des Schneidens zerféllt. Die kleinen Teigwiirfel werden dann nach dem
schneiden gleich weiter verarbeitet.

Die Wichtel iiberlegen wie sie das Problem mit der Schneidemaschine 16sen kénnen.
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"Die Reparatur der Schneidemaschine kann in diesem Jahr nicht mehr erfolgen”,
bemerkt Wichtel Technicus. ”Das FlieSband still legen und dann wieder per Hand
backen, das geht gar nicht. Um das zu schaffen, hétten wir schon vor Monaten an-
fangen miissen zu backen”, meint Wichtel Okonomicus.

Die Schneidemaschine durch einen Wichtel der Béckerei zu ersetzen ist auch keine
gute Idee, denn die Geschwindigkeit des Bandes lésst sich nicht drosseln und keiner
der Wichtel in der Weihnachtsbéckerei schneidet schnell genug. Bei einer Probe stell-
te sich heraus, dass keiner der Backwichtel mehr als einen Schnitt in der geforderten
Zeit schafft.

Am Ende entscheiden sich die Wichtel, die Stelle auszuschreiben. Obwohl es kaum zu
erwarten war, bewirbt sich tatséichlich ein Kandidat. Wichtel Schneidfix schafft durch
schnelles Herumfuchteln eines (sehr langen) Messers erstaunliche 10 ebene Schnitte
in der geforderten Zeit. Zwar ist man in seiner Nahe alles andere als sicher und das
Ergebnis seiner Schneidkiinste sind weder kleine Wiirfel, noch eine genau vorauszu-
sagende Anzahl an Schnittkérpern, aber er erhélt die Stelle trotzdem.

Wie viele Pfefferkuchenteilkorper entstehen bei der Teilung des Teigwiirfels durch 10
ebene Schnitte maximal?

Antwortmoglichkeiten:

1. 80

2. 100
3. 165
4. 176
5. 211
6. 242
7. 512
8. 564
9. 783
10. 1024
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9.2 Losung

Losung 4 ist richtig

Zu betrachten ist die Anzahl der Polyeder welche nach 10 ebenen Schnitten durch
einen Quader maximal entstehen kénnen. Wéahrend sich das Problem bei bis zu drei
Schnitten noch gut {iberschauen ldsst, wird es ab dem vierten Schnitt knifflig.

Anzahl Schnitte | S |o]1]2]3]4
max. Anzahl neuer Kérper | N(S) | - |12 |47
max. Gesamtanzahl Korper | K(S) | 1|24 |87

Betrachten wir also zunédchst die maximale Anzahl der entstehenden Schnittkérper
nach 4 Schnitten.

Die Anzahl N(4) der neuen Schnittkérper kann nur dann maximal werden, wenn die
4—te Ebene die bisherigen drei Ebenen innerhalb des Korpers schneidet. Es muss
insbesondere 3 Schnittgeraden zwischen den bisherigen Ebenen und der 4—ten Ebe-
ne innerhalb des Korpers geben. Hierbei teilen diese drei Schnittgeraden die Schnitt-
fliche des 4—ten Schnittes in Teilflichen, welche allesamt Schnittflichen von geteilten
Einzelkorpern sind (s.Bild 1).

Durch die drei Schnittgeraden kénnen hochstens 7 Teilflichen entstehen (s. Bild 2).
Somit kommen héchstens N(4)=7 Kérper (zu den bei drei Schnitten maximal erhal-
tenen K(3)=8 Koérpern) hinzu und wir erhalten K(4)=K(3)+N(4)=15.

_/

-
-
=

Bild 1
Beim 5—ten Schnitt haben wir (maximal) 4 neue Schnittgeraden zwischen der fiinften
Schnittebene und den vier urspriiglichen Schnittebenen. Dass durch 3 Schnittgera-
den unser Schnittpolygon in maximal 7 Teilflichen zerlegt werden kann, wissen wir
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bereits (s. Bild 2). Die Frage ist: Wie viele weitere Teilfldichen kénnen durch die 4—te
Schnittgerade entstehen?
Jede (bisherige) Teilfldche, in welche die 4—te Gerade “eintritt "bedeutet eine Tei-
lung dieser Teilfliche. Unsere 4—te Gerade kann hochstens 4 Teilflichen “betre-
ten”, némlich beim “Ubertritt ”in das Gesamtpolygon und noch jeweils bei jedem
“Ubertritt”iiber eine der 3 anderen Schnittgeraden. Somit kommen maximal 4 weite-
re Teilflachen (zu den bereits bekannten 7) hinzu und es entstehen durch den 5—ten
Schnitt maximal N(5)=7+44=11 neue Teilkorper. Eine analoge Argumentation liefert
die Verallgemeinerung: Beim Schnitt S kommen maximal S — 1 mehr Teilflichen (und
damit Korper) hinzu, als beim Schnitt S — 1.
Zusammengefasst erhalten wir:
I) N(1)=1 und N(S)=N(S-1)+(S-1) (fiir S>1) und
IT) K(0)=1 und K(S)=K(S-1)+N(S) (fiir S>0).
Somit lassen sich N(S) und K(S) fiir beliebige S durch rekursive Ersetzung ermitteln
und die obige Tabelle ergénzen.
Fiir grofle S ist dieses Verfahren sehr aufwéndig. Schaut man sich die rekursive Er-
setzung an, so erkennt man, dass gilt:

S—1
I)N(S) =N +1+2+..(S=2)+(S—1) =1+ Y i=1+55 und

I') K(S) = K(0) 4+ N(1) + N(2) +... + N(S) =1 + f} (1+52)
2

S
—1+S+i(ni-
i=1

Unter Nutzung der als bekannt vorausgesetzten Summenformel Y % = w
i=1
liefern entsprechende Umformungen: K(S) =145 + %. Fiir S=10 erhalten wir

K(10)=176.
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10 Miitzen

Autor: Gerhard Woeginger

10.1 Aufgabe

Der Weihnachtsmann hat 126 Intelligenzwichtel zu einem gemiitlichen Nachmittag
mit Kaffee und Kuchen eingeladen. Als die Wichtel den Saal betreten, bekommt
jeder von ihnen hinterriicks eine neue Wichtelmiitze auf den Kopf gesetzt. Das geht
blitzschnell, sodass keiner von ihnen die Farbe der eigenen Miitze zu sehen kriegt.
Der Weihnachtsmann eréffnet das Treffen mit einer kurzen Rede.

“Meine lieben Intelligenzwichtel! Wir wollen diesen Nachmittag mit einem kleinen
Denkspiel beginnen. Keiner von euch kennt die Farbe der eigenen Miitze, und jeder
von euch kann die Miitzen aller anderen 125 Wichtel sehen. Ziel dieses Spieles ist
es, die Farbe der eigenen Miitze méglichst schnell und durch reines Nachdenken her-
auszufinden. Ich werde nun im Finf-Minuten-Takt mit meiner grossen Weihnachts-
glocke lduten. Wenn einer die eigene Miitzenfarbe herausgefunden hat, so muss er
beim ndchsten Lauten sofort den Saal verlassen. Im Nebenzimmer bekommt er dann
eine Tasse Kaffee und ein grosses Stiick Sachertorte serviert.”

Der Weihnachtsmann will gerade zur Glocke gehen, als dem Wichtel Atto eine
wichtige Frage einfallt: “Ja ist es denn wirklich fiir jeden von uns mdglich, seine
Miitzenfarbe durch logisches Denken zu bestimmen? Wenn zum Beispiel jeder von uns
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eine andere Miitzenfarbe hdtte, dann konnte wohl niemand seine Farbe durch Denken
herausfinden. Dann wdre das Spiel fiir uns doch nicht zu gewinnen!” Der Weihnachts-
mann entgegnet ihm ein wenig unwirsch: “Hdtte, konnte, wdare!!! Natirlich kann jeder
von euch dieses Spiel gewinnen! Ich habe die Miitzenfarben sehr sorgfiltig ausgewdhlt,
sodass jeder von euch tatsdchlich seine Farbe im Laufe des Spiels durch Denken her-
leiten kann.” Und dann beginnen die Wichtel zu denken. Und der Weihnachtsmann
beginnt zu lauten.

Beim ersten Lauten verlassen Atto und neun andere Wichtel den Saal.

Beim zweiten Lauten gehen alle Wichtel mit butterblumengelben, dotterblu-
mengelben, schliisselblumengelben und sonnenblumengelben Miitzen aus dem
Saal.

Beim dritten Lauten gehen alle Wichtel mit karmesinroten Miitzen, beim vier-
ten Lauten alle mit kaktusgriinen Miitzen, beim fiinften Lauten alle mit aqua-
marinblauen Miitzen, beim sechsten Lauten alle mit goldorangen Miitzen, beim
siebten Léauten alle mit bernsteinbraunen Miitzen und beim achten Lauten ge-
hen alle mit muschelgrauen Miitzen.

Beim neunten, zehnten, elften und zwolften Lauten verldsst niemand den Saal.

Beim dreizehnten Lauten gehen alle Wichtel mit bliitenweissen und alle Wichtel
mit ebenholzschwarzen Miitzen.

Und so geht es weiter. Beim N-ten Lauten des Weihnachtsmanns verlasst schliefSlich
die letzte Wichtelgruppe den Saal. Ganze sieben Mal hat der Weihnachtsmann zwi-
schendurch geldutet, ohne dass jemand aus dem Saal gegangen wire (und bei diesen
sieben Malen sind das neunte, zehnte, elfte und zwolfte Lauten bereits mitgezihlt).
Unsere Frage lautet nun: Wie grof§ ist N7 Antwortmoglichkeiten:

=2 =2 =2 =2 =2 =
[ T T T
~ S o » T

I
DO
N\
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7. N =23

8. N=24
9. N=25
10. N =26
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10.2 Losung

Antwort Nummer 2 ist richtig

Betrachten wir zunéchst einmal die Situation vor dem ersten Lauten des Weihnachts-
manns. Der Wichtel Atto sieht sich um und stellt dabei fest, dass Bilbo als einziger
Wichtel eine tomatenroten Miitze tragt. Der Weihnachtsmann hat gesagt, dass jeder
Wichtel seine eigene Miitzenfarbe durch Nachdenken herausfinden kann. Wie um al-
les in der Welt soll Bilbo seine Miitzenfarbe bestimmen? Falls Bilbo keine einzige
andere tomatenrote Miitze sieht, so kann er sicher nicht entscheiden, ob seine eige-
ne Miitze feuerrot oder ziegelrot oder tomatenrot ist oder vielleicht auch eine ganz
andere Farbe hat. Nein, Bilbo muss auf jeden Fall eine tomatenrote Miitze auf dem
Kopf eines anderen Wichtels sehen. Da Atto aber keine weitere tomatenrote Miitze
entdecken kann, folgert Atto nun daraus, dass die von Bilbo gesehene tomatenrote
Miitze auf Attos eigenem Kopf sitzen muss. Atto steht auf und verldsst beim ersten
Lauten den Saal. Bilbo denkt sich die Situation natiirlich genau symmetrisch durch:
Er sieht Atto als einzigen mit tomatenroter Miitze, und folgert daraus, dass seine
eigene Miitze ebenfalls tomatenrot ist. Gemeinsam mit Atto und Bilbo verlassen
noch vier weitere Wichtelpaare beim ersten Liuten den Saal: Alpo und Barbo mit
mohnroten Miitzen, Akko und Bebbo mit rosenroten Miitzen, Archo und Bodo mit
weichselroten Miitzen und Ando und Buzzo mit zinnoberroten Miitzen.

Und was passiert vor dem zweiten Lauten? Chico sieht sich im Saal um und stellt fest,
dass Coco und Cambo die einzigen Wichtel mit butterblumengelben Miitzen sind.
Warum ist Coco denn nicht schon beim ersten Lauten aus dem Saal gegangen? Falls
Coco nur einen einzigen anderen Wichtel mit butterblumengelber Miitze gesehen hat,
so konnte er daraus (analog zu Attos und Bilbos obigen Uberlegungen) schliessen,
dass seine eigene Miitze butterblumengelb ist, und beim ersten Lauten aus dem
Saal gehen. Da Coco das aber nicht getan hat, muss er noch einen weiteren Wichtel
mit butterblumengelber Miitze sehen, und dieser weitere Wichtel kann nur Chico
selbst sein. Daher verldsst Chico nun beim zweiten Lauten den Saal. Mit ihm gehen
Coco und Cambo (die sich die Situation symmetrisch durchgedacht haben) und drei
weitere Dreiergruppen von Wichteln mit dotterblumengelben, schliisselblumengelben
und sonnenblumengelben Miitzen.

Was passiert vor dem dritten Liauten? Dondo sieht, dass Darko, Dezzo und Duffo die
einzigen anderen Wichtel mit karmesinroten Miitzen im Saal sind. Warum ist Darko
nicht schon beim zweiten Lauten aus dem Saal gegangen? Falls Darko nur zwei
weitere Wichtel mit karmesinroten Miitzen gesehen hat, so konnte er daraus (analog
zu Chicos obigen Uberlegungen) schliefien, dass seine eigene Miitze karmesinrot ist,
und beim zweiten Lauten aus dem Saal gehen. Da Darko das nicht getan hat, muss

49



er noch einen weiteren Wichtel mit karmesinroter Miitze sehen, und dieser weitere
Wichtel muss Dondo sein. Dondo verldsst daher den Saal, und mit ihm gehen Darko,
Dezzo und Duffo.

Und so weiter, und so fort. Wenn sich zu Anfang des Spiels genau & Wichtel mit der
selben fixen Miitzenfarbe im Saal befinden, so verldsst diese Gruppe beim (k —1)-ten
Lauten des Weihnachtsmanns geschlossen den Saal. Die folgende Tabelle listet die
Anzahl der Wichtel auf, die bis zum dreizehnten Lauten den Saal verlassen.

Runde | Kommentar Anzahl
1. Lauten || fiinf Wichtelpaare: 5 x 2 10
2. Lauten | vier Blumengelbtone: 4 x 3 12
3. Lauten | karmesinrot: 1 x 4 4
4. Lauten || kaktusgriin: 1 x 5 5)
5. Lauten || aquamarinblau: 1 x 6 6
6. Lauten | goldorange: 1 x 7 7
7. Lauten | bernsteinbraun: 1 x 8 8
8. Lauten | muschelgrau: 1 x 9 9
9. Lauten | niemand: 0 x 10 —
10. Lauten || niemand: 0 x 11 —
11. Lauten || niemand: 0 x 12 —
12. Lauten | niemand: 0 x 13 —
13. Lauten | weif, schwarz: 2 x 14 28

Nach dem dreizehnten Lauten haben also genau 89 der insgesamt 126 Wichtel den
Saal verlassen, sodass sich 37 Wichtel im Saal befinden. Da jede noch im Saal vor-
handene Miitzenfarbe mindestens 15-mal auftreten muss, haben entweder alle 37
verbleibenden Wichtel die selbe Miitzenfarbe oder es gibt zwei Miitzenfarben fiir
15 4+ 22 oder 16 + 21 oder 17 + 20 oder 18 + 19 Wichtel. Da es insgesamt aber nur
sieben Runden gibt, in denen niemand den Saal verldsst, kann die Tabelle nur auf
folgende Art vervollstandigt werden.

Runde || Kommentar Anzahl

14. Liuten || niemand: 0 x 15 —
15. Lauten || niemand: 0 x 16 —
16. Lauten || niemand: 0 x 17 —
17. Lauten | sandsteinfarben: 1 x 18 18
18. Léauten | honigfarben: 1 x 19 19

Alles in allem gibt es daher genau N = 18 Runden. Somit ist Antwort #2 korrekt.

20



11 Arbeit statt Rute

Autor: Olga Heismann, Achim Hildenbrandt
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11.1 Aufgabe

Aufgrund einer neuen EU-Richtlinie sollen bose Kinder in diesem Jahr das erste Mal
eine letzte Chance erhalten, ihr Verhalten zu bereuen um doch noch am heiligen
Abend vom Weihnachtsmann reich beschenkt zu werden. Voraussetzung dafiir ist,
dass sie ihren Eltern bei der Vorbereitung des Weihnachtsfests tatkriftig zur Hand
gehen. Leider wurde diese Richtlinie allerdings so kurzfristig beschlossen, dass es nicht
mehr moglich war, die betroffenen Kinder und Eltern umfassend iiber die Medien zu
informieren, sodass sie jetzt personlich von Wichteln des Weihnachtsmanns besucht
werden miissen.

Im Ort Komb an der Opt ist dabei der Wichtel Tee Vau Peh fiir die bésen Kinder
zustéandig. Deren gibt es dort acht an der Zahl, namlich Chantal, Justin, Lisa, Kirsten,
Natalie, Peter, Roland und Stefan. Die Kinder waren allerdings nicht alle gleich bose,
was sich aus Gerechtigkeitsgriinden auch in der Léange der Strafarbeit niederschlagen
soll. Die Reihenfolge der Kinder von “am bdsesten gewesen” nach “am wenigsten
bose gewesen” ist: Kirsten, Natalie, Stefan, Lisa, Chantal, Roland, Justin, Peter.
Tee Vau Peh soll nun mit einem Schlitten vom Weinachtsmann-Logistik-Zentrum
(WLZ), welches sich siidlich von Komb an der Opt befindet, zu jedem Kind genau
1x reisen und ihm eindringlich ins Gewissen reden, sodass es die Strafarbeit auch
wirklich erledigt. Nach getaner Arbeit soll er den Rentierschlitten dann wieder im
WLZ abstellen. Da, wie schon erwahnt, die Kinder alle unterschiedlich lang arbeiten
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sollen und die Zeit bis zum Weihnachtsabend schon sehr knapp ist, sollen die bésen
Kinder moglichst als erstes besucht werden, sodass sie frither anfangen zu arbeiten
als solche, die sich nicht ganz so schlimm benommen haben.

Damit Tee Vau Peh diese Vorgabe in der Besuchsreihenfolge auch umsetzt, bekommt
er vom Weihnachtsmann fiinf Schokoladenstiicke fiir jedes Paar Kinder (A,B) bei dem
er A vor B besucht und A boser als B war. Wenn er also beispielsweise das schlimmste
von allen Kindern gleich am Anfang seiner Tour besucht, bekommt er damit schon
7 -5 = 35 Schokoladenstiicke. Leider muss er allerdings auch das Rentier wieder mit
Schokoladenstiicken fiittern, da es sich sonst nicht vom Fleck bewegt. Die Anzahl der
notigen Schokoladenstiicke, um von einem Ort zum anderen zu kommen siehst du in
der folgenden Tabelle (und fiir die Hauser der Kinder auch auf der obigen Karte).

WLZ C. J. L. K. N. P. R. S
WLZ 0 17 18 15 8 14 10 8 12
Chantal 17 0 4 15 13 21 7 10 24
Justin 8 4 0 12 12 18 8 12 23
Lisa 15 15 12 0 6 3 11 16 13
Kirsten 8§ 13 12 6 0 &8 6 10 11
Natalie 14 21 18 3 8 0 14 18 7
Peter 00 v & 11 6 14 0 5 17
Roland g§ 10 12 16 10 18 5 0 18
Stefan 12 24 23 13 11 7 17 18 0

Da der Schlitten iiber ausreichend Reserve-Schokostiickchen fiir die Erndhrung des
Rentiers verfiigt, ist es egal, wenn der Wichtel zwischendurch im Schokominus ist.
Abgerechnet wird erst am Schluss der Tour.

Da Tee Vau Peh etwas verfressen ist, mochte er natiirlich am Ende seiner Tour
moglichst viele Schokoladenstiicke fiir sich behalten. Dummerweise ist die Zeit knapp
und Tee Vau Peh ist dank extensiven Glithweingenusses leider nicht mehr in der La-
ge, sich schnell den optimalen Weg fiir dieses Problem zu iiberlegen. Hilf ihm dabei!
Wie viele Schokoladenstiicke kann er am Ende héchstens haben?

Antwortmoglichkeiten:

1. 37
2. 39
3. 43
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6. 51
7. 952

10. 88

Projektbezug:

Das Target Visitation Problem (TVP) ist ein kombinatorisches Optimierungspro-
blem, welches beispielsweise bei der effizienten Versorgung von Katastrophengebie-
ten eine Rolle spielt und derzeit an der Universitdt Heidelberg erforscht wird. Der
Wichtel in dieser Aufgabe muss ein solches Problem losen.
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11.2 Losung

Antwort Nummer 8 ist richtig.

Mit der Reihenfolge WLZ, Kirsten, Stefan, Natalie, Lisa, Chantal, Justin, Peter,
Roland, WLZ. benétigt das Rentier 69 Schokoladenstiickchen und es werden 25 Paare
von Kindern in der richtigen Reihenfolge besucht. Das ergibt fiir Tee Vau Peh 25-5—
69 = 56 Schokoladenstiickchen und alle kleineren Antwortmdoglichkeiten 1-7 fallen
weg.

Der Rentierschlitten muss an jedem der Orte ein Mal ankommen. Dazu benétigt er
mindestens 45 Schokoladenstiickchen, weil die Strecken mit dem kleinsten Schokola-
denverbrauch wie folgt sind: zu WLZ (von Kirsten) 8, zu Chantal (von Justin) 4, zu
Justin (von Chantal) 4, zu Lisa (von Natalie) 3, zu Kirsten (von Lisa) 6, zu Nata-
lie (von Lisa) 3, zu Peter (von Roland) 5, zu Roland (von Peter) 5, zu Stefan (von
Natalie) 7. Wenn alle Kinder in der richtigen Reihenfolge besucht werden, bekommt
Tee Vau Peh vom Weihnachtsmann

7-54+6-54+...4+1-5=140

Schokoladenstiickchen. Damit kann es keine Losung geben, bei der der Wichtel mehr
als 140 — 45 = 95 Schokoladenstiickchen bekommt.

140 Schokoladenstiicke Belohnung bekommt der Wichtel allerdings nur, wenn er die
Kinder genau in der Reihenfolge ihrer Boshaftigkeit besucht. Dann allerdings hat er
Wegkosten von 91 und behélt am Ende nur 49 Schokoladenstiicke. Auch 135 Scho-
koladenstiicke kann er nur sehr selten bekommen, nédmlich genau dann, wenn er die
Kinder in der Reihenfolge besucht, die im wesentlichen der Boshaftigkeit entspricht,
bei der aber genau ein Mal ein Kind genau vor dem néchstschlimmeren besucht wird.
Dalfiir gibt es sieben Moglichkeiten. Allerdings sind in allen diesen Féllen die Wegkos-
ten viel hoher als 45 (82, 84, 84, 92, 96, 101 und 108). Wir kénnen die Abschitzung
140 — 45 also verbessern zu 130 — 45 = 85.

Daher fallen die Antwortmoglichkeiten 9 und 10, die groflere Gewinne als 85 verspre-
chen, auch weg. Richtig ist also Antwort 8.
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12 Milch

Autor: Haio Broersma, Rudi Pendavingh

12.1 Aufgabe

Der Grinch und Knecht Ruprecht teilen unter einander vier Fésser mit je 40 Li-
tern Milch auf. Der Grinch gibt Ruprecht zunéchst vier Gutscheine, von denen zwei
mit dem Wort LINKS und zwei mit LINKS-ODER-RECHTS beschriftet sind. Der
Aufteilungsprozess geht iiber vier Runden.

Zu Beginn der k-ten Runde (k = 1,2, 3, 4) teilt der Grinch die Milch des k-ten Fasses
auf einen linken und einen rechten Bottich (je 401 grof) vollstéindig auf. Knecht
Ruprecht sieht sich die beiden Bottiche genau an und iibergibt dem Grinch dann
einen seiner Gutscheine. Wenn Ruprecht einen Gutschein mit dem Wort LINKS-
ODER-RECHTS iibergibt, so darf er einen der beiden Bottiche beliebig auswéhlen.
Wenn Ruprecht den Gutschein mit dem Wort LINKS iibergibt, so muss er den linken
Bottich wihlen. Ruprecht entnimmt dann die komplette Milch aus dem gewéhlten
Bottich, und der Grinch die aus dem anderen Bottich.
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Der Grinch und Knecht Ruprecht treffen in jeder Runde die fiir sie bestmoglichen
Entscheidungen. Wieviele Liter Milch kann sich Knecht Ruprecht sichern?

Antwortmoglichkeiten:

1. 72 Liter
2. 71 Liter
3. 70 Liter
4. 69 Liter
5. 68 Liter
6. 67 Liter
7. 66 Liter
8. 65 Liter
9. 64 Liter
10. 63 Liter
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12.2 Losung

Antwort Nummer 8 ist richtig

Diese Aufgabe 16st man am besten, indem man sie riickwérts angeht und sie vom
Ende aus (wo nur noch ein Gutschein iibrig ist) bis zum Anfang (wo noch alle vier
Gutscheine verfiigbar sind) durchdenkt. Beginnen wir also mit der vierten und letzten
Runde:

(4a) Falls Ruprecht noch einen LINKS Gutschein hat, so schiittet der boshafte Grinch
natiirlich den gesamten Inhalt des vierten Fasses in den rechten Bottich. Ruprecht
muss den leeren linken Bottich wéhlen und erhélt 0 Liter Milch.

(4b) Falls Ruprecht noch einen LINKS-ODER-RECHTS Gutschein hat, wird Ru-
precht sich auf jeden Fall den volleren Bottich nehmen. Der Grinch gibt daher je 20
Liter in beide Bottiche, und Ruprecht erhélt genau 20 Liter Milch.

Die Analyse der dritten Runde baut auf unsere Ergebnisse (4a) und (4b) auf. Die
vom Grinch in dieser Runde in den linken Bottich gegebene Milchmenge bezeichnen
wir mit z.

(3a) Falls Ruprecht noch zwei LINKS Gutscheine hat, so schiittet der Grinch das
gesamte Fass in den rechten Bottich und setzt x = 0. Insgesamt erhélt Ruprecht
dann aus dritter und vierter Runde (siehe 4a) genau 0 Liter Milch.

(3b) Falls Ruprecht noch zwei LINKS-ODER-RECHTS Gutscheine hat, so kann er
sich den volleren Bottich nehmen. Der Grinch gibt daher je 20 Liter in beide Bottiche.
Insgesamt erhilt Ruprecht aus dritter und vierter Runde (siche 4b) 40 Liter Milch.
(3c) Falls Ruprecht noch einen LINKS und einen LINKS-ODER-RECHTS Gutschein
hat, unterscheiden wir zwei Fille fiir x. Wenn x > 10, dann nimmt Ruprecht den
linken Bottich mit dem LINKS Gutschein; er erhélt dann aus der dritten Runde und
aus (4b) mindestens x + 20 > 30 Liter Milch. Wenn z < 10, dann nimmt Ruprecht
den rechten Bottich mit dem LINKS-ODER-RECHTS Gutschein; er erhélt dann aus
der dritten Runde 40 — z > 30 Liter Milch und 0 Liter aus (4a). Ruprecht kann sich
also auf jeden Fall 30 Liter Milch aus dritter und vierter Runde sichern. Und der
Grinch wahlt natiirlich x = 10, sodass Ruprecht nicht mehr als 30 Liter bekommt.

Die Analyse der zweiten Runde baut auf unsere Ergebnisse (3a), (3b) und (3c) auf.
Die vom Grinch in den linken Bottich gegebene Milchmenge bezeichnen wir mit .
(2a) Angenommen, Ruprecht hat noch einen LINKS-ODER-RECHTS und zwei LINKS
Gutscheine. Wenn y > 5, so nimmt Ruprecht den linken Bottich mit einem LINKS
Gutschein; zusammen mit (3c) sichert er sich so y + 30 > 35 Liter Milch. Wenn
y < 5, so nimmt Ruprecht den rechten Bottich mit dem LINKS-ODER-RECHTS
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Gutschein; zusammen mit (3a) sichert er sich 40 — y > 35 Liter Milch. Ruprecht
kann sich also in beiden Féllen 35 Liter Milch sichern. Der Grinch kann mit y = 5
verhindern, dass Ruprecht mehr als 35 Liter bekommt.

(2b) Angenommen, Ruprecht hat noch einen LINKS und zwei LINKS-ODER-RECHTS
Gutscheine. Wenn y > 15, so nimmt Ruprecht den linken Bottich mit dem LINKS
Gutschein; zusammen mit (3b) sichert er sich so y + 40 > 55 Liter Milch. Wenn
y < 15, so nimmt Ruprecht den rechten Bottich mit einem LINKS-ODER-RECHTS
Gutschein; zusammen mit (3c) sichert er sich (40 — y) + 30 > 55 Liter Milch. Ru-
precht kann sich also in beiden Féllen 55 Liter Milch sichern, und der Grinch kann
mit y = 15 jedes bessere Resultat fiir Ruprecht verhindern.

Schlussendlich analysieren wir die erste Runde, in der der Grinch z Liter Milch
in den linken Bottich tut. Wenn z > 10, nimmt Ruprecht den linken Bottich mit
einem LINKS Gutschein; zusammen mit (2b) garantiert ihm das z + 55 > 65 Liter
Milch. Wenn z < 10, nimmt Ruprecht den rechten Bottich mit einem LINKS-ODER-
RECHTS Gutschein; zusammen mit (2a) garantiert ihm das (40 — z) 4+ 35 > 65 Liter
Milch. Ruprecht kann sich also auf jeden Fall 65 Liter Milch sichern. Der Grinch
kann mit z = 10 verhindern, dass Ruprecht mehr als 65 Liter bekommt.

Zusammengefasst: Ruprecht sichert sich 65 Liter Milch, und Antwort #8 ist korrekt.
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13 Wunschzetteloptimierung

Autor: Yann Disser, Max Klimm, Sebastian Stiller

13.1 Aufgabe

Geschenke gibt’s fiirs Bravsein. Aber es hilft auch, wenn man seine Wunschliste klug
sortiert. Je nachdem wie brav ein Kind war, reserviert der Weihnachtsmann unter-
schiedlich viel Gewicht auf seinem Schlitten fiir die Geschenke dieses Kindes. Der
Weihnachtsmann packt innerhalb dieses Gewichtsrahmens in der Reihenfolge des
Wunschzettels, d.h. er probiert zunéchst den ersten Gegenstand auf der Liste einzu-
packen, danach den zweiten und so weiter bis zum Ende der Liste. Immer wenn ein
Gegenstand vom Gewicht her noch dazu kann, 14dt er ihn unwiderruflich auf. Andern-
falls wird der Gegenstand unwiderruflich nicht eingepackt, und der Weihnachtsmann
macht mit dem néchsten Gegenstand auf der Liste weiter.

Es ist also sehr wichtig, in welcher Reihenfolge man seine Wiinsche auf die Liste
setzt. Dabei gibt es zwei Probleme. Erstens weifl kaum jemand, fiir wie brav einen
der Weihnachtsmann héalt, d.h. wie viel Gewicht man reserviert bekommt. Zweitens
hat jedes Geschenk ein festes Gewicht, nach dem sich der Weihnachtsmann richtet,
und einen festen Wert, um den es den Kindern geht. (Man will schliefilich nicht
besonders schwere, sondern besonders schone Geschenke.)

60



Basti, Moritz, Paula, Vera und Ruprecht wiinschen sich dieses Jahr alle die glei-
chen Gegenstiande zu Weihnachten. Jeder von ihnen hat seine eigene Strategie, die
Reihenfolge dieser Gegensténde auf seinem Wunschzettel zu bestimmen:

e Basti sortiert die Gegenstéinde absteigend nach Wert.
e Moritz sortiert die Gegenstéinde aufsteigend nach Gewicht.
e Paula sortiert die Gegensténde absteigend nach Gewicht.

e Vera berechnet fiir jeden Gegenstand die sogenannte Dichte, d.h. Wert geteilt
durch das Gewicht, und sortiert dann die Gegenstédnde absteigend nach Dichte.

e Ruprecht kennt das Gewicht, das ihm zugeteilt wird, und schreibt den Wunsch-
zettel so, dass der Gesamtwert der ihm zukommenden Geschenke maximal ist.

Der Weihnachtsmann findet alle fiinf gleich brav, d.h. fiir jeden ist das gleiche Gewicht
reserviert. Welche der folgenden Aussagen ist auf jeden Fall korrekt, egal welche
Gegensténde sich die Fiinf wiinschen und wie grof§ das reservierte Gewicht ist?

Antwortmoglichkeiten:

1. Der Gesamtwert von Bastis Geschenken ist mindestens so grof§ wie jeweils der
von Moritz, Paula und Vera.

2. Der Gesamtwert von Moritz’ Geschenken ist mindestens so grofl wie jeweils der
von Basti, Paula und Vera.

3. Der Gesamtwert von Paulas Geschenken ist mindestens so grofl wie jeweils der
von Basti, Moritz und Vera.

4. Der Gesamtwert von Veras Geschenken ist mindestens so grof§ wie jeweils der
von Basti, Moritz und Paula.

5. Der Gesamtwert von Bastis Geschenken ist mindestens ein Viertel des Gesamt-
werts von Ruprechts.

6. Der Gesamtwert von Moritz’ Geschenken ist mindestens ein Viertel des Ge-
samtwerts von Ruprechts.

61



10.

Der Gesamtwert von Paulas Geschenken ist mindestens ein Viertel des Gesamt-
werts von Ruprechts.

Der Gesamtwert von Veras Geschenken ist mindestens ein Viertel des Gesamt-
werts von Ruprechts.

Wenn alle Geschenke die gleiche Dichte haben, ist der Gesamtwert der Geschen-
ke von Basti und Paula jeweils mindestens halb so grof§ wie der von Ruprecht.

Wenn alle Geschenke die gleiche Dichte haben, ist der Gesamtwert der Ge-
schenke von Moritz mindestens halb so grofl wie der von Ruprecht.

62



13.2 Losung

Nummer 9 ist richtig.

Zu Weihnachten schicken alle Kinder dem Weihnachtsmann ihren Wunschzettel mit
einer Liste von Gegenstédnden. Der Weihnachtsmann packt fiir jedes Kind einen Sack,
dessen Grofle davon abhéngt, wie brav das Kind im vergangenen Jahr war. Die
Wunschliste wird dabei in Reihenfolge abgearbeitet, das heifit, der Weihnachtsmann
versucht zunéchst den ersten Gegenstand auf der Liste einzupacken, danach den
zweiten, und so weiter bis zum Ende der Liste. Immer wenn ein Gegenstand in
den Sack passt, bleibt er im Sack, andernfalls wird er nicht eingepackt und der
Weihnachtsmann macht mit den anderen Gegenstidnden der Liste weiter. (Wir gehen
hier vereinfachend davon aus, dass sowohl die Griofle des Sackes als auch die Grofe
der Gegenstédnde durch eine natiirliche Zahl beschrieben werden und dass eine Menge
von Gegenstédnden genau dann in den Sack passt, wenn die Summe der Groien kleiner
gleich der GroBe des Sackes ist.)

Sie kennen die Grofle und den Wert der Gegenstéande, wissen aber nicht, wie grof3 der
Sack sein wird, den der Weihnachtsmann fiir sie auswéhlt. Natiirlich wollen die Fiinf
den Gesamtwert aller Gegenstéinde in ihrem jeweiligen Geschenkesack maximieren.
Wir nehmen an Basti, Moritz, Paula, Vera und Ruprecht bekommen dieses Jahr
einen Sack gleicher Grofle, wir geben von den Gegensténden (Wert, Grofie) an.

Antwortmoglichkeiten:

1. Der Gesamtwert von Bastis Geschenken ist mindestens so grofi wie jeweils der
von Moritz, Paula und Vera.
Nein, bei (3,3),(2,2),(2,2) und Kapazitilt 4 erhdlt Basti 3, aber Moritz 4

2. Der Gesamtwert von Moritz’ Geschenken ist mindestens so grofy wie jeweils der
von Basti, Paula und Vera.
Nein, bei (1,1),(2,2) und Kapazitit 2 erhédlt Moritz 1, aber Basti 2

3. Der Gesamtwert von Paulas Geschenken ist mindestens so grofl wie jeweils der
von Basti, Moritz und Vera.
Nein, bei (3,3),(2,2),(2,2) und Kapazitilt 4 erhélt Paula 3, aber Moritz 4

4. Der Gesamtwert von Veras Geschenken ist mindestens so grofl wie jeweils der
von Basti, Moritz und Paula.
Nein, bei (2,1),(3,3) und Kapazitilt 3 erhélt Vera 2, aber Basti 3
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10.

. Der Gesamtwert von Bastis Geschenken ist mindestens ein Viertel des Gesamt-

werts von Ruprechts.
Nein, bei (6,6),(5,1),(5,1),(5,1),(5,1),(5,1) und Kapazitit 6 erhélt Basti 6, Ru-
precht aber 25

. Der Gesamtwert von Moritz’ Geschenken ist mindestens ein Viertel des Ge-

samtwerts von Ruprechts.
Nein, bei (1,1),(5,5) und Kapazitéit 5 erhdlt Moritz 1, Ruprecht aber 5

Der Gesamtwert von Paulas Geschenken ist mindestens ein Viertel des Gesamt-
werts von Ruprechts.
Nein, bei (1,2),(5,1) und Kapazitéit 2 erhédlt Paula 1, Ruprecht aber 5

. Der Gesamtwert von Veras Geschenken ist mindestens ein Viertel des Gesamt-

werts von Ruprechts.
Nein bei (1,1),(5,6) und Kapazitit 6 erhélt Vera 1, Ruprecht aber 5

9

Wenn alle Geschenke die gleiche Dichte haben, ist der Gesamtwert der Geschen-
ke von Basti und Paula jeweils mindestens halb so groff wie der von Ruprecht.
Ja. In den Extremfillen (es kann kein Geschenk oder es konnen alle Geschenke
geladen werden) haben alle den selben Wert. Im allgemeinen Fall nutzen Basti
und Paula mindestens die Hélfte der moglichen Ladekapazitdt. Entweder das
schwerste Geschenk nutzt iiber die Halfte der Ladekapazitéit oder es kann im-
mer noch ein néchst leichteres geladen werden.

Wenn alle Geschenke die gleiche Dichte haben, ist der Gesamtwert der Ge-
schenke von Moritz mindestens halb so grofl wie der von Ruprecht.
Nein, siehe oben
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14 Xmasium

Autor: Rudi Pendavingh, Frits Spieksma

14.1 Aufgabe

Im Forschungslabor des Weihnachtsmanns wurde ein neues chemisches Element ent-
deckt und (in Anlehnung an die berithmten Elemente Rubidium, Césium und Franci-
um) auf den Namen Xmasium getauft. Knecht Ruprecht hat einige Xmasium-Atome
auf die Zahlengerade gelegt und ihr Verhalten beobachtet:

e Liegt ein Xmasium-Atom auf der Zahl m, so kann es sich in zwei neue Xmasium-
Atome spalten, die dann auf den Zahlen m — 1 und m + 1 zu liegen kommen.

e Liegen zwei Xmasium-Atome auf den Zahlen n — 1 und n + 1, so kénnen die
beiden in ein einziges Atom verschmelzen, das dann auf der Zahl n zu liegen
kommt.
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Die Xmasium-Atome sind so winzig klein, dass auf jedem Punkt der Zahlengeraden
ausreichend Platz fiir beliebig viele Atome ist. Knecht Ruprecht legt nun ein einziges
Xmasium-Atom auf die Zahl 0, ldsst die gesamte restliche Zahlengerade vollig leer
und geht in die Kantine Mittag essen. Als er zuriickkommt, findet er zu seinem Er-
staunen wieder nur ein einziges Xmasium-Atom auf der Zahlengeraden vor, das aber
auf einer ganzen Zahl z mit 21 < z < 29 liegt. Die Frage lautet: Welchen Wert hat
diese Zahl 27

Antwortmoglichkeiten:

1. z=21
2. 2 =22
3. 2=23
4. z=24
5. 2 =125
6. z =26
7. 2=27
8. z=28
9. 2=29

10. Aus den Angaben kann man den Wert von z nicht schliissig ableiten.
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14.2 Losung

Antwort Nummer 4 ist richtig

Nur Antwort #4 mit z = 24 ist richtig.

In der Abbildung [ sehen wir, wie ein Xmasium-Atom von der Zahl 0 zur Zahl
6 wandern kann. Wiederholt man diese Prozedur drei weitere Male (und jeweils
geeignet verschoben), so wandert das Atom zunéchst weiter nach 12, dann nach 18,
und schlieBlich nach 24. Die Situation mit z = 24 ist daher tatsédchlich erreichbar.

112134 |5|6]|7 Kommentar

0 spaltet sich

1 spaltet sich

2 spaltet sich

3 spaltet sich

4 spaltet sich

5 spaltet sich

6 spaltet sich

5 spaltet sich

4 spaltet sich

1 und 3 verschmelzen
0 und 2 verschmelzen
-1 und 1 verschmelzen
0 und 2 verschmelzen
1 und 3 verschmelzen
2 und 4 verschmelzen
3 und 5 verschmelzen
4 und 6 verschmelzen
5 und 7 verschmelzen
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Abbildung 4: Wie ein Xmasium-Atom von 0 nach 6 wandert. Zellen mit Eintrag
X enthalten ein einziges Xmasium-Atom und Zellen mit Eintrag * enthalten zwei
Xmasium-Atome.

Fiir eine vollstédndige Losung miissen wir noch zeigen, dass keine der anderen acht
aufgelisteten Situationen erreichbar ist. Dafiir geben wir zwei Argumente an.

Das erste Argument untersucht zunichst die Anzahl A, von Xmasium-Atomen
auf ungeraden Zahlen und die Anzahl A, von Atomen auf geraden Zahlen. Wir

67



behaupten, dass der Hilfswert A, — A, + 2 immer durch 3 teilbar ist: Am Anfang
liegt ein einziges Xmasium-Atom auf der (geraden) Zahl 0, sodass A, = 1 und 4, =0
und somit A, — A, +2 = 3 gilt. Wenn sich ein Atom auf einer geraden Zahl spaltet, so
wird dadurch A, um 1 verringert und gleichzeitig A, um 2 erhoht; der neue Hilfswert
(A, —1)— (A, +2)+2= (A, — A, +2) — 3 ist daher wieder durch 3 teilbar. Analog
kann man sich die Félle durchdenken, in denen sich ein Atom auf einer ungeraden
Zahl spaltet oder in denen zwei Atome verschmelzen.

Als néchstes betrachten wir die Anzahl By (bzw. Bs) von Xmasium-Atomen auf
Zahlen, die bei Division durch 3 den Rest 1 (bzw. 2) lassen. Wir behaupten, dass der
Hilfswert B; — B, immer gerade ist: Am Anfang liegt ein einziges Xmasium-Atom
auf 0, sodass By = By = 0 gilt und B; — By gerade ist. Spaltet sich ein Atom auf
einer durch 3 teilbaren Zahl, so erhohen sich B; und By jeweils um 1, sodass der
Hilfswert unverédndert bleibt. Spaltet sich ein Atom auf einer Zahl der Form 3k + 1,
so verringert B sich um 1 und erhoht B, sich um 1; der Hilfswert verringert sich um
2 und bleibt gerade. Analog kann man sich die restlichen Fille von Spaltungen und
Verschmelzungen durchdenken.

Wie sieht es nun mit den neun moglichen Werten von z aus? Da am Ende nur noch
ein einziges Atom iibrig ist, muss entweder A; =0 und A, =1 (mit A, —A,+2=1)
gelten, oder A; = 1 und A, = 0 (mit A, — A, + 2 = 3); wir schlussfolgern, dass z
durch 2 teilbar sein muss. Fiir die Endwerte von B; und Bs sieht man leicht, dass
By = By = 0 gelten muss; wir schlussfolgern, dass z durch 3 teilbar sein muss. Unter
den angegebenen Zahlen ist nur z = 24 sowohl durch 2 als auch durch 3 teilbar.

Das zweite Argument betrachtet die komplexe Zahl x = %(1 + V/314), die die
Gleichungen 23 = —1 und 2% = 1 erfiillt und somit eine sechste Einheitswurzel
ist. Man rechnet leicht die folgenden Fakten nach: 2% = 1, und 2%+ = 2, und
2%+2 = 22 und 253 = —1, und 2%%** = —2, und 2%+ = —22. Da z auch die

Gleichung x = 1 + 22 erfiillt, gilt insbesondere
" = g4 g™t fiir alle ganzen Zahlen n.

Wir weisen nun jedem auf der Zahl n liegenden Atom das Potenzial P(n) = z" zu,
und wir definieren das Potenzial einer Menge A von Atomen als die Summe der
Einzelpotenziale aller Atome in A. Da 2" = 2"~ 4 2"+ gilt, lassen Atomspaltungen
und Atomverschmelzungen das Potenzial einer Situation unverdandert. Das Potenzial
der Anfangssituation mit einem Xmasium-Atom auf der Zahl 0 betrigt 2 = 1. Das
Potenzial der Situationen mit z = 21 und z = 27 betridgt —1 # 1; das Potenzial der
Situationen mit z = 22 und z = 28 betrigt —x # 1; das Potenzial der Situationen
mit z = 23 und z = 29 betrigt —2? # 1; das Potenzial der Situation mit z = 25
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betrigt x # 1 und das Potenzial der Situation mit z = 26 betrigt 22 # 1. Daher ist
keine dieser acht Situationen von der Anfangssituation aus erreichbar.
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15 Kaninchen

Autor: Cor Hurkens, Gerhard Woeginger

15.1 Aufgabe

Knecht Ruprecht hat sein grofles, rechteckiges Kaninchengehege durch vier waage-
rechte und vier senkrechte Gitterzdune in 25 kleinere, rechteckige Gehege unterteilt.
Jeder Gitterzaun reicht von einer Seite des Geheges bis zur gegeniiberliegenden Seite.
Das folgende Bild gibt die Form der Aufteilung und die Flidchen von einigen dieser
kleineren Gehege an (Achtung! Das Bild ist nicht mafistabsgetreu!)
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39 30

24 X
26 (16

35| Y |42

22 Z

Ruprecht kratzt sich am Kopf und fragt sich: Kann man aus den bekannten Flacheninhalten
die drei Flichen X, Y und Z berechnen?
Antwortmoglichkeiten:

1. Ja, sicher: X =25 Y =27, Z = 32.

2. Ja, sicher: X =26,Y =28, Z = 33.

3. X =26 und Y = 27, aber Z kann man aus den Angaben nicht bestimmen.
4. X =26 und Z = 32, aber Y kann man aus den Angaben nicht bestimmen.
5. Y =28 und Z = 32, aber X kann man aus den Angaben nicht bestimmen.
6. X =25, aber Y und Z kann man aus den Angaben nicht bestimmen.

7. Y =28, aber X und Z kann man aus den Angaben nicht bestimmen.

8. Z =33, aber X und Y kann man aus den Angaben nicht bestimmen.

9. Aus den Angaben kann keine der drei Flichen X, Y und Z bestimmt werden.

10.  Aus den Angaben kann man nur herleiten, dass X, Y, Z gleich grof3 sind.
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15.2 Losung

Die richtige Antwort ist Nummer 8

Die korrekte Antwort ist #8. Die folgende Abbildung bezeichnet die fiinf horizonta-
len Léngen der kleinen Gehege mit a,b,c,d, e und ihre fiinf vertikalen Langen mit
s, t,u,v,w. Wir fassen nun das Produkt acdestuw auf zwei verschiedene Arten zu-
samimen:

22-42-26-30 = (as)(ct)(du)(ew) = (at)(cw)(eu)(ds) = 35-39-16 72

Daraus erhalten wir den Wert Z = 33.

24 X
26 (16

s | 22 Z
a b ¢ d e

Wie sieht es nun mit den Fldchen X und Y aus? Eine mogliche Teilbelegung unserer
zehn Variablen ist @ = 65/6, ¢ = 13, d = 65/4, e = 10, s = 132/65, t = 42/13,
u = 8/5, w = 3 (wobei b und v unbelegt bleiben). Diese Teilbelegung ergibt die
korrekten Fldchen 39, 30, 26, 16, 35, 42 und 22, und legt auBlerdem alle im folgenden
Bild mit einem Stern markierten Flachen fest:
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Wenn wir die Teilbelegung nun mit b = 1 und v = 24 vervollstédndigen, so hat jede
bekannte Zelle den korrekten Fldcheninhalt und es gilt X = 240 und Y = 42/13.
Wenn wir die Teilbelegung hingegen mit b = 3 und v = 8 vervollstdndigen, so hat
zwar wieder jede bekannte Zelle den korrekten Fldcheninhalt, aber es gilt auf einmal
X = 80 und Y = 126/13. Folglich konnen die beiden Fldchen X und Y aus den
Angaben nicht exakt bestimmt werden.
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16 Das Verwaltungsbiirl des Marko V.

Autor: M. Liero, A. Glitzky

16.1 Aufgabe

ERTANARURNA

In der Adventszeit ist im Verwaltungsbiiro des Weihnachtsmanns versténdlicherweise
viel los. An zehn Arbeitsplidtzen bearbeiten Elfen Anfragen, Bestellungen und Last-
Minute-Wunschlisten.

Wie in Verwaltungen {iblich werden hier die Dokumente, deren Anzahl die der
Schreibtische weit iibersteigt, am Arbeitsplatz gestempelt und dann einfach von
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einem Schreibtisch auf den néchsten geschoben. Dabei ldsst sich Folgendes beob-
achten: Am Arbeitsplatz ¢ geht ein Dokument mit Wahrscheinlichkeit ¢; zum linken
und mit Wahrscheinlichkeit r; zum rechten Nachbarn. Insbesondere bleibt es also zur
Selbstkontrolle mit Wahrscheinlichkeit b; = 1 — ¢; — r; am iten Arbeitsplatz. Da der
erste Arbeitsplatz keinen linken und der letzte keinen rechten Nachbarn hat, gilt hier
51 =Ti0 = 0.

Zu Beginn des Arbeitstages liegen auf jedem Schreibtisch gleich viele Unterlagen. Im
Minutentakt werden nun die Dokumente nach dem obigen Schema munter verschoben
Dabei bleibt die Anzahl der Dokumente stets gleich. Ferner beeinflussen sich die
einzelnen Dokumente auf ihrer Reise nicht gegenseitig.

Da die Zeit am Nordpol viel langsamer als im Rest der Welt vergeht, stellt sich
bereits am frithen Nachmittag ein Gleichgewicht ein. Die statistische Verteilung der
Dokumente auf den Schreibtischen &ndert sich nicht mehr. Das heifit, die Wahr-
scheinlichkeit ein bestimmtes Dokument am Platz ¢ zu finden, dndert sich in den
folgenden Schritten nicht mehr.

Der Elf Marko V. arbeitet am neunten Arbeitsplatz und ist ein totaler Workaholic.
Er hat eine Moglichkeit gefunden seine beiden Nachbarn zu manipulieren (vornehm-
lich mit Lebkuchen und Glithwein). Er kann einen Parameter a € [0, 00) zu seinem
Vorteil kontrollieren. Dieser Parameter bestimmt die Ubergangswahrscheinlichkeiten
nach links und rechts in der Form r3 = afy und ry = a/lyy. Fiir die iibrigen
Ubergangswahrscheinlichkeiten gilt r; = 24;44.

Wie muss Marko a wéhlen, damit er sich am Ende des Tages iiber moglichst viele
Dokumente auf seinem Schreibtisch freuen kann?

Antwortmoglichkeiten:
l.a=1
2. a= Y210 -2
3.a=m
4. a=1+2
5. a= g
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9. a=+v2-277
10. a = 10/25 + 1
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16.2 Losung

Die richtige Antwort ist Nummer 9

Unsere Strategie ist Folgende: (i) Wir suchen eine Formel, die die zuféllige Reise
eines Dokuments auf den Schreibtischen beschreibt, (ii) wir leiten eine Formel fiir die
Gleichgewichtsverteilung (p7, ..., pf,) des Dokuments her, und (iii) maximieren die
Wabhrscheinlichkeit p§ = p§(a) fiir den neunten Arbeitsplatz beziiglich des Parameters
a. Das Gesetz der groflen Zahlen liefert uns dann, dass die Anzahl der Dokumente am
neunten Arbeitsplatz durch Mpk p§ gegeben ist (Mpoy ist die Zahl aller Dokumente).
Wir betrachten auf der Menge {1, ..., 10} eine Wahrscheinlichkeitsbedingung (p1, . .., p1o),
d.h., p; gibt die Wahrscheinlichkeit an, ein Dokument auf dem iten Schreibtisch zu
finden. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung nach dem Weiterreichen der Dokumente
ist dann gegeben durch p"™* = F(p), wobei

next

pIo = Laps + bipi

next

P = lig1Diy1 + bipi F riapioa, 1=2,...,9

pivt = + biop1o + rope-
Im Gleichgewicht muss nun gelten p* = F'(p*) (die statistische Verteilung dndert sich
nicht mehr). Benutzen wir die Identitdten by = 1—ry, b; = 1—r;—¢; und byg = 1 —7ryp
erhalten wir damit das Gleichungssytem

0=/lyp;  —711p]
0=Llixpi —1i0;  — lip; + ricaDi_y, 1=2,...,9
0 = — Elgp”f(] + Tgp;;.
Es gilt also
£ k-1 & T'k—1TE—2 rr .

P A Pr—1 00 0y £2p1 ur ) )

Da p* eine Wahrscheinlichkeitsverteilung ist, muss ferner 21190:1 py. = 1 gelten. Benut-

zen wir zusétzlich die Beziehungen ry,_1 /¢, = 2 fiir k = 2,...8 und rg/lg = r9/l190 = a
fihrt dies auf



Der erste Term ist eine endliche geometrische Summe, es gilt also

1 27a

L s a2 T B 1y 2Ty 27

Man tiberpriift leicht, dass p§ = pg(a.) maximal ist, wenn gilt a, = /2 — 277 ~ 1.411.
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17 Probleme bei der Landung mit dem Zauber-
schlitten

Autor: Merlijn Staps

17.1 Aufgabe

Der Weihnachtsmann will mit seinem fliegenden Zauberschlitten auf einer quadra-
tischen Waldlichtung landen. Allerdings behindern ihn dabei zwei auf der Lichtung
stehende Tannen (diese sind als punktformig anzunehmen).

Um landen zu kénnen, braucht der Schlitten ein freies, rechteckiges Gebiet von 10
Quadratmeter Grofle. Da es sich um einen Zauberschlitten handelt, ist es egal, wie
lang die Seiten dieses rechteckigen Gebietes sind. Der Schlitten kann z.B. auf einem
rechteckigen Gebiet von 5 Meter mal 2 Meter landen, aber auch auf einem schmalen
Streifen von 100 Meter mal 10 cm. Die Seiten des Landungsgebietes miissen aber
parallel zu den Réndern der Lichtung verlaufen, und im Landungsgebiet darf keine
Tanne stehen.

Wie grofl muss die quadratische Lichtung mindestens sein, damit der Schlitten in
jedem Fall landen kann, unabhénging davon, wo auf der Lichtung die zwei Tannen
stehen?

Antwortmoglichkeiten:
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10.

10 Quadratmeter

52+ 3) = 2_5\/5 Quadratmeter

20 Quadratmeter

5(24/5) = \/55_2 Quadratmeter

25 Quadratmeter

09+ 5v/2) = 2 Quadratmeter

T 9-5V2

5(34+5) = 333/5 Quadratmeter

10(1 ++/3) = \/?_1 Quadratmeter

20v/2 Quadratmeter

30 Quadratmeter
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17.2 Losung
Die 7. Antwort ist richtig

Wir beweisen also, dass 5(3++/5) = 3_2?/5 Quadratmeter die kleinste mogliche Flache
ist.

Sei a die Seitenlénge der Lichtung.

Wir beweisen erst, dass der Schlitten landen kann, wenn die Fliche a? der Lichtung
grofer ist als 33?/5. Seien Dy = (x1,y1) und Dy = (x9,y2) die Koordinaten der
Tannen. (Die Eckpunkte der Lichtung haben die Koordinaten (0,0), (0,a), (a,0),
(a,a)). Wir nehmen an, dass x; < xs und y; < y» gilt, anderenfalls drehen wir das
Quadrat. Wir betrachten die Rechtecke R; links von D, Ry oberhalb von Dy, und
Rs rechts von D; und unterhalb von D,. Diese drei Rechtecke haben die Flachen
axy, a(a — ys), bzw. (a — x1)ys. Wir zeigen, dass eine dieser Flachen grofler als 10
Quadratmeter ist. Anderenfalls gilt az; < 10, a(a — y2) < 10 und (a — x1)y2 < 10.
Dann ist

10 10 10\° 100
102(a—x1)y22(a——) (a——)z(a——) =a’ —20+ —,
a a a a

also 0 > a*—30a?+100. Es folgt a? < 39+v 92007400 = 30%0‘/‘?’ = 3_2?/5, im Widerspruch
20

zur Voraussetzung a® > 2 Ve

Ist die Fliche a? des Quadrats kleiner als f’ dann wihlen wir D; = a(3= \/g’ 3_\/5)

und Dy = a(\/z_l, %) als Positionen der Tannen. Wir betrachten die Rechtecke

R; unterhalb von D, Ry horizontal zwischen D und Dy, R3 oberhalb von D, und
R4 rechts von D; und unterhalb von D,. Jeder mogliche Landeplatz liegt vollstandig
in einem dieser vier Rechtecke oder im Bild eines dieser Rechtecke bei Spiegelung an
der Geraden y = x. Deshalb geniigt es, zu beweisen, dass jedes dieser Rechtecke eine
Fléche von weniger als 10 Quadratmetern hat.

Die Fliche von R; ist a? (3_2\/5> < 33?/5 . 3—2\/5 = 10.

Die Fliiche von R, ist a2 (ﬁ;l - 3*2\/5) <2 (V5-2) =5(V5 - 1) < 10.

Die Fliche von Rs ist wegen a? (1 — \/52’1) = a? (3 ‘[) gleich der Fliche von R,
also kleiner als 10 Quadratmeter.

2
Die Fliche von Ry ist a? (1 — %) (@) < 333/5 . (\/52—1> = 10.

Also kann der Schlitten nicht landen, wenn die Fliache der Lichtung kleiner ist als
3_2?/5 und die Tannen auf den angegebenen Punkten stehen.
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18 Schwingende Schlitten

Autor: Volker Mehrmann, Lukas Waas

18.1 Aufgabe

Die Startbahn fiir den Weihnachtsschlitten war ja schon immer ein wenig holprig. So
holprig sogar, dass der Schlitten regelméfig in Schwingungen gerét und schon mal
das ein oder andere Paket vom Schlitten rutscht. Die Wichtel diirfen dann in halsbre-
cherischen Aktionen hinter dem Schlitten hersprinten, um die verlorenen Geschenke
wieder auf ihm zu drapieren. Aber Sprintwichtel Bélt kommt langsam in die Jahre
und hat ehrlich gesagt auch genug von den Verfolgungsjagden im Schnee und Eis. Er
bestellt daher ein neuartiges Schwingungsdampfungsgerit, das am Schlitten montiert
werden soll. Die Firma sagt, das Gerét sei bereits perfekt auf das neue Weihnachts-
schlittenmodell eingestellt. Alles konnte so einfach sein und Bolt freut sich auf einen
entspannten 24. Dezember, aber gleich bei der ersten Probefahrt kriegt der Schlitten
einen Schlag und wieder stiirzen alle Pakete vom Postschlitten.

Alle Einstellungen, die die Firma gemacht hat, sind verloren, der Akku hat einen
ordentlichen Schaden erlitten und so kurz vor Weihnachten geht dort niemand mehr
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ans Telefon. Nach langerer Riicksprache mit den Leuten vom MATHEON, die viel Fr-
fahrung mit den Schwingungssystemen haben, kann er jedoch in Erfahrung bringen,
dass die beiden Regler h und k am Gerét so einzustellen sind, dass alle Nullstellen
der Funktion

fx)=a*+(d—c-h)-x+(b—c-k) ()

reell und kleiner gleich -1 sind, wobei fiir die Koeffizienten d=0; b=1; ¢=2 gilt. Wei-
terhin gilt es, den defekten Akku des Geriits nicht zu iiberlasten. Die, den Energie-
verbrauch fiir die Dampfung der Schwingung bestimmende Variable W, sollte daher
moglichst klein sein.

W(h, k) = h® + k> (9)

Wie sind die Parameter h und k zu wahlen, bzw. welche der folgenden Aussagen trifft
auf die Losung zu?

Antwortmoglichkeiten:

1. h>22k> -3

2. h>3,6;k<1,1

3. h<2;k>1,5

4. h>2,1;k>5

5. h < 1,2;k > 5,2
6. h<3,6:k<—0,25
7. h<1,1;k<0,5

8. h<—=52k>-0,5
9. h>1;k>—0,2

10. h> —0,5 k < 1
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18.2 Losung

Nummer 7 ist richtig.

Von den Lésungen der Gleichung 2 — 2ha + (1 —2k) = 0 (212 = h+ Vh? — 1 + 2k)
ist bekannt, dass sie reell und kleiner gleich —1 sind. Hieraus folgt, dass gilt h < —1
(h+w < —1). Fiir h = —1 ist in diesem Fall h? minimal und es ergibt sich, dass
k > 0 gilt. Da k = 0 ebenfalls den kleinstmdglichen Betrag hat, haben die Parameter
die Werte h = —1 und k£ = 0.

Auf diese Werte trifft nur Losung Nr.7 zu.
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19 Platzchen

Autor: Boris Springborn

19.1 Aufgabe

Ein Wichtel stanzt mit einer Platzchenform dreieckige Plétzchen aus einem unendlich
groflen Platzchenteig, der die ganze Ebene bedeckt. Zwischen den Stanzungen bewegt
er die Form jeweils um eine Léngeneinheit nach rechts, links, hinten oder vorne, so
dass die Platzchen auf dem Blech regelméflig angeordnet sind:
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P
Eorrp

Form und Ausrichtung der dreieckigen Stanzform soll so gewédhlt werden, dass die
Plitzchen moglichst groB sind. Uberlappen diirfen sich die Plitzchen dabei nicht,
aber sie diirfen sich beriihren. Was ist der gréfftmogliche Flacheninhalt in Qua-
dratlédngeneinheiten, den ein Pldtzchen haben kann?

Antwortmoglichkeiten:
1. 1/2
2. 47
3. 3/5
4. 5/8
5. 2/3
6. 5/7
7. 3/4
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10.

4/5
5/6
6/7
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19.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 5
Der groftmogliche Flacheninhalt der Plitzchen ist 2/3.

Wie man den Flidcheninhalt 2/3 erreichen kann, sieht man hier:

Jedes Pliatzchen besteht aus vier kleinen Dreiecken, die jeweils den Flécheninhalt 1/6
haben. FEin Parallelogramm aus sechs solchen Dreiecken lésst sich ndmlich durch zwei

Scherungen in ein Einheitsquadrat verwandeln:

Es bleibt zu zeigen, dass ein gréferer Flacheninhalt nicht moéglich ist. Betrachte eine

Dreiecksflache D in der Ebene:
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Das Uberlappungsverbot besagt, dass fiir beliebige ganze Zahlen n; und n,, die nicht
beide 0 sind, der Schnitt von D mit dem verschobenen Dreieck D + (Z;) hochstens
Punkte am Rand von D enthélt.

Es bezeichne D — D die Menge aller Vektoren, die als Differenz von Punkten in D
vorkommen, also

D — D= {veR?| Esgibt P,Q € D mit v=P—Q}.

Das Uberlappungsverbot ist genau dann erfiillt, wenn D — D im Inneren keinen
ganzzahligen Vektor aufler (8) enthalt. Wenn namlich D — D im Inneren einen
ganzzahligen Vektor (Z;) =+ (8) enthélt, dann gibt es zwei Punkte P und @) im
Inneren von D, so dass P = ) + (Z;). Also ist P auch in D + (Z;) enthalten,
und das Uberlappungsverbot ist verletzt. Wenn umgekehrt das Uberlappungsverbot
verletzt ist, dann gibt es einen Punkt P im Inneren von D, der auch im Inneren eines
anderen Dreiecks D + (Z;) enthalten ist. Dann ist aber P — (Z;) auch im Inneren
von D enthalten, und somit ist (ﬁ;) als Differenz dieser beiden Punkte im Inneren

von D — D enthalten.
Betrachte nun die Menge S = (D — D), die entsteht, wenn man jeden Vektor in

D — D halbiert:

Wie D ist auch S punktsymmetrisch beziiglich des Ursprungs, d.h. wenn v € S, dann
gilt auch —v € S. Deshalb ist die Menge S — S der Differenzen von zwei Punken in
S gleich der Menge S + S der Summen von zwei Punkten in S:

S—S={veR? Esgbt X,Y € Smitv=X —Y}
={veR?|Esgibt X,)Y € Smitv=X+Y}=5+S5

Weil S auch noch konvex ist, ist mit X und Y stets auch (X +Y) in S enthalten.
Deshalb gilt
S+S={veR*|lveS}=25=D-D.
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Wir haben also gezeigt:
S—S=D-D.

Daraus folgt: Wenn das Dreieck D das Uberlappungsverbot erfiillt, dann enthilt
auch S im Inneren keine zwei Punkte, deren Differenz ein ganzzahliger Vektor ist.
Das bedeutet aber: Wenn man die Ebene R? in lauter Einheitsquadrate zerschneidet
und alle Quadrate, die Teile von S enthalten, iibereinanderlegt, dann iiberlappen
sich die Teile von S nicht:

(Begriindung: Dieses Ubereinanderlegen zweier Einheitsquadrate ist eine ganzzahlige
Verschiebung eines der beiden Einheitsquadrate. Wiirden sich nun Teile von S aus
diesen beiden Einheitsquadraten iiberlappen, dann gébe es zwei Punkte P und @)
innerhalb von S, deren Differenz ein ganzzahliger Vektor ist, was ein Widerspruch
zu obigen Ausfithrungen wére.)

Der Fliacheninhalt von S ist also kleiner oder gleich 1. Andererseits ist der Flachenin-

halt von S gleich 3/2 mal dem Flidcheninhalt von D (ndmlich 1/4 des Flidcheninhalts
von D — D, und der Flicheninhalt von D — D ist 6 mal der Fldcheninhalt von D).
Der Flacheninhalt von D ist also héchstens 2/3.

Ubrigens: Fiir Mathematiker kann man die Aufgabe auch kiirzer formulieren: ,, Was
ist das grofite Dreieck in einem flachen Torus?“
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20 Dodekaeder

Autor: Onno Boxma

20.1 Aufgabe

Eine Raupe kriecht auf den Kanten eines Dodekaeders herum. Sie beginnt ihre Reise
in der Ecke A, und ihr Ziel ist die diametral gegeniiber liegende Ecke Z des Dodeka-
eders. In jeder Ecke entscheidet die Raupe sich zufillig fiir eine der drei anstolenden
Kanten: Mit Wahrscheinlichkeit 1/3 kriecht sie die eine Kante entlang, mit Wahr-
scheinlichkeit 1/3 kriecht sie die zweite Kante entlang, und mit Wahrscheinlichkeit
1/3 kriecht sie wieder auf der Kante zuriick, auf der sie gerade gekommen ist.

Die Raupe benotigt genau einen Tag, um eine Kantenlédnge zuriickzulegen. Sobald sie
ihren Zielpunkt Z erreicht hat, verwandelt sie sich in einen Schmetterling und fliegt
davon. Frage: Wie viele Tage (Erwartungswert) wird die Raupe auf dem Dodekaeder
verbringen?
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Antwortmoglichkeiten:

1.

10.

10 Tage
15 Tage
20 Tage
25 Tage
30 Tage
35 Tage
40 Tage
45 Tage
50 Tage

55 Tage
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20.2 Losung

Antwort Nummer 6 ist richtig

Zuerst teilen wir die 20 Ecken des Dodekaeders in sechs Gruppen auf: Die Gruppe
Gi (0 < k <5) enthilt all jene Ecken, von denen aus der kiirzeste Weg bis zur Ecke
Z genau k Kanten durchliuft. Dann ist Gy = {Z}, die Gruppe G besteht aus den
drei Nachbarecken von Z, die beiden Gruppen G5 und G3 bestehen aus jeweils sechs
Ecken, die Gruppe G4 besteht aus den drei Nachbarecken von A, und G5 = {A}.
Wir beobachten:

e (7 enthilt nur den Zielpunkt Z.

Jede Ecke in (G; ist zu einer Ecke in Gy und zu zwei Ecken in G5 benachbart.

Jede Ecke in G5 ist zu je einer Ecke in Gy, Go und G3 benachbart.

Jede Ecke in G3 ist zu je einer Ecke in G5, G3 und G4 benachbart.

Jede Ecke in G4 ist zu zwei Ecken in (G3 und zu einer Ecke in G5 benachbart.
e Die Ecke in (G5 ist zu drei Ecken in G4 benachbart.

Als néchstes fithren wir ¢, als die erwartete Anzahl von Tagen ein, die die Raupe noch
auf dem Dodekaeder verbringen wird, falls sie momentan in einer Ecke der Gruppe
G|, sitzt; man sieht leicht, dass dieser Erwartungswert ¢, fiir alle Ecken in GG}, genau
gleich grof} ist. Die obigen sechs Beobachtungen {ibersetzen sich nun in folgende sechs
Gleichungen:

to = 0

= 1+1t0+2t2
3 3

e = 1+1t1—}—1t2+1t3
3 3 3

by = 1ty Sttt
3 3 3

s = 1+2t +1t
4 = 3ts 1 3ls

ts = 141,
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Dieses Gleichungssystem hat die Losung t; = 19, t, = 27, t3 = 32, t4 = 34 und
ts = 35. Da die Raupe in der Ecke A startet, verbringt sie im Erwartungswert
t5 = 35 Tage auf dem Dodekaeder.
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21 Kein Fastfood fiir Rentiere

Autor: Philipp Petersen, Jackie Ma

21.1 Aufgabe

7 Ach herrje!” seufzt der Weihnachtsmann, ”diese iiberanspruchsvollen Rentiere ver-
anstalten wie jedes Jahr einen Aufstand”. Die Hintergrundgeschichte hinter diesem
verzweifelten Ausruf lautet wie folgt: Jedes Jahr, sobald der Dezember anfingt,
iiberlegen sich die Rentiere, dass sie nur noch ihre spezielle Rentier-Kraft-Nahrung
zu sich nehmen wollen. Insidern ist klar, dass die Inhaltsstoffe weder besonders ge-
sund noch irgendwie nahrhaft sind, geschweige denn, dass man wie der Name zu
behaupten scheint, mehr Kraft davon bekédme. Aber so sind Rentiere nun mal, wenn
sie sich etwas in den Kopf gesetzt haben, muss es so geschehen und gerade in der
Vorweihnachtszeit gehort es zu den unverniinftigsten Aktionen den Rentieren einen
Wunsch abzuschlagen.

Zwar ist der Weihnachtsmann an die Rentiere und ihre unverniinftigen Forderungen

gewoOhnt, jedoch kann er Stress und zusétzliche Aufgaben im Moment weniger ge-
brauchen als ein Loch im Geschenkesack. Im Fall des Rentieraufstandes konnte das
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Problem jedoch schnell gel6st sein, da Papa Noel sich in weiser Voraussicht die Zuta-
ten aufgeschrieben hatte und diese auch denkbar einfach sind. Er braucht nur vier
Zutaten: Zucker, Lebkuchenteig, Milch und eine Geheimzutat, aber auf die richtigen
Mengen kommt es an. Und daran haperte es die letzten Jahre.

Das klingt ja schon und gut, aber warum hat der Weihnachtsmann nun so einen ver-
zweifelten Gesichtsausdruck aufgesetzt. Der Grund dafiir liegt darin, dass er sich letz-
tes Jahr sagte: "Nach dem Stress der vorherigen Jahre mache ich es dieses Jahr ver-
schliisselt und narrensicher”. Verschliisselt, zumal es stéandig vorkommt, dass Rentiere
versuchen die Zutaten auszuspionieren und dann wochenlange Feten feiern wiirden,
da sie den Weihnachtsmann ausgetrickst haben. Narrensicherheit ist wichtig, da der
Weihnachtsmann sich schon an genug Sachen erinnern muss und sein Gedéchtnis
damit schon stark belastet ist. Er mag sich gar nicht vorstellen was die Rentiere
anstellen wiirden, sollte sich daraus ein falsches Rezept ergeben. Nun aber hadert er
mit seinem neuen Verfahren.

Zum besseren Verstdndnis der Problematik ist nun langsam mal sein - ach so ausge-
bufftes - Verfahren aus dem letzten Jahr von Interesse.

Punkt 1 - Die Informationen sollen auf viele verschiedene Orte verteilt werden damit
die herum stébernden Rentiere und auch ihre Komplizen, die Wichtel, nicht zu schnell
an die Informationen herankommen.

Punkt 2 - Wie die Erfahrung lehrt, sollte der Weihnachtsmann sich nicht darauf
verlassen, dass er alle versteckten Informationen wiederfindet. Der Weihnachtsmann
macht also zwolf Notizen nach folgendem Prinzip. Auf jeden Notizzettel schreibt
er nur eine Zahl, die sich allerdings nach einem komplizierten Verfahren ergibt. So
schreibt er sich zunéchst die folgenden Zahlen auf:

1. Die Menge von Zucker.
2. Die Menge an Zucker minus die Menge an Lebkuchenteig.
3. Die Menge an Lebkuchenteig plus die Menge an Zucker.

Auflerdem addiert er die Informationen iiber die Mengen von Milch und der Geheim-
zutat wie folgt:

1. Die Menge an Milch und ein mal die Menge von der Geheimzutat.

2. Minus die Menge an Milch plus die Menge der Geheimzutat.
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3. Die Menge an Milch minus die Menge der Geheimzutat.
4. Minus die Menge an Milch minus die Menge der Geheimzutat.

Es ergeben sich zwolf Kombinationen von Zahlen aus beiden Blécken. Er notiert
sich jeweils die Summen der beiden Zahlen und natiirlich auch wie diese zustande
gekommen sind, also beispielsweise:

”Die Menge an Zucker plus die Menge an Milch minus die Geheimzutat ergibt 5.”
Diese Zettel versteckte er, wobei er sich gemerkt hat wo die Zettel liegen, allerdings
weifl er von keinem Zettel mehr was auf ihm steht. Wie das Verfahren funktioniert,
wiirde der Weihnachtsmann allerdings nie vergessen.

Nun hatte er sich zwolf Zahlen notiert und das fiir nur vier Zutaten. Vollig iiberfliis-
sig, dachte sich der Weihnachtsmann im letztem Jahr, doch es ist eingetreten was
eintreten musste. Der Weihnachtsmann erinnert sich nicht mehr an alle Verstecke der
zwolf Zettel. Trotzdem weicht sein besorgter Gesichtsausdruck langsam einem trium-
phierenden Grinsen und er postuliert: ”Ich erinnere mich gerade an die (minimale)
notwendige Anzahl der Verstecke um das Rezept in jedem Fall zu rekonstruieren.”
An wie viele Verstecke erinnert sich der Weihnachtsmann (mindestens)?

Just als der Weihnachtsmann sich aufmacht die ersten Zettel einzusammeln, trifft
er den frechen Wichtel Arthur, der ihn mit der nichsten Schreckensbotschaft neckt.
Angeblich haben die Wichtel einen der 12 Zettel gefunden und gegen eine Félschung
mit einer anderen Zahl ausgetauscht. Welcher Zettel gefilscht ist, will Arthur aber
nicht verraten. Der gutmiitige Weihnachtsmann hat aber keinen Grund sich lange
iiber dieses Schelmenstiick zu empdoren. Wie kann der Weihnachtsmann auch dieses
Hindernis iiberwinden?

Antwortmoglichkeiten:

1. Der Weilbartige meint zunéchst, dass er acht Verstecke kennt. Mit acht Zetteln
macht es keinen Unterschied ob einer davon eine falsche Information beinhaltet.

2. Sankt Nikolaus kennt acht Verstecke. Erinnert er sich noch an einen mehr, kann
ihm auch die Gemeinheit der Wichtel nichts mehr anhaben.

3. Acht Notizzettel sind bei der schlechtesten Konstellation notig. Die Wichtel
zwingen ihn aber dazu, sich an insgesamt 10 zu erinnern.
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10.

Der Weihnachtsmann konnte zunaechst sieben Verstecke aufzihlen, eine falsche
Information fiihrt dazu, dass er alle 12 braucht.

Sieben Verstecke konnte er aufzéihlen, spéter stellte sich heraus, dass er sich an
mindestens 2 zuséatzliche Verstecke erinnern muss.

Sieben Notizen braucht man im schlechtesten Fall, sollte eine Information falsch
sein, braucht man 8.

Papa Noel erkannte, dass sechs Verstecke ausreichen um die Loésung zu be-
stimmten. Dank der Wichtel muss er sich nun an mindestens 3 Weitere erin-
nern.

. Die Hauptperson dieses Textes rekapitulierte sechs Verstecke. Dank seines schlau-

en Verfahrens reichen ihm diese 6, auch wenn eines davon falsch ist.

. Der Weihnachtsmann konnte sich an fiinf Verstecke erinnern. Wenn eine Notiz

falsch ist, kann er das kompensieren indem er 2 weitere Zettel findet.

Selbst mit allen zwolf Notizen ist es unmoglich sicher festzustellen, in welchem
Verhiltnis die Zutaten gemischt werden.
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21.2 Losung
Antwort 5 ist richtig.

Zunéchst schreiben wir uns die zwolf Gleichungen fiir die Zutaten in ihren auftau-
chenden Kombinationen auf, wobei wir abkiirzen:

x1: Zucker, xo: Lebkuchenteig, x3 : Milch |, x4 : Geheimzutat , y; Losung der i-ten
Gleichung.

V1 121+ 23+ Tg = Y1 Vs 1 X1 — T2+ T3+ T4 = Y5
Vg i X1 — T3+ Ty = Yo Vg : T1 — Tg — T3+ Ty = Ys
U3 1 %1+ T3 — Ty = Y3 U7 11 — X2 + T3 — Tg = Yy
Vg 1 T1 — X3 — T4 = Y4 Vg i X1 — Xy — T3 — T4 =Yg

Vg 1 T1 + To + X3 + Ty = Yo
V1o 1 1+ T2 — T3+ T4 = Y10
V11 121+ T2+ X3 — Ty = Y11
Vig 1 X1 + To — T3 — Ty = Y12

Jetzt muss begriindet werden, warum sieben Gleichungen reichen um das Rétsel zu
16sen also um ein eindeutig losbares Gleichungssystem zu bilden.

Dazu gruppieren wir die ersten vier Gleichungen vy, vy, v3,v4 in einen Topf T3, die
néchsten Gleichungen vs, ..., vs in T5 und die letzten vy, ..., v15 in T;.

Nun, angenommen der Weihnachtsmann findet sieben Verstecke wieder. Dann miissen
davon mindestens drei Vektoren aus einem der drei Topfe 17,715, T3 sein. Seien die-
se beispielsweise aus Ty, k € {1,2,3}. Dann gibt es aber mindestens einen wei-
teren Topf, in dem sich mindestens zwei gefundene Vektoren befinden, sei dieser
T;,7 € {1,2,3}\{k}. Wo die iibrigen zwei Vektoren liegen ist fiir den weiteren Verlauf
nicht wichtig. Zu diesem Zeitpunkt haben wir also fiinf Gleichungen charakterisiert.
Wir miissen jetzt noch zeigen, warum diese ein eindeutig losbares Gleichungssystem
bilden.

Fall 1: In 7} sind 2 Gleichungen der Form:

vp w1 + JTp + axs + bry =y,
Vg 1y + Jrg — (azxs + bxy) = Ya>
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wobei J € {—1,0,1} und a,b € {—1,1}. Dann wéhlen wir aus dem Topf T} zwei
Gleichungen der Form:

vy 1 + Kag £+ (axs + bxy) =y,
Vs 1 + Kxo + cxs + dry = ys,

wobei (¢,d) # £(a,b), K # J. Man iiberlegt sich leicht, dass das immer geht. Es
bleibt zu zeigen, dass dieses Gleichungssystem eindeutig 16sbar ist. Betrachtet man

die Gleichungen “23** und “25"* erhilt man

x1+ Jrg = w (10)
axs + bry = @. (11)
Addiert bzw. subtrahiert man Gleichung von v, erhaelt man
o1+ Koy =y, + @ (12)
Subtrahiert man von v, ergibt sich
cr3 4+ dry = ys — (yr + %) (13)

Da (c,d) # £(a,b) bestimmen die Gleichungen (1), die Mengen an Milch und
Geheimzutat eindeutig, und die Gleichungen und bestimmen die restlichen
Zutaten eindeutig.

Fall 2: In 7} sind zwei Gleichungen der Form:

Up 1Ty + Jxo + axs + by =y,
Vg X1 + Jxg + cx3 + dry = y,

wobei (¢, d) # +(a,b). Dann folgt, dass in T} zwei Gleichungen der Form

vp 21 + Kxg + grs + hay =y,
vy 21 + Kag — (gxs + hry) =y,
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sind, wobei (g, h) entweder gleich (a,b) oder gleich (c¢,d) ist und K # J. Der Rest
folgt analog zu Fall 1.
Sechs beliebige Gleichungen reichen nicht aus. Wahlt man beispielsweise die Glei-
chungen

U1, V4, Vs, Ug, Vg, V12

aus, und sei (z1, xg, x3, z4) eine Losung des Gleichungssystems, dann ist (xq, zo, x5 +
z,x4 — z) offenbar auch eine Losung fiir jedes beliebige z. Die Losung ist nicht ein-
deutig.

Im zweiten Teil der Aufgabe léasst sich mit 9 Gleichungen die Losung noch bestimmen.
Da ein Losungswert falsch ist, muss der Weihnachtsmann nach einer Losung suchen,
die mit 8 der 9 Losungswerten iibereinstimmt. Es kann aber nur eine Kombination
geben, die mindestens 8 Gleichungen erfiillt. Nimmt man ndmlich an, dass es zwei
Losungen dieser Art gibt, so erfiillen diese mindestens 7 Gleichungen gemeinsam.
Nachdem ersten Teil der Aufgabe geniigt das um zu behaupten das beide Losungen
gleich sein miissen.

Nur 8 Gleichungen reichen hingegen nicht aus wie man beispielsweise sieht, wenn
man vy, vy, Vs, U, Vg, V1o, V11, V12 Wahlt und y1 = y4 = y5 = ys = yo = y12 = 0, und
Y10 = —2, y11 = 2. Hier ist (0,0, 1, —1) die eindeutige Losung des Gleichungssystems
V1, Vg, Us, Ug, Vg, V10, V12 und (0,0, —1,1) die eindeutige Losung des Gleichungssystems
U1, V4, Vs, Us, Vg, U11, V12-
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22 Eitle Rentiere

Autor: Kersten Schmidt, Dirk Klindworth, Robert Gruhlke

22.1 Aufgabe

,Oh nein, Weihnachten steht vor der Tiir!* Um das Fest zu sichern, ist der Weih-
nachtsmann (auch Klaus genannt) auf hoch motivierte Rentiere angewiesen. Dabei
kennt er seine Rentiere ganz genau:

e Ist es zu warm, dann werden sie gemiitlich und faul.
e Ist es zu kalt, dann droht eine Erkéltung, die auskuriert werden muss.

e Bei Temperaturen zwischen Tx = —14.625 und Ty = 0 sind sie absolut zufrie-
den.
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Da es am Nordpol sehr kalt ist, heizt Klaus (selbstverstédndlich ohne C'O,-Ausstof)
das ganze Jahr iiber, sodass die AuBlenwand seines Hauses (xg = 0) konstant T4 = 15
betrigt. Aus dem Wetterbericht erfihrt der Weihnachtsmann von einem x; = 2
Weihnachtsmeter entfernten Schneesturm der Stiarke s = —5 der bis zum zy, = 4
Weihnachtsmeter entfernten grofen Nordmanntannenwald wiitet. Legenden besagen,
dass in den Tiefen des Nordmanntannenwaldes (zy = 5) Rekordtemperaturen von
Tr = —40 erreicht werden. Santa Klaus steht nun vor der Aufgabe herauszufinden,
in welchem Bereich x 4 bis x5 er die Rentiere hausen lassen kann. Da der Weihnachts-
mann mit der Planung seiner Weihnachtsrouten viel zu beschéftigt ist, um sich selbst
um dieses Anliegen zu kiimmern, beauftragt er den Wichtel FEM:

Lieber FEM,
ich brauche Deine Hilfe. Die Funktion u beschreibt das Tempera-
turverhalten vom Haus bis in die Tiefen des Nordmanntannen-
waldes. Dabei ist u(x) die Temperatur an einem Ort x € [0, zy].
Das Auftreten des Schneesturms sei durch eine Funktion f be-
schrieben mit

O, T & [0,1’1),
flx)=< 1, =€ [z, 2],

0, z € (z2,zn]

Die Stirke des Schneesturms betrigt s = —5. Die Randtempe-
ratur an zwei Orten ist bekannt:

w(0)=T4 =15 und u(xy)=Tr = —40.

Ich weifs, dass es immer kdlter wird, um so weiter ich von
meinem Haus entfernt bin. Aber wo ist es gerade Ty warm
und Ty kalt?

PS: Mir geniigt eine ungefihre Angabe, bitte erinnere Dich an
die Weihnachtsmiitzen.

Weihnachtsmiitzen? In FEMs Zauberbuch muss doch dariiber etwas zu finden sein:
Und so bléttert er wie wild und wird schliellich fiindig:
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Man nehme drei von links nach rechts angeordnete gleichschenklige Drei-
ecke N1, No, A3, deren Bodenlinge G je der halben Gesamtstrecke (von
xo bis xy) entspricht und deren Hohe vorerst 1 betrigt. Vierteln wir
die Strecke gleichmdfig, so seien die Dreiecke so angeordnet, dass deren
Spitzen je genau tiber einer Teilung zu finden sind. Die gesuchten Werte
hy, hy und hg ergeben sich aus folgenden Regeln:

o Liin Wert f;, j = 1,2,3 ergibt sich als Schnittfliche eines Dreiecks
A; und der vom Boden und Graph der Funktion [ eingeschlosse-
nen Fldche.

e Dem Anfangsort xo wird der Wert hg = Ty und dem Endort xx
wird der Wert hy = Tg zugeordnet.

o Fiirj=1,2,3 gilt die Beziehung
—hj_1+2'hj—hj+1 :058Gf]

Sind hy, hy und hs richtig ermaittelt, dann dndert sich die Hohe jedes
Dreiecks A; in h; (j = 1,2,3). Dabei wandert nur die Spitze des
jeweiligen Drevecks, gleichschenklig ist es immer noch.

Nach kurzer Uberlegung kommt dem kreativen FEM die Idee: ,Die sich so ergebenen
Hohen stellen eine Annéherung an die gesuchte Temperatur an den jeweiligen Stellen
dar. Ziehe ich nun stiickweise Geraden durch die resultierenden Punkte, so kann ich
an diesen eine Temperaturanndherung ablesen.*

,Das konnte Weihnachten schlieflich retten!*

In welchem Bereich wird der flinke FEM dem Weihnachtsmann empfehlen seine Ren-
tiere zu stationieren?
Antwortmoglichkeiten:

1. In gar keinem. Weihnachten fillt dieses Jahr wohl aus.
2. Zwischen 0.25 und 1.25.
3. Zwischen 0.25 und 2.75.

4. Zwischen 0.50 und 2.75.
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10.

Zwischen 0.75 und 2.25.
Zwischen 0.75 und 3.25.
Zwischen 1.00 und 2.00.
Zwischen 1.00 und 3.50.

Zwischen 1.25 und 2.75.

Die Rentiere fiithlen sich iiberall wohl.
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22.2 Losung

Nummer 7 ist richtig.

Das Ergebnis der Aufgabe ergibt sich durch das Losen der folgenden Teilprobleme
e Berechnung der Werte f; fiir j = 1,2, 3.
e Berechnung von h; fir j =1,2,3
e Berechnung der Geraden durch die relevanten Hohenpunkte und Suche nach

dem Wohlfiihlbereich [z, x k]

Berechnung von f;

Die Bodenlénge eines Dreiecks entspricht der halben Gesamtstrecke, das heifit G' =
0.5- (zn —x0) = 2.5. Der Flicheninhalt A eines Dreiecks A; mit festgesetzter Hohe
1 ist dann gegeben durch

Apr=05-G-1=1.25.

Die Berechnung eines f; ergibt sich durch Berechnung der Schnittflichen wie folgt:

Berechnung von f;

(1.25,1)

| ] |
I T T T T 1

zo=10 1.25 1 =2 25 z2 =4 N =5

Die Schnittflache entspricht dem Fléacheninhalt des eingerahmten Dreiecks. Die Hohe
des Dreiecks betrégt (2.5 —2) - 2 = £ = 0.4. Daher gilt

1
(25-2)==025-04=0.1.

fi= e

N | —
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Berechnung von f;

(2.5,1)

Ay

I | - ] ]
r T r u 1

T T
xog =0 1.25 1 2.5 3.75 T2 N =5

Die zu berechnende Schnittfliche léasst sich durch den Flécheninhalt des gesamten
Dreiecks Ay mit Hohe 1 abziiglich der Flédche des Dreiecks A bestimmen. Die Hohe
h4 und die Grundflache G 4 des Dreiecks A errechnen sich durch

2
ha = (x1 — 1.25)5 =0.75-08=06, Gax=x,—-125=0.75
Die Schnittflache fy errechnet sich dann durch

fo=AA—05-hy-G4=125-0.5-0.6-0.75 = 1.025.

Berechnung von f3

(3.75,1)

I ] Il

i T T 1

zo =0 1.25 1 2.5 3.75 x2 TN =5

Die Schnittfliche ldsst sich analog zu f, durch den Flacheninhalt A des gesamten
Dreiecks Az mit Hohe 1 und der Fliche des Dreiecks B bestimmen. Die Hohe hp
und die Grundflache G des Dreiecks B errechnen sich durch

2
hB:<l’N—JI2)5:1'0.8:0.8, GB:IN—[L‘2:5—4:1.
Die Schnittflache f;5 errechnet sich dann durch

fsa=AAr—05-hg-Gp=125-0.5-0.8-1=0.85.
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Berechnung der Héhen £
Die Beziehung

hj_1+2hj—hj+120.5'8'G'fj7 j:1,2,3,

ergibt ein Gleichungssystem mit drei Gleichungen und den fiinf Hohen hg, hy, ho, hs3
und hy. Es gilt

05-5-G=05-(=5)-25=—6.25

und das Gleichungssystem hat die Gestalt

I —1hy + 2h1 — 1lhs = —6.25f1,
11 — 1hy + 2hy — 1hs = —6.25f,,
11 — 1hy + 2hy — 1lhy = —6.25fs.

Die Hohen am Rand sind bereits gegeben durch hy = T4 = 15 und hy = Ty =
—40 und damit ldsst sich das Gleichungssystem umformen und es verbleiben drei
Unbekannte:

I 2hy — 1hy = —6.25f; + 15,
I — 1h + 2hy — 1lhy = —6.25f,

Wir addieren I + 2II und erhalten eine neue zweite Gleichung:

I oh, — 1hy = —6.25f, + 15,
11 3hy — 2hy = —6.25(2fo + f1) + 15,
11 — 1hy + 2hy = —6.25f; — 40.

Addieren wir nun IT + 3III so ergibt sich eine verénderte dritte Gleichung:

I 2hy — 1lhs = —6.25f; + 15,
I1 3hy — 2hy = —6.25(2f>+ f1) + 15,
11 dhy = —6.25(3f3 + 2fs + f1) — 105.

Nun konnen wir den Wert hs durch Division mit 4 ermitteln es ist

6.2 9 1
hy — —0:200fs + 4f2 1) =105 a3 59375,
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Riickwértseinsetzen ergibt fiir hoy

_ —6.25(2fo + f1) + 15 + 2Dy

ho 3

= —21.875

und schlieflich ergibt Einsetzen in die Gleichung I den letzten gesuchten Hohenwert
hli

6251 + 15+ hy

hy = = —-3.75.
2

Geraden und Wohlfiihlbereich

Zusammenfassend haben wir nun die fiinf Hohenpunkte. Die berechneten Werte stel-
len, wie angegeben, eine Anndherung an die gesuchte Temperatur dar. Wir nutzen
die Angabe des Weihnachtsmannes einer monoton fallenden Temperatur. Gesucht
sind die Werte xx und xy an denen die Temperaturen T = —14.625 und Ty = 0
angenommen werden. Wir werden daher nur drei Hohenpunkte

Hy(0,15), Hy(1.25,—3.75) und Hy(2.5, —21.875).

bendtigen. Da —3.75 > Tx > —21.875, liegt der Punkt (zx,Tk) auf der Geraden
zwischen H; und H,. Die Gerade wird mithilfe der Zweipunkteform beschrieben:

he — hy

2T
Y=t o0

(r —1.25) = —3.75 — 14.5(z — 1.25).

Nach z umgestellt erhalten wir

_y+3.75

1.25.
—14.5 120

Setzen wir y = T = —14.625 ein, so erhalten wir xx = 2.
Weiter ist 15 > Ty > —3.75 und daher befindet sich der Punkt (xy, Ty) auf der
Geraden zwischen Hy und H;. Diese ist gegeben durch

hi1 — hg
=h ——(x—0) =15 — 15z.
Y o+ 1'25_0(ZE 0) 5 5%

Auch hier stellen wir nach  um und erhalten

15—y
x = :
15
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Setzen wir nun y = Ty, = 0 so erhalten wir schliellich zy = 1.

Der Wichtel FEM wird dem Weihnachtsmann daher empfehlen, seine Rentieren zwi-
schen zy = 1 und dem Schneesturm bei zx = 2 zu stationieren. Zum Schluss folgt
eine Visualisierung der berechneten Dreieckshohen und der daraus resultierenden
Néherungslosung an die Temperatur.

< H()(O, 15)

1.25 1 2.5 3.75 22 TN =5
]

—3.75

—21.875

—33.59375

—40 - HN(57 740)
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23 Geschenke umriaumen

Autor: Gregor Heyne

23.1 Aufgabe

Der Lagerverwalter des Weihnachtsmanns bekommt die Aufgabe umzurdumen. Im
Lagerturm 1 sind 16 unterschiedlich schwere Geschenke gestapelt. Dabei liegt das
schwerste (16 Kilogramm) ganz unten und immer ein um 1 Kilogramm leichteres
dariiber. Das oberste Geschenk wiegt also 1 Kilogramm. Lagerturm 2 und 3 sind
leer. Die Aufgabe besteht darin alle Geschenke von Turm 1 in Turm 3 zu bringen
und dort zu stappeln. Dabei darf immer nur ein Geschenk gleichzeitig bewegt wer-
den, es darf kein schwereres Geschenk auf ein leichteres gelegt werden und es muss
in allen Tiirmen gestapelt werden.

Was ist die minimale Anzahl an Ziigen die der Zwerg braucht, um alle 16 Geschenke
von Turm 1 in Turm 3 zu stapeln?
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Antwortmoglichkeiten:

10.

1008
100345
27640
35587

20446

. 65535

424467

. 446744

. 84647

976949
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23.2 Losung
Richtige Losung: Antwort 6

Die allgemeine Formel fiir n Geschenke ist durch 2" — 1 gegeben.

Beweis durch Induktion:

Induktionsanfang: n=1, Trivial.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung stimmt fiir n.

Induktionsschlufl: Zeige, dass die Behauptung fiir n 4 1 gilt.

Zunachst bewegt man mit 2" — 1 Schritten die obersten n Geschenke ins Lager 2.
Dann bewegt man das unterste und schwerste Geschenk in Lager 3. Jetzt braucht

man nochmals 2" —1 Schritte um die n Geschenke von Lager 2 in Lager 3 zu bewegen.
Insgesamt also

2" =1 +1+@2"—1)=202"-1)+1=2"" -1

Schritte. Daraus folgt, dass bei 16 Geschenken 26 — 1 = 65535 Schritte benétigt
werden. Antwort 6 ist also richtig.
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24 Lagerhalle

Autor: Cor Hurkens, Judith Keijsper

24.1 Aufgabe

Die Lagerhalle des Weihnachtsmanns ist acht Blocke lang und acht Blocke breit und
wird von einigen Géangen in Nord-Siid und Ost-West Richtung durchquert, wie im
folgenden Bild angegeben:
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Ae

Der Weihnachtsmann will die Halle von der linken unteren Ecke A bis zur rechten
oberen Ecke B durchqueren. Er fragt sich nun: Wie viele verschiedene kiirzeste Wege
gibt es denn, die ihn von A nach B fithren?

Antwortmoglichkeiten:
1. Es gibt 2167 kiirzeste Wege

Es gibt 2315 kiirzeste Wege
Es gibt 2593 kiirzeste Wege
Es gibt 2744 kiirzeste Wege
Es gibt 2988 kiirzeste Wege
Es gibt 3120 kiirzeste Wege
Es gibt 3345 kiirzeste Wege
Es gibt 3526 kiirzeste Wege

S T A R

Es gibt 3786 kiirzeste Wege

—_
e}

. Es gibt 3933 kiirzeste Wege
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24.2 Losung

Antwort Nummer 9 ist richtig.

Wir legen ein rechtwinkliges Koordinatensystem iiber die Lagerhalle, das dem Punkt
A die Koordinaten (0,0) und dem Punkt B die Koordinaten (8,8) zuweist. Die
Anzahl verschiedener kiirzester Wege vom Punkt A = (0,0) bis zum Punkt (z,y)
bezeichnen wir mit W (z,y). Da es nur einen einzigen kiirzesten Weg von A zu allen
Punkten am linken und am unteren Rand gibt, gilt auf jeden Fall W (z,0) = 1 und
W(0,y) =1 fiir 0 < z,y < 8. Weiters gilt W(2,5) = W(3,2) = W(5,6) = W(7,3) =
0, da diese vier Punkte nicht erreichbar sind. Die restlichen Punkte der Lagerhalle
erfiilllen die Gleichung

W(Ivy) = W(Iay - 1) + W(l’ - 17y)7

da der kiirzeste Weg entweder durch (z,y — 1) oder durch (z — 1, y) laufen muss. Mit
Hilfe dieser Formeln kénnen wir nun schnell alle Werte W (z,y) bestimmen, indem
wir uns vom Punkt A ausgehend immer weiter nach Norden und Osten arbeiten:

1 9 24 71 215 359 744 1721 3786

1 8 15 |47 144 |144 |385 |977 |2065

1 7 7 32 |97 O 241 |592 |1088

1 6 0 25 |65 131 [241 [351 {496

1 5 15 [25 |40 |66 |[110 |110 (145

1 4 10 |10 |15 |26 |44 O 35
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Wir sehen, dass es 3786 kiirzeste Wege nach B gibt und dass die Antwort #9 korrekt
ist.

Zweiter Losungsweg. Ein kiirzester Weg von A nach B geht insgesamt 8 Blocke
nach Norden und insgesamt 8 Blocke nach Osten. Es gibt daher (186) = 12870 kiirzeste
Wege von A nach B, von denen wir allerdings die Anzahl jener Wege abziehen
miissen, die durch einen der vier isolierten Punkte C, D, E, F' (im folgenden Bild)
gehen.

e Es gibt ) (g) = 21 -84 = 1764 kiirzeste Wege A — C — B
1

)

1) . (5) = 462 - 10 = 4620 kiirzeste Wege A — E — B

()
2

o Esgibt (}) - (1) = 10- 462 = 4620 kiirzeste Wege A — D — B
e Es gibt (1 .

o Esgibt (%) - (}) =120 -6 = 720 kiirzeste Wege A — F — B

Jetzt haben wir aber jene Wege zweimal abgezogen, die durch zwei dieser vier iso-
lierten Punkte gehen. Diese Wege miissen wieder dazugezihlt werden:

e Es gibt (;) . (;1) . (g) =21-4-10 = 840 kiirzeste Wege A - C — F — B
e Esgibt (3)- (5

) - (g) =10-15-10 = 1500 kiirzeste Wege A - D — E — B

o Esgibt (5)- (%) (§) =10-5-6 =300 kiirzeste Wege A — D — F — B

1

Da kein kiirzester Weg durch drei der vier Punkte C, D, E/, F' geht, ist unsere Rech-
nung abgeschlossen. Insgesamt gibt es

= 12870 — (1764 + 4620 + 4620 + 720) + (840 + 1500 + 300) = 3786

kiirzeste Wege von A nach B. Somit ist Antwort #9 korrekt.
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25 Finf Wichtel

Autor: Falk Ebert

25.1 Aufgabe

Fiinf Wichtel haben ihre Not.
Denn es geht ums Teilen

von leckerem Marzipanbrot —
das essen sie zuweilen.

Vier Brote haben sie bekommen,
gleich grof, gleich schon, gleich schwer.
Vier Wichtel haben je eins genommen,
fiir den letzten bleibt keins mehr.

,Das kann nicht sein, das ist nicht fair!
Das wir’ ja ganz schon schlecht.

Ich hol’ sofort ein Messer her,

dann teilen wir gerecht.

Da ruft sofort ein andrer , Hier!*

der sich mit Rechnen auskennt.

,Fiinf Wichtel sind wir, mit Broten vier —
fiir jeden achtzig Prozent.“

Das Messer kommt, er macht sich dran
zu setzen einen Schnitte.

Da merkt ein kleiner Wichtel an:

,1Ich hétte da 'ne Bitte.“

, Wenn Du teilst, dann mach es bitte,
auf eine solche Art,

dass jeder hier aus unsrer Mitte
wirklich das gleiche hat.*
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, Wenn vier bekommen ein grofles Stiick —
sei die Lange auch gerecht —

bleibt einer mit den Resten zuriick.

Und das wér wirklich schlecht.

,Nicht etwa nur in der Summe —
absolut gleiches - und nichts weiter.
Sonst ist wieder einer der Dumme.“
tont da schon ein zweiter.

,1ch soll also teilen, dass jeder dann

aus den Stiickchen, die letztlich verbleiben,
das gleiche wie die anderen nehmen kann,
um es sich einzuverleiben?*

, Was ist mit den Réndern? Davon gibt es acht.
Die zu teilen wér’ eine Qual.“

Da meint der kleine: ,,Hab ich auch schon gedacht.
Doch die Rénder sind mir egal.®

»,Es geht mir nur um die Lange vom Stiick —
nicht um Guss, nicht um Rand oder Ecke.*
das ist’s was ich wiinsche zu meinem Gliick.
Behandle ein Brot wie 'ne Strecke.“

,Nur eines noch - verzeih’ es mir.

Ich seh’ dich ja schon leiden.

Mach so wenig Stiickchen wie moglich hier
um unnétiges Schneiden zu vermeiden.

Der schnittige Wichtel iiberlegt eine Weile
und sagt: ,,Mir féllt nichts ein.

Ich schneide die Brote Euch gerne in Teile,
doch sagt mir, wie viele soll'n ’s sein?*

Jetzt ist’s an der Zeit.
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Habt Thr denn Ideen?
Die kleinste Stiickchenzahl nach Méglichkeit.
Wiéhlt aus aus den folgenden zehn.

10.

. zwei Stiickchen fiir jeden
. drei Stiickchen fiir jeden

. vier Stiickchen fiir jeden, alle unterschiedlich

vier Stiickchen fiir jeden, zwei davon gleich grof3
fiinf Stiickchen fiir jeden, alle unterschiedlich
fiinf Stiickchen fiir jeden, genau zwei davon gleich grofl

fiinf Stiickchen fiir jeden, eines davon kleiner als 1% der Lange eines Marzipan-
brotes

sechs Stiickchen fiir jeden
acht Stiickchen fiir jeden

Keine solche Aufteilung moglich.
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25.2 Losung

Jedem Wichtel stehen % eines Marzipanbrotes zu und es muss gelten % = 851+ 89 +
s3 + . ... Weiterhin miissen sich 5 Kopien dieser s; zu 4 ganzen Broten (also Einsen)

zusammenlegen lassen. Dass es nicht ein Stiick fiir jeden sein kann, sollte offensichtlich
sein. Das hiefle, die Gesamtzahl der Stiicke ist 5. Demnach muss ein Brot irgendwie
geteilt werden, um auf 5 Stiickchen zu kommen. Davon haben 3 die Linge 1 (ganze
Brote) und 2 Stiickchen haben zusammen die Lénge 1. Wir sind also weit entfernt
von einer gerechten, geschweigedenn gleichen Verteilung.

Betrachten wir den Fall mit 2 Stiickchen pro Wichtel. Insgesamt miissen es also 10
Stiicken sein. Um 4 Brote in 10 Teile zu zerlegen, gibt es mehrere Moglichkeiten.
Eines kann ganz bleiben und 3 werden in je drei Teile zerschnitten. Diese Variante
liefert ein Stiick, das die Lénge 1 hat. Alle anderen sind kiirzer. Diese Aufteilung
ist also nicht sinnvoll. Folglich muss jedes Brot zerschnitten werden. Dies liefert 8
Sticke. Von diesen 8 werden 2 weiter geteilt, damit man auf insgesamt 10 kommen
kann. Nehmen wir an, dass dieser erste Schnitt nicht mittig erfolgt, dann bleibt
bei einem Schnitt eines Brotes ein Stiick mit einer Lénge von mehr als % Da nur
4 Brote vorhanden sind, kann es auch nur 4 Stiickchen der Linge > % geben und
die Verteilung ist nicht mehr gleich fiir alle Wichtel. Der beste erste Schnitt zerlegt
also alle Brote mittig. Damit sind 8 Stiickchen der Lénge % vorhanden. Fiinf davon
kénnten direkt an die Wichtel verteilt werden. Die sind alle gleich grof3, gleich schon,
gleich schwer. Es bleiben 3 Stiickchen der Léange %iibrig. Diese konnen jetzt leider
nicht mit zwei Schnitten so geteilt werden, dass 5 gleiche Teile daraus werden. Es
muss also eine feinere Unterteilung her.

Diese feinere Unterteilung wird moglich, wenn wir 3 Stiickchen pro Wichtel zulassen.
Jeder Wichtel hat ein Stiick der Lénge % erhalten. Es bleiben 3 Stiickchen der Lange %
zur weiteren Zer- und Verteilung iibrig. Teilen wir diese 3 wieder mittig, dann erhalten
wir 6 Stiickchen der Lénge }l jeweils. Davon werden sofort 5 an die 5 wartenden
Wichtel verteilt. Es verbleibt 1 Stiickchen der Lénge i, das man mit 4 gekonnten
Schnitten in 5 Stiickchen der Lange 2—10 zerteilt. Diese werden an die 5 naschhaften
Wichtel ausgegeben und fertig!

Zur Uberpriifung: Jeder Wichtel hat die folgenden Stiickchen:

1 1 1 4
= 14
2+4+20 5 (14)
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Und die Stiickchen lassen sich folgendermafien zu Broten zusammenlegen:

1_1+1
22
1 1
1 = 4=
2+2’
1_1+1+1
2 44
L 1+1+1+1+1+1+1+1
4 4 4 20 20 20 20 20

Jeder der Briiche kommt genau fiinf mal vor. Die Zerlegung nennt man iibrigens
Stammbruchzerlegnung (Alle Zahler sind gleich eins.) und war das Werkzeug, mit
dem im antiken Agypten mit Briichen gerechnet wurde. In den meisten Fillen ist sie
etwas unhandlich - aber sie liefert stets gerechte Verteilungen von b Marzipanbroten
auf w Wichtel. Ob es jeweils auch die mit der geringsten Stiickchenzahl ist, weif} ich
auch nicht.
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